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p.  p. 

Meinen  nnitaugreichen  Verlag  auf  dem  Grebiete  dei-  Mathematik,  der 
Naturwissenschaften  und  Technik  nach  allen  Richtungen  hin  weiter 
auszubauen,  ist  mein  stetes,  durch  das  Vertrauen  und  Wohlwollen  zahl- 
reicher hervorragender  Vertreter  dieser  Gebiete  von  Erfolg  begleitetes 
Bemühen,  wie  yiein  Verlagskatalog  zeigt,  und  ich  hofle,  daß  bei  gleicher 
Unterstützung  seitens  der  Gelehrten  und  Schulmänner  des  In-  und  Aus- 
landes auch  meine  weiteren  Unteniehmungen  Lehrenden  und  Lernenden 
in  Wissenschaft  und  Schule  jederzeit  förderlich  sein  werden.  Verlags- 
anerbieten  gediegener  Arbeiten  auf  einschlägigem  Gebiete  werden  mir 
deshalb,  wenn  auch  schon  gleiche  oder  ähnliche  Werke  über  denselben 
Gegenstand  in  meinem  Verlage  erschienen  sind,  stets  sehr  willkommen  sein. 

Unter  meinen  zahlreichen  Unternehmungen  mache  ich  ganz  besonders 
auf  die  von  den  Akademien  der  Wissenschaften  zu  Göttingen,  Leipzig, 
München  und  Wien  herausgegebene  Eneyklopädie  der  Mathematischen 
Wissenschaften  aufmerksam,  die  in  7  Bänden  die  Arithmetik  und 
Algebra,  die  Analysis,  die  Geometrie,  die  Mechanik,  die  Physik,  die 
Geodäsie  tlnd  Geophysik  und  die  Astronomie  behandelt  und  in  einem 
Schlußband  Geschichte,  Philosophie  und  Didaktik  besprechen  wird.  Eine 
französische  Ausgabe,  von  französischen  Mathematikern  besorgt,  hat 
zu  erscheinen  begonnen. 

Weitester  Verbreitung  erfreuen  sich  die  mathematischen  und  natur- 
wissenschaftlichen Zeitschriften  meines  Verlags,  als  da  sind:  Die  Mathe- 
matischen Annalen,  die  Bibliotheea  Mathematiea  (Zeitschrift  für 
Geschichte  der  Mathematischen  Wissenschaften),  das  Archiv  der  Mathe- 
matik und  Physik  (für  Lehrer  und  Studierende),  die  Jahresberichte  der 
Deutsehen  Mathematiker- Vereinigung,  die  Zeitschrift  für  Mathe- 
.  matik  und  Physik  (Organ  für  augewandte  Mathematik),  die  Revue 
semestrielle  des  Publications  mathematiques,  die  Zeitschrift  für' 
mathematischen  und  naturwissenschaftlichen  Unterrieht,  die 
Mathematisch -naturwissenschaftliehen  Blätter,  die  Monatshefte 
fiir  den  naturwissenschaftliehen  Unterricht  aller  Sehvügattungen 
(die  eine  unmittelbare  Fortführung  von  Natur  und  Schule  bilden),  die 
Geographische  Zeitschrift,  das  Archiv  für  Rassen-  und  Gesell- 
sehafts- Biologie,  ferner  Himmel  und  Erde  (illustrierte  naturwissen- 
schaftliche Monats.schrift)  u.  a. 

Seit  18G8  veröifentliche  ich:  „Mitteilungen  der  Verlagsbuch- 
handlung B.  G.  Teubner''.  Diese  jährlich  dreimal  erscheinenden 
„Mitteilungen",  die  in  36  000  Exemplaren  im  In-  und  Auslande  von  mir  ver- 
breitet werden,  sollen  das  Publikum,  das  meinem  Verlage  Aufmerksamkeit 
schenkt,  von  den  erschienenen,  unter  der  Presse  betindlichen  und  von  den 
vorbereit»jtcn  Unternehu?ungen  des  Teubnerachen  Verlags  durch  aus- 
führliche Selbstanzeigen  der  Verfasser  in  Kenntnis  setzen.  Die  Mit- 
teilungen werden  jedem  Interessenten  auf  Wunsch  regelmäßig 
bei  Erscheinen  umsonst  und  postfrei  von  mir  übersandt.  Das 
ausführliehe  „Verzeichnis  des  Verlags  von  B.  G.  Teubner  auf 
dem  Gebiete  der  Mathematik,  Naturwissenschaften,  Technik  nebst 
Grenzwissenschaften"  101.  Ausgabe,  mit  eingehender  systematischer 
und  alphabetischer  Bibliographie  und  einem  Gedenktagebuch  für  Mathe- 
matiker, 10  Bildnissen  sowie  einem  Anhange,  Unterhaltungsliteratur  ent- 
haltend [CXXXI,  392  u.  92  S.J  gr.  8.  1908,  steht  Interessenten  auf  Wunsch 
gegen  Einsendung  von  2  Mark  (gel)iindene  Exompl.  3  Mark)  zur  Verfügung. 

Lkipzi»,  Poststi-aße  ü. 

B.ö.  Teubner. 
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Torwort. 

In  viel  stärkerem  Maße  als  die  beiden  ersten  Bände  wnrde 
dieser  dritte  einer  gründlichen  Umarbeitung  unterworfen.  Nach- 
dem in  den  früheren  Bänden  durchweg  eine  reinliche  Scheidung 
zwischen  den  Betrachtungen  im  reellen  und  imaginären  Gebiete 
ausgeführt  worden  war,  ergab  sich  die  Notwendigkeit,  die 
Theorie  der  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  zunächst  im 
reellen  Bereiche  vorzutragen.  Auf  diese  Weise  wurde  erreicht, 
daß  man  nun  leicht  aus  allen  drei_Bänden_JLßs_,Werkes  die- 
jenigen Kapitel  herausfinde"^  in  denen  das  Imaginäre  vermieden 
wird.  Dies  ist  dem  jungen  Studierenden,  der  noch  keine  Funk- 
tionentheorie kennt,  erwünscht.  Außerdem  dürfte  es  auch  im 
Hinblicke  auf  die  Anwendungen  auf  Probleme  der  Mechanik 
und  Physik  gerechtfertigt  sein,  daß  die  reelle  Theorie  für  sich 
entwickelt  wird. 

Es  erschien  ferner  erwünscht,  auch  die  auf  die  Anwendung 
der  infinitesimalen  Transformationen  beruhenden  Lieschen  In- 
tegrationsmethoden heranzuziehen,  da  sie  an  theoretischer 
Wichtigkeit  mit  den  Methoden,  die  sich  an  die  Multiplika- 
toren anschließen,  mindestens  auf  gleicher  Stufe  stehen,  prak- 
tisch aber  ihnen  überlegen  sind.  Ansätze  dazu  fanden  sich 
schon  in  der  zweiten  Auflage,  und  die  neue  Bearbeitung  ent- 
wickelt diese  Theorien  soweit,  als  über  den  Begriff  der  ein- 
gliedrigen Gruppe  nicht  hinausgegangen  zu  werden  braucht. 
Da  aber  hierbei  die  Fülle  des  Stoffes  zu  einer  knappen  Dar- 
stellung nötigte,  ist  dafür  Sorge  getragen  worden,  daß  die 
Nummern,  die  von  den  Lieschen  Methoden  handeln,  beiseite 
gelassen  werden  können. 

Im  übrigen  darf  wohl  ein  Fortschritt  auch  darin  erblickt 
werden,  daß  die  neue  Bearbeitung  großes  Gewicht  auf  schär- 
fere Definitionen  der  Begriffe  legt,  so  z.  B.  des  Begriffes  der 
singulären  Lösungen,  der  auf  den  Begriff  singulärer  Elemente 
{x,  y,  y)  usw.  zurückgeführt  wird.  Ferner  ist  mehreres  neu 
aufgenommen  worden,  so  die  Cauchysche  Darstellung  der  In- 
tegration eines  d'Alembertschen  Systems  im  allgemeinen  Falle, 
die  Integration  vollständiger  Systeme  und  im  Anschlüsse  hieran 
auch  der  Jacobische  Multiplikator  mit  dem  Prinzipe  des  letzten 


IV  Vorwort. 

Multiplikators.  Die  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  wird  jetzt  auch  nach  der  Cauchyschen  Methode 
unter  grundsätzlicher  Benutzung  des  Lieschen  Begriffes  der 
charakteristischen  Streifen  dargestellt,  und  ferner  wird,  wenn 
auch  nur  kurz,  auf  die  Mongeschen  Differentialgleichungen  ein- 
gegangen. 

Die  Reihenfolge  des  Stoffes  ist,  wie  es  übrigens  in  der 
Natur  der  Sache  liegt,  im  wesentlichen  die  alte  geblieben.  An 
den  Anfang  wurde  aber  ein  orientierendes  Kapitel  über  die 
verschiedenen  Arten  von  Differentialgleichungen  gesetzt.  Die 
Anzahl  der  Beispiele  ist  größer  geworden,  allerdings  immer 
noch  nicht  so  groß,  wie  es  eigentlich  zu  wünschen  wäre.  Fast 
aUe  in  der  zweiten  Auflage  enthaltenen  Beispiele  kehren  wieder, 
zum  Teil  an  anderen  Stellen,  wo  sie  besser  am  Platze  sind. 

Da  das  Buch  nicht  gar  zu  stark  werden  sollte,  mußte 
vom  früheren  Inhalte  etwas  geopfert  werden.  Ich  habe  in  der 
Hauptsache  nur  einige  Ausführungen  über  die  Berechnung  be- 
stimmter Integrale  und  die  Summatiou  einer  unendlichen  Reihe 
mittels  einer  Differentialgleichung  fortgelassen,  die  in  der  Tat 
einen  nur  episodenhaften  Charakter  hatten,  und  außerdem  die 
Betrachtungen  über  partielle  Differentialgleichungen  höherer 
Ordnung.  Dies  glaube  ich  wohl  verantworten  zu  können  in 
der  Erwägung,  daß  z.  B.  die  neugebracbte  Theorie  der  voll- 
ständigen Systeme  zunächst  viel  wichtiger  ist,  daß  ferner  die 
partieUeu  Differentialgleichungen  höherer  Ordnung  eigentlich 
den  Rahmen  eines  Lehrbuches  für  die  Studierenden  der  drei 
ersten  Semester  überschreiten,  und  daß  schließlich  auch  die- 
jenigen Entwicklungen,  die  bisher  darüber  gebracht  wurden, 
doch  immer  nur  Einzelheiten  gaben.  Den  von  Harnack  her- 
rührenden Anhang  „Zur  IntegTation  der  partiellen  Differential- 
gleichung in  der  Theorie  der  Funktionen  einer  komplexen  Ver- 
änderlichen" durfte  ich  fortlassen,  da  er  sich  im  wesentlichen 
mit  seiner  Abhandlung  „Anwendung  der  Fourierschen  Reihe 
auf  die  Theorie  der  Funktionen  einer  komplexen  Veränder- 
lichen'' im  21.  Bande  der  Mathematischen  Annalen,  S.  305 — 326, 
deckt  und  daher  allgemein  zugänglich  ist. 

Auch  das  letzte  Kapitel,  dem  jetzt  übrigens  eine  be- 
scheidenere Überschrift  gegeben  worden  ist,  erfuhr  eine  Um- 
arbeitung, hat  aber  den  Inhalt  in  demselben  Umfange  wie 
früher  behalten.  Die  zweite  Aullage  ließ  hier  die  Definition 
der  Extremwerte  von  Integralen  vermissen,  die  jetzt  gebracht 
wird.  Um  dabei  Schwierigkeiten  zu  umgehen,  die  sich  bei 
den  Integralen  mit  veränderlichen  Grenzen  ergeben,  wurden 
solche  Integrale  mittels  geeigneter  Substitutionen  in  Integrale 
mit  festen  Grenzen  verwandelt. 


Vorwort.  V 

Man  wird  vielleicht  zweifeln,  ob  das  Buch  nun  noch  als 
Serretsch.es  bezeichnet  werden  darf.  Da  aber  der  alte  Text 
auch  der  neuen  Bearbeitung  als  Leitfaden  diente,  wobei  aus 
ihm  fast  alle  Beispiele  übernommen  wurden,  und  da  dieser 
Band  —  wie  ich  hoffe  —  mit  den  beiden  ersten  einheitlich 
zusammenhängt,  dürfte  es  dem  Buche  doch  wohl  gestattet  sein, 
den  alten  Autornamen  als  Ehrenschild  weiterzuführen. 

Wie  im  ersten  und  zweiten  Bande  habe  ich  auch  in 
diesem  dritten  alle  Figuren  neu  gezeichnet  und  photomecha- 
nisch  übertragen  lassen.  Ein  ausführliches  alphabetisches  Sach- 
register ist  auch  dieses  Mal  beigegeben. 

Dies  Vorwort  ist  schon  lang  genug,  so  daß  ich  auf  die 
Mängel  meiner  neuen  Bearbeitung,  soweit  sie  mir  zu  Bewußt- 
sein gekommen  sind,  hier  nicht  auch  noch  eingehen  will.  Immer- 
hin bitte  ich  wie  im  Vorworte  zum  zweiten  Bande,  darauf 
Rücksicht  nehmen  zu  wollen,  daß  ich  versucht  habe,  mich  so- 
weit möglich  an  die  bisherigen  Bearbeitungen  anzuschließen. 
Man  wolle  also  dies  Buch  nicht  an  sich,  sondern  in  Ver- 
gleichung  mit  seinen  früheren  Auflagen  beurteilen.  Auf  zwei 
Punkte  muß  aber  doch  mit  Rücksicht  auf  Äußerungen  in  Rezen- 
sionen eingegangen  werden:  Weshalb  die  in  der  zweiten  Auflage 
am  Schlüsse  hinzugefügten  literarischen  Hinweise  fortgelassen 
worden  sind,  wurde  von  mir  schon  früher  begründet,  aber  in 
Besprechungen  des  Werkes  beanstandet.  Deshalb  sei  bemerkt, 
daß  auch  deshalb  darauf  verzichtet  werden  mußte,  weil  die 
Bände  sonst  noch  umfangreicher  geworden  wären;  mau  möge 
bedenken,  daß  es  nicht  geringe  Schwierigkeiten  machte,  trotz 
der  Einschaltung  vieler  neuer  Din^e  den  alten  Umfano-  einicfer- 
maßen  beizubehalten.  Ferner  hoffte  ich  seinerzeit,  dem  dritten 
Bande  geschichtliche  Nachweise  hinzufügen  zu  können.  Aber 
das  hätte  eine  bedeutende  weitere  Verzögerung  der  Ausgabe 
dieses  Bandes  zur  Folge  gehabt,  die  ich  im  Hinblicke  darauf, 
daß  die  zweite  Auflage  längst  vergriffen  ist,  nicht  verantworten 
konnte. 

Schließlich  erwähne  ich  noch  dankbar  das  mir  immer  ge- 
zeigte Entgegenkommen  des  Verlagshauses  und  die  treue,  un- 
auffällige und  selbstlose  Kleinarbeit,  die  darin  liegt,  daß  mein 
werter  Freund  und  Kollege  Dingelcley  in  Darnistadt  auch  dieses 
Mal  eine  Korrektur  mit  gelesen  hat. 

Steglitz,  im  April  1909. 

Georg  Scheffers 
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Erstes  Kapitel. 
Übersicht  über  die  Arten  von  Differentialgleichungen. 


§  1.  Gewöhnliche  Differentialgleichungen. 

661.  G-ewöhnliche  Differentialgleichung  7'^"'  Ord- 
nung. Die  Grundaufgabe  der  Integralreclinung,  die  nach 
Nr.  399  darin  besteht,  eine  solche  Funktion  y  von  einer  Ver- 
änderlichen X  zu  ermitteln,  deren  erste  Ableitung  y'  eine  ge- 
gebene Funktion  von  x  ist,  kann  so  verallgemeinert  werden: 

Es  soll  eine  solche  Funktion  y  von  x  ermittelt  werden, 
deren  r*®  Ableitung  ^/^'^  eine  gegebene  Funktion  von  x,  von  y 
und  von  den  r  —  1  Ableitungen  niedrigerer  Ordnung  y,  y",  .  .  . 
y^''-'^^  ist: 

(1)  y^'-^  =  f{x,y,y',...y^'-')). 

Wenn    die   Bedingungsgleichung   nicht    gerade   in    dieser  nach 
2/^'')  aufgelösten  Form  vorliegt,  hat  sie  die  allgemeinere  Gestalt: 

(2)  F{x,y,y',...y^'-))  =  0. 

Sie    heißt    nach    Nr.  88    eine   geivöhnliche    Differentialgleichung 
^.ter  Ordnung,  vorausgesetzt,  daß  sie  wirklich  y^'''>  enthält. 

Eine  Funktion  y  =  (p{x),  die  der  Gleichung  (2)  Genüge 
leistet,  wie  auch  die  unabhängige  Veränderliche  x  in  einem 
gewissen  Intervalle  gewählt  sein  mag,  wird  eine  Lösung  der 
Differentialgleichung  genannt.  Die  vorgelegte  Differentialglei- 
chung r^"''  Ordnung  vollständig  integrieren  heißt,  alle  ihre 
Lösungen  berechnen.  Bei  der  oberflächlichen  Übersicht,  die 
wir  in  diesem  ersten  Kapitel  geben,  wollen  wir  noch  gar  nicht 
auf  diejenigen  Voraussetzungen  eingehen,  die  in  bezug  auf  die 
Stetigkeit  und  Differeuzierbarkeit  der  auftretenden  Funktionen 
zu   machen   sind,   vielmehr  annehmen,   daß   alle   in   der  Folge 
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auszuführenden  Operationen  des  Eliminierens,  Substituierens 
und  Differenzierens  gestattet  seien. 

Aus  der  Gleichung  (2)  ergibt  sich  durch  vollständige 
Differentiation  nach  x,  weil  y  eine  Funktion  von  x  sein  soll: 

Wenn  die  linke  Seite  der  Gleichung  (2)  nicht  frei  von  y"'^  ist^ 
muß  cF:  dy'^''^  =\=0  sein,  so  daß  also  ^(''  +  i)  in  (3)  gewiß  nicht 
fehlt.  Die  Gleichung  (3)  stellt  also  eine  solche  gewöhnliche 
Differentialgleichung  {r  +  1)***''  Ordnung  vor,  die  von  allen 
Lösungen  y  der  vorgelegten  Differentialgleichung  r^"""  Ordnung 
(2)  befriedigt  wird.  Sie  kann  abermals  vollständig  nach  x 
differenziert  werden.  Dadurch  ergibt  sich  eine  gewöhnliche 
Differentialgleichung  {r-{-2y'"'  Ordnung,  die  ebenfalls  von  allen 
Lösungen  y  der  vorgelegten  Gleichung  (2)  erfüllt  wird,  usw. 
Weil  die  hervorgehenden  Gleichungen  nach  y^'''^^\  y^''^^\  ■  •  • 
aufgelöst  werden  können,  ist  infolge  der  vorgelegten  Gleichung 
(2)  jede  Ableitung  von  y  von  der  (r  +  1)*''''  Ordnung  au  eine 
bekannte  Funktion  von  x,  y  und  den  niedrigeren  Ableitungen, 
und  weil  die  Gleichung  (2)  selbst  die  Ableitung  r**"'  Ordnung 
als  Funktion  von  x,  y,  y,  ■  .  ■  y''''~^^  definiert,  sind  mithin  alle 
Ableitungen  der  gesuchten  Funktion  y  von  der  r^'''^  Ordnung 
an  vorgeschriebene  Funktionen  von  x,  y,  y,  ...  ^^'""^^ 

Man  sagt,  daß  die  durch  beliebig  oft  wiederholte  voll- 
ständige Differentiation  der  gegebenen  Differentialgleichung 
(2)  gewonnenen  Gleichungen  (3)  usw.,  sowie  diejenigen  Glei- 
chungen, die  sich  weiterhin  durch  Elimination  und  Substitution 
aus  ihnen  ergeben,  Folgen  der  Gleichung  (2)  seien.  Das  Wort 
Folge  wird  hierbei  in  weiterem  Sinne  als  in  Nr.  79  gebraucht, 
wo  wir  nur  Eliminationen  und  Substitutionen,  aber  keine 
Differentiationen  anwandten. 

662.  System  i**'''^  Ordnung  von  gewöhnlichen  Dif- 
ferentialgleichungen. Werden  m  noch  unbekannte  Funk- 
tionen von  x  mit  y^,  y2y  •  •  •  t/m  bezeichnet,  so  kann  mau  sich 
die  Aufgabe  stellen,  diese  Funktionen  so  zu  bestimmen,  daß 
sie  einem  vorgeschriebenen  Systeme  von  Gleichungen  zwischen 
den    Größen    x,    y^,   y^,    .  .  .,   y^    und    den    Ableitungen    von 
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Viy  y%j  •  •  •?  ^77»  ^^^  ^^^  denen  von  der  >**™  Ordnung  genügen. 
Ein  solches  Gleichungen  System  bestehe  etwa  aus  den  s  Glei- 
chungen : 

(1)  F,{x,y„...y^,   tj,',...ij;„  ...  y['-\.-.y'i^J)-0 

(i=l,  2,...s). 

Es  heißt  ein  System  r*^''  Ordnung  von  gewöhnlichen  Differential- 
gleichungen, sobald  wenigstens  eine  der  m  Ableitungen  r*®*"  Ord- 
nung y[''\  . . .  y[^[^  wirklich  in  ihm  vorkommt.  Ein  System  von 
Lösungen  dieses  Systems  (1)  heißt  jedes  solche  System  von 
Funktionen  y^  =  (pi{x),  .  .  .y^  =  (p^{x),  durch  dessen  Sub- 
stitution alle  Gleichungen  (1)  befriedigt  werden,  wenn  x 
innerhalb  eines  Intervalles  willkürlich  bleibt.  Das  System  (1) 
vollständig  integrieren  heißt,  alle  vorhandenen  Systeme  von 
Lösungen  ermitteln. 

Wie  bei  einer  einzigen  gewöhnlichen  Diflferentialgleichung 
gelangt  man  auch  bei  dem  Systeme  (1)  durch  beliebig  oft 
wiederholte  vollständige  Differentiation  nach  x  zu  Differential- 
gleichungen höherer  Ordnung,  denen  alle  Lösungensysteme  von 
(1)  genügen  imd  die  man  daher  Folgen  des  Systems  (1)  nennt. 

Häufig  werden  Systeme  (1)  ausdrücklich  als  Systeme  von 
gleichseitigen  oder  simidtanen  Differentialgleichungen  bezeichnet. 
Jedoch  dürfte  es  meistens  überflüssig  sein,  den  Umstand  be- 
sonders zu  betonen,  daß  alle  Gleichungen  des  Systems  zu- 
sammen gelten  sollen. 

663.  Zurückführungf  eines  Systems  von  gewöhn- 
lichen Differentialgleichungen  auf  ein  System  erster 
Ordnung.  Ein  Verfahren,  das  wir  schon  in  Nr.  88  angedeutet 
haben,  gestattet  die  Verwandlung  eines  Systems  höherer  Ord- 
nung in  eines  von  der  ersten  Ordnung. 

Liegt  nämlich  zunächst  nur  eine  gewöhnliche  Differential- 
gleichung r**^'  Ordnung  wie  in  Nr.  661  vor: 

(1)  F{x,y,y,...y^'-))  =  0, 

so  sind  mit  y  auch  die  Ableitungen  y,  y",  .  .  .  i/^' ""^^  unbekannte 
Funktionen  von  x,  und  wir  können  sie  mit  3^,  z^,  .  .  ■  ^r-x 
bezeichnen: 

(2)  y'-^x,   y"-^i,  ■■■  y^'-'^-^r-i- 

1*    [66^,663 
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Alsdann  ist: 

(3)  y'=S!i,       h=^il       h    =  hj    ■  ■  ■    K~2^  ^r-l- 

Außerdem  ergibt  sich  wegen  der  letzten  Gleichung  (2): 

(4)  y^'-^  =  K-v 

Wenn  wir  nun   für  y',  y",  .  .  .  y^''^   die  Werte   (2)   und   (4)   in 
(1)  substituieren,  so  geht  hervor: 

Fügen    wir  hierzu   die  r  —  1    Gleichungen   (3),   so   besagt   das 
hervorgehende  System  von  r  Gleichungen: 

{F{x,  y,  ^i,...^^_i,  5r;_i)  =  0, 

^1      =    Za, 


(5) 


^,-2  ==  ^r. 


für  die  Funktion  y  von  x  genau  dasselbe  wie  die  vorgelegte 
Differentialgleichung  (1).  Denn  nach  der  zweiten  Gleichung 
(5)  bedeutet  z-^  die  erste  Ableitung  von  y,  nach  der  dritten 
also  ^2  die  zweite  Ableitung  von  y  usw.,  schließlich  nach  der 
letzten  Zj._^  die  {r  —  1)'"  Ableitung  von  y,  so  daß  0^'_^  die 
Ableitung  i/^''^  sein  muß  und  folglich  die  erste  Gleichung  (5) 
nichts  anderes  als  die  vorgelegte  Differentialgleichung  (1)  vor- 
stellt. 

In  (5)  liegt  nun  aber  nach  Nr.  662  ein  System  erster  Ord- 
nung von  r  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  mit  den  r 
unbekannten  Funktionen  y,  z^,  z^,  .  .  .  z^._^  von  x  vor.  Be- 
deutet nun: 

y  =  (p(x),       Z^  =  i^,{x),       Z.2  =  t2(^),    ...    ^r-l  =  tr-l(^) 

irgend  ein  System  Lösungen  von  (5),  so  ist  wegen  der  r  —  1 
letzten  Gleichungen  (5): 

ti(x)  =  (p'{x),     j^.,(a;)  =  (p"ix),  .  .  .  tr-ii^)  =  (p^''~^K^) 

und  y  =  q)(x)  folglich  wegen  der  ersten  Gleichung  (5)  eine 
Lösung  von  (1).  Umgekehrt:  Bedeutet  y  =-  q){x)  irgend  eine 
663] 
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Lösung  von  (1),  so  ist: 

y  =  ff{x),  z^  =  (p'[x),  ^2  =  ^"(^),  ■  •  ■  ^r-i  =  fp^''~'^^(oc) 
ein  System  Lösungen  von  (5).  Man  sagt  deshalb,  daß  die 
Differentialgleichung  (1)  durch  das  System  (5)  ersetzt  werden 
kann,  ebenso  umgekehrt  das  System  (5)  durch  die  Differential- 
gleichung (1).  Man  braucht  dafür  auch  das  Wort:  Äquivalenz, 
indem  man  sich  so  ausdrückt: 

Satz  1:  Jede  geivölmliche  Differentialgleichung  r^''  Ordnung 
mit  einer  unbekannten  Funktion  ist  äquivalent  einem  gewissen 
Systeme  erster  Ordnung  von  r  gewohnlichen  Differentialgleichungen 
mit  r  unbekannten  Funktionen. 

Dasselbe  Verfahren  läßt  sich  nun  auch  dann  anwenden, 
wenn  ein  System  höherer  Ordnung  von  gewöhnlichen  Differen- 
tialgleichungen vorliegt.  Ist  nämlich  wie  in  Nr.  662  ein 
System  r*®'  Ordnung: 

(6)         F,{x,  y„...  y,,^,  y,',  .  .  .  2/^,  •  •  •  y['\  ■  ■  ■  y^O  =  0 

{i  =  1,  2,  ...  5) 

gegeben,  so  führen  wir  für  alle  hierin  vorkommenden  Ablei- 
tungen der  unbekannten  Funktionen,  abgesehen  immer  von  der 
Ableitung  höchster  Ordnung,  in  der  die  betreffende  Funktion  auf- 
tritt, neue  Bezeichnungen  ein  und  fügen  alsdann  zu  dem  Sy- 
steme entsprechend  den  Gleichungen  (3)  noch  eine  Reihe  von 
Gleichungen  hinzu.  Liegt  z.  B.  ein  System  von  nur  zwei 
Differentialgleichungen  mit  zwei  unbekannten  Funktionen  y^ 
und  y.^  von  x  vor,  in  dem  die  höchste  Ordnung  der  vor- 
kommenden Ableitungen  von  y^  bzw.  y^  die  r*®  und  w*®  ist: 

'Fx{x,  yi,  yx, ■  ■  ■  yt-'\  yi'\  y^,  y^, ■  ■  ■  y^'-'\  ^^"0  =  o. 


^  ^    \F,{x,  y„  y,',  . . .  y^(-^\  y^\  y„  y,',  . . .  y^r'^  Z/|'")  =  0, 


so  setzen  wir: 


so  daß: 


yi  =^i> 

i/l     =  ^2,  ■ 

■  •yr'^  =  ^r-x, 

y^=^h, 

y."==u^, . 

■■y'^-'^  =  Un-x, 

yi=^i, 

^\  =  h,  ■  ■ 

•  ^r-2  =  ^r-l) 

y^'-^h, 

?(/==  u^,  .  . 

■•<_2=W„_, 
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wird,  und  erhalten  an  Stelle  des  Systems  (7): 

^l(^;    Vx,   ^x,---^r-lJ   K-XJ   y^J   Ml;---W„_i,   <_i)  =  0, 
F^i^,  Vx,  hy-^r-xj  K-x,  Ih,  ^<i;  •••«*«-!,  <-i)  =  0, 

2/l    =  ^Xf        ^1    =  ^2;        •   ■   •        ^r-2  ==  ^r-X} 
2/2    =  Wj  ,       Wj^  =  Wg  >        •  ■  •       W„  _  2  =  «*„  _  1  • 

Dies  System  von  r  -\-  n  Gleichungen  enthält  außer  x  die 
r  +  w  unbekannten  Funktionen  y^,  z^,  .  .  .  z^_^,  y^,  u^,  .  .  .  u„_x 
von  X  nebst  ihren  Ableitungen  erster  Ordnung,  ist  also  ein 
System  erster  Ordnung  von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen. 
Die  vollständige  Integration  von  (8)  zieht  die  von  (7) 
nach  sich  und  umgekehrt;  beide  Systeme  nennt  man  deshalb 
äquivalent. 

Allgemein  ergibt  sich  überhaupt: 

Satz  2:  Jedes  System  höherer  Ordnung  von  gewöhnlichen 
Differentialgleichungen  ist  einem  gewissen  Systeme  erster  Ord- 
nung äquivalent,  hei  dem  allerdings  die  Anzahl  der  Gleichungen 
und  die  Anzahl  der  unbekannten  Funktionen  größer  ist. 

1.  Beispiel:  Es  liege  eine  solche  gewöhnliche  Differential- 
gleichung ztveiter  Ordnung: 

(9)  y"  =  (f  {a:,  y) 

vor,  in  der  die  unbekannte  Funktion  y  selbst  nicht  auftritt. 
Wir  führen  die  neue  unbekannte  Funktion  z  ^  y  ein  und  er- 
halten das  äquivalente  System  erster  Ordnung  mit  zwei  un- 
bekannten Funktionen  y  und  z\ 

(10)  z'=ff{x,z),    y'==z. 
7i.  B.  sei: 

(11)  /'--¥ 

die  gegebene  Gleichung  (9).     Dann  ist: 
z  = ■,     y  =  z 

das  äquivalente  System  (10).  Es  ist  übrigens  leicht,  dies 
System  vollständig  zu  integrieren,  denn  seine  erste  Gleichung 
gibt: 

-1 —  = ,     d.  h.     In  ^'  =  ~  2  In  a;  -r  konst. 

dx  X  ' 
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oder. 


Ä 

X- 


wo  A  eine  beliebige  Konstante  vorstellt.  Da  nun  y  ^=  z  ist, 
90  folgt  weiter: 

y^jsdx  =J  ^dx  =  -  ^  ^B, 

wo  B  eine   beliebige   Konstante   bedeutet.      Hiermit    sind    alle 
Lösungen  y  der  Differentialgleichung  (11)  gefunden. 
2.  Beispiel:    Es  ist: 

(12)  y^'  +  2/2"  =  2x,      y^  -  y,'  =  0 

ein  System  sice'iter  Ordnung  mit  zwei  unbekannten  Funktionen 
y^  und  ^2  "^on  x.  Wir  führen  für  y^  und  y^  neue  Bezeich- 
nungen z  und  u  ein  und  erhalten  das  äquivalente  System  erster 
Ordnung  mit  vier  unbekannten  Funktionen  y^,  y.^,  z  und  u\ 

(13)  /-f  w'=2j;,     z  —  ?f  =  0,     yi=z,     y.2=u. 

Die  zweite  Gleichung  (18)  ist  frei  von  Ableitungen  und  besagt 
einfach,  daß  n  dieselbe  Funktion  wie  z  bedeutet,  so  daß  ver- 
bleibt: 

(14)  z=x,    y^  =  z,    y^'=z. 

Dies  ist  ein  System  erster  Ordnung  mit  nur  noch  drei  un- 
bekannten Funktionen  y^,  y^  und  z.  Nach  der  ersten  Glei- 
chung wird: 

Z  =J  Xdx  =  Y^^  +  ^; 

wobei  Ä  eine  willkürliche  Konstante  vorstellt.  Die  zweite 
Gleichung  (14)  liefert  weiter: 

y^  =Jldx  =ßjkx^  +  Ä)dx  =  -lx^  -{-  Ax  -\-  B 
und  die  dritte  entsprechend: 

Vi  =  i^^  +  Ax  -{-C. 
Auch  B  und  C  sind  willkürliche  Konstanten.  Hiermit  ist  das 
vorgelegte  System  (12)  vollständig  integriert.  Man  möge  sich 
durch  Einsetzen  der  für  y^  und  1/.,  gefundenen  Funktionen  in 
die  Gleichungen  (12)  überzeugen,  daß  das  System  (12)  durch 
diese  Funktionen  befriedigt  wird,  wie  auch  immer  die  Kon- 
stanten A,  B,  C   gewählt  seien. 
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664.  Reduktion  der  Systeme  erster  Ordnung  von 
gewöhnlichen  Differentialgleichungen.  Nach  den  Sätzen 
der  letzten  Nummer  läßt  sich  jedes  System  höherer  Ordnung 
von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  auf  ein  System  erster 
Ordnung  zurückführen,  so  daß  wir  annehmen  dürfen,  es  liege 
nur  noch  ein  System  erster  Ordnung  vor.  Es  bestehe  ans  s 
Gleichungen  und  enthalte  m  unbekannte  Funktionen  y^,y^,  •  ■•  Vm 
von  x: 

(1)  F.  {x,  y„  y„...  y„„  y,',  y,', . . .  y„;)  =  0 

Wie  in  §  1,  4.  Kapitel  des  1.  Bandes,  wollen  wir  nun  dieses 
Gleichungensystem  Schritt  für  Schritt  nach  in  ihm  vorkommen- 
den Ableitungen  y'  auflösen,  wobei  wir  uns  gar  nicht  darum 
kümmern,  daß  die  y'  Ableitungen  der  y  sein  sollen.  Viel- 
mehr betrachten  wir  die  s  Gleichungen  (1)  nur  als  ein  solches 
System  von  Gleichungen,  durch  das  insgesamt  2 m  +  1  Ver- 
änderliche X,  y^,  ...  ?/„j,  y^',  .  .  .  y^  miteinander  verknüpft 
werden.  Gerade  so  wie  in  Nr.  79  möge  sich  durch  schritt- 
weise Auflösung  und  Substitution  der  Auflösungen  in  die 
jeweils  noch  übrig  gebliebenen  Gleichungen  nach  der  Reihe 
ergeben : 

f  Vi    -<Pli^,   l/l,  ■  ■  •  Vm,    ^2';    Ik,    Vi,"-  y,n), 
V2    =  ^2  (^.   !/l,  •  •  •  y,n,    VZ,    Vi,  ■  ■      Vm), 

^^^  Vs  =  ^3 {^,  Vi,--- y,n,  Vi, ■  •  •  y,n)> 


[  !/»'=  ffni^^   Vi,---  y,n,    !/„'  +  n  •   •  •  ym)- 

Hierbei  ist  die  Anzahl  n,  höchstens  gleich  m,  und  wir  wollen 
annehmen,  daß  weiterhin  keine  Auflösungen  nach  den  Größen 
y  möglich  seien,  d.  h.  daß  die  Substitution  der  Werte  (2)  in 
alle  noch  nicht  benutzten  Gleichungen  (1)  nur  noch  solche 
Gleichungen  liefere,  die  von  allen  y  frei  sind.  Es  seien  dies 
die  V  Gleichungen: 

(3)  t,{x,yu---y.n)  =  ^       (Ä-  =  i,2,...t.). 

Das    vorgelegte   System   (1)    ist    hierdurch    auf   die   Form   der 

n  +  V  Gleichungen  (2)  und  (3)  gebracht  worden. 

664] 


§  1.     Gewöhnliche  Differentialgleichungen.  9 

Unter  den  Gleichungen  (3)  können  unverträgliche  vor- 
handen sein  (vgl.  Nr.  79).  Dann  leidet  das  gegebene  System 
(1)  an  einem  inneren  Widerspruche  und  ist  sinnlos.  Hierzu 
gehört  auch  die  Möglichkeit,  daß  sich  insbesondere  eine  Glei- 
chung X  =  konst.  ergibt,  die  der  Voraussetzung  widerspricht, 
daß  X  die  unabhängige  Veränderliche  ist.  Wir  nehmen  an,  daß 
keine  Widersprüche  in  den  Gleichungen  (3)  vorkommen. 

Es  kann  sein,  daß  sich  gar  keine  Gleichungen  (3)  er- 
geben. Treten  aber  solche  auf,  so  werden  sie  nach  einigen 
der  y  auflösbar  sein  (nach  dem  in  Nr.  79  durchgeführten  Ver- 
fahren). Sind  sie  z.  B.  nach  y^,  y^,  . . .  ?/,^  auflösbar,  so  stellen 
sich  diese  Größen  als  helannte  Funktionen  von  x  und  den 
übrigen  Größen  y  dar.  Indem  wir  sie  vollständig  nach  x  dif- 
ferenzieren, werden  auch  yj,  yj,  ■  ■  ■  yj  bekannte  Funktionen 
von  X  und  den  übrigen  Größen  y  und  ihren  Ableitungen. 
Setzen  wir  dann  die  so  gefundenen  Funktionen  für  y^,  y^,  ■  ■  •  Vu 
und  y^,  yj,  .  .  .yj  in  das  vorgelegte  System  (1)  ein,  so  wird 
es  frei  von  y^^,  y^,  .  .  .  y^^  und  ihren  Ableitungen,  d.  h.  es  wird 
vereinfacht. 

Das  so  gewonnene  einfachere  System  behandeln  wir 
nun  nach  derselben  Methode  wie  vorhin  das  System  (1),  d.  h. 
wir  stellen  fest,  ob  es  wiederum  Gleichungen  enthält,  die 
wie  die  Gleichungen  (3)  frei  von  Ableitungen  sind.  Ist  dies 
der  FaU,  so  wird  eine  abermalige  Vereinfachung  möglich  usw. 
Schließlich  aber  muß  doch  einmal,  wenn  nicht  überhaupt  alle 
Gleichungen  des  gegebenen  Systems  (1)  von  Ableitungen  gänz- 
lich frei  sind,  dies  Verfahren  ein  Ende  nehmen.  Alsdann  bleibt 
ein  System  übrig,  das  wie  das  vorgelegte  System  (1)  be- 
schaffen ist,  aber  weniger  Gleichungen  und  weniger  unbekannte 
Funktionen  enthält.  Wenn  wir  nun  dies  System  gerade  so 
wie  das  System  (1)  behandeln,  ergeben  sich  mithin  zwar  Glei- 
chungen analog  den  Gleichungen  (2),  jedoch  gar  keine  analog 
den  Gleichungen  (3). 

Ist  das  zuletzt  hervorgehende  System  vollständig  inte- 
griert, so  gilt  dasselbe  vom  gegebenen  Systeme  (1),  denn  alle 
diejenigen  Funktionen  y,  die  in  dem  vereinfachten  Systeme 
nicht  mehr  vorkommen,  sind  ja  bekannte  Funktionen  der 
übrigen  y  und  der  unabhängigen  Veränderlichen  x. 

[664 


10     Kap.  I.    Übersicht  über  die  Arten  von  Differentialgleichungen. 

665.  Normalform  eines  Systems  von  gewöhnlichen 
DifTerentialgleichungen.  Wir  haben  soeben  gesehen^  daß 
jedes  System  von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  durch 
Elimination ;  Differentiation  und  Substitution  auf  ein  System 
zurückgeführt  werden  kann,  das  nur  Gleichungen  von  der 
Form  (2)  der  letzten  Nummer  enthält.  Mithin  betrachten  wir 
weiterhin  nur  noch  ein  solches  System.  Wenn  wir  den  letzten 
Wert  y„' =  (p„  in  die  n — 1  ersten  Gleichungen  einsetzen^  als- 
dann den  für  ?/^_j  aus  der  (n  —  1)'^''  Gleichung  hervorgehen- 
den Wert  in  die  n  —  2  ersten  Gleichungen  usw.,  so  nimmt 
das  System  die  folgende  Form  an: 


(1) 


y^'  =  Z2 (^, 2/i; •  •  •  Vm,  y'n+u--- y^) . 


i yü-ini.^, yx,'-- ym,  y!,+i, ■  ■  •  ym), 

wobei  n  ^  in  ist.    Die  liriks  stehenden  Ableitungen  y^,  y,^,  ■  •  ■  y^ 
treten  recJits  gar  nicht  auf. 

Betrachten  wir  zunächst  den  Fall  n  ==  m.  In  ihm  treten 
auch  y',  +  1,  ■  ■  ■  y,n'  ^^f  t^6^  rechten  Seite  nicht  mehr  auf,  so 
daß  das  System  die  Gestalt  hat: 

iyi=fi(^,  yi,--  -yn), 
y^-Ui.^,  yi,---yn)r 


(2) 


yn=fn{^,  yi^---yn)- 

Dies  System  hat  folgende  charakteristische  Eigenschaften: 
Es  enthält  gerade  so  viele  imhekannte  FunMionen  y^,  .  .  .  ?/„  als 
Gleichungen  und  ist  nach  den  Ableitungen  y^,  .  .  .  y^  der  un- 
kannten  Funktionen  aufgelöst.  Ein  solches  System  nemien  wir 
die  Normalform  eines  Systems  von  gewöhnlichen  Differential- 
gleichungen. Auch  im  Falle  n  <C  m  gelangen  wir  schließlich 
zu  einem  Systeme  mit  denselben  charakteristischen  Eigen- 
schaften, wie  jetzt  gezeigt  werden  soll: 

Im  Falle  n  <  tu  werden  durch  die  Gleichungen  (1)  zwar 
den  n  Funktionen  yi,  y2,  ■  ■  ■  y»  Bedingungen  auferlegt,  den 
übrigen  m  —  n  Funktionen  y^^i,  ■  ■  .  y„,  jedoch  nicht.  Wenn 
in  (1)  für  y^^i,  .  .  .  y,^  irgendtvelche  differenzier  bare  Funktionen 
665] 


§  1.     Gewöhnliche  Differentialgleichungen.  11 

von  X  eingesetzt  werden,  so  kommen  auf  der  rechten  Seite 
außer  x  nur  noch  Vi,  y^,  •  ■  ■  y,i  '^or,  d.  h.  das  System  (1)  nimmt, 
alsdann  die  Form  (2)  an.  Hierbei  ist  hinzuzufügen:  Wir  werden 
im  zweiten  Kapitel  sehen,  daß  das  System  (2)  unter  gewissen 
Voraussetzungen  über  Stetigkeit  und  Differenzierbarkeit  der 
vorkommenden  Funktionen  stets  Systeme  von  Lösungen  hat, 
und  deshalb  gilt  dies  auch  vom  Systeme  (1),  sobald  wir  darin 
für  y^  +  ij  •  ■  ■  Vn  willkürliche  dififerenzierbare  Funktionen  von  x 
setzen,  die  nur  gewissen  Beschränkungen  hinsichtlich  der 
Stetigkeit  zu  unterwerfen  sind,  auf  die  wir  hier  nicht  ein- 
gehen wollen. 

Das  Ergebnis  der  drei  letzten  Nummern  läßt  sich  jetzt  in 
dem  Satze  zusammenfassen: 

Satz  3:  Die  Aufgabe,  ein  vorgelegtes  System  von  gewöhn- 
licJwn  Differentialgleichungen  zu  integrieren ,  läßt  sich  mittels 
Elimination,  Substitution  und  Differentiation  auf  die  Aufgabe 
zurüclcführen,  ein  System  in  der  Normalform: 

yi-fii^,  yi,  y^i-  ■■yn), 

y^  =  f^{x,  i/i,  2/2;  ••  -yn), 


yn-L{^,  yu  y2,---yn) 

zu  integrieren,  d.  h.  ein  System  erster  Ordnung,  das  gerade  so 
viele  Gleichungen  wie  unbekannte  Funktionen  enthält  und  nach 
den  Ableitungen  der  unbekannten  Funktionen  aufgelöst  ist. 

666.  Geometrische  Deutung-  einer  gewöhnlichen 
Differentialgleichung  erster  Ordnung.  Im  einfachsten 
Falle  n  =  \  hat  das  System  in  der  Normalform  die  Gestalt: 

(1)  y'-f{x,y), 

also  die  Form  einer  einzigen  nach  y'  aufgelösten  gewöhnlicheyi 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  für  eine  unbekannte  Funk- 
tion y  von  X.  Deuten  wir  x  und  y  als  rechtwinklige  Koordi- 
naten in  der  Ebene,  so  wird  jede  Lösung  y  =  q){x)  der  Glei- 
chung (1)  durch  eine  Kurve  dargestellt.  Ist  t  der  Winkel, 
den  die  Tangente  der  Kurve  mit  der  positiven  it'-Achse  bildet 
(vgl.  Nr.  169),  so  sagt  die  Gleichung  (1)  aus: 

(2)  tgr=/-(^,i/), 
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d.  h.  eine  Kurve  y  =  (p{x)  ist  dann  und  nur  dann  das  geo- 
metrische Bild  einer  Lösung,  wenn  sie  in  jedem  ihrer  Punkte 
{x,  y)  die  durch  (2)  vorgeschriebene  Tangentenrichtung  hat. 
Ist  auch  von  vornherein  keine  Lösung  y  =  fp{x)  bekannt,  so 
läßt  sich  doch  auf  Grund  der  Gleichung  (2)  von  jedem  Punkte 
{x,  y)  aus  eine  Richtung  ziehen,  die  mit  der  positiven  a^-Achse 
den  vorgeschriebenen  Winkel  t  bildet,  denn  f(x,  y)  ist  eine 
gegebene  Funktion  von  x  und  y.  Durch  die  vorgelegte 
Differentialgleichung  (1)  ivird  demnach  jedem 
Pmikte  M  oder  (x,  y)  der  Ebene  eine  Rich- 
tung zugeordnet.  Siehe  Fig.  1.  Nennen  wir 
den  Inbegriff  eines  Punktes  und  einer  von 
ihm  ausgehenden  Richtung  ein  Linien- 
element, so  können  wir  sagen:  Die  Diffe- 
rentialgleichung (1)  ordnet  jedem  Punkte 
der  Ebene  ein  Linienelement  zu,  so  daß  sie 
eine  gewisse  Schar  von  Linienelementen  definiert.  Wir  sagen 
ferner,  daß  eine  Kurve  ein  bestimmtes  Linienelement  enthält,  oder 

daß  das  Element  der  Kurve  angeliört, 
f    wenn  die  Kurve  durch  den  Punkt  des 
Elements     geht     und     die     Tangente 
-p.    2  dieses  Punktes  dieselbe  Richtung  wie 

das  Element  hat.  Siehe  Fig.  2. 
Hiernach  wird  jede  Lösung  y  =  (p  [x)  der  Differential- 
gleichung (1)  in  der  a;?/- Ebene  durch  eine  Kurve  dargestellt, 
der  überall  nur  solche  Linienelemente  angehören,  die  in  der 
vermöge  der  Differentialgleichung  gegebenen  Schar  von  Linien- 
elementen enthalten  sind.  Das  Bild  einer  Lösung  y  =  q){pc), 
d.  h.  die  zugehörige  Kurve,  heißt  eine  Integralkurve  der  Diffe- 
rentialgleichung. 

Die  Integralkurven  der  Differentialgleichung  (1)  sind  dem- 
nach alle  die  Kurven,  deren  Linienelemente  sämtlich  zur  Schar 
derjenigen  Linienclemente  gehören,  die  durch  die  Differential- 
gleichung definiert  werden. 

Wir  können  auch  sagen:  Ein  beweglicher  Punkt  beschreibt 
eine  Integralkurve,  wenn  er  an  jeder  Stelle,  die  er  erreicht, 
gerade  diejenige  Fortschreitungsrichtung  hat,  die  durch  das 
der  Stelle  vermöge  (2)  zugeordnete  Linienelement  angegeben 
666] 
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wird.  Wenn  also  wie  in  Fig.  3  hinreichend  viele  Linien- 
elemente der  Differentialgleichung  konstruiert  worden  sind,  so 
kann  man  leicht  den  ungefähren  Verlauf  von  Integralkarveu 
feststellen,  indem  man  einen  Punkt 
derjenigen  stationären  Strömung  unter- 
wirft, die  von  den  Elementen  au- 
gedeutet wird.  Wir  entlehnen  hier 
der  Mechanik  ein  anschauliches  Bild 
und  fügen  nur  noch  hinzu,  daß  die 
Strömung  stationär  genannt  wird, 
weil  sie  an  jeder  Stelle  der  Ebene 
eine  zeitlich  unveränderliche  Richtung 
hat.  Im  allgemeinen  ist  dagegen  die 
Richtung  von  Ort  zu  Ort  eine  andere, 
scheinen  die  Integralkurven  als  Stromlinien. 

Beispiel:    Es  liege  die  Differentialgleichung 


Fig.  3. 


Bei  dieser  Deutung  er 


(3) 


y  =  - 


vor.  Das  Linienelement,  das  sie  einem  Punkte  M  oder  {x,  y) 
zuordnet,  für  das  also  tg  t  =  —  a; :  y  ist,  steht  augenscheinlich 
auf  dem  Radiusvektor  OM  von 
M  senkrecht,  da  der  Tangens  des 
Winkels,  den  OM  mit  der  ii;- Achse 
bildet,  gleich  y  :  x,  also  gleich 
—  ctg  r  ist.  Siehe  Fig.  4.  Ein 
Punkt  M  beschreibt  demnach  eine 
Integralkurve,  wenn  er  sich  stets 
senkrecht  zum  jeweiligen  Radius- 
vektor Oilf  bewegt.  Schon  hieraus 
schließt  man,  daß  die  Integral- 
kurven die  Kreise  mit  dem  Mittel- 
punkte   0    sind.       In    der    Tat, 


Fig.  4. 


ein    solcher    Kreis    mit    dem 


Radius  C  ist  das  Bild  der  Funktion: 


für  die  sich: 


y  =  VC'-  x\ 


yc-  —  X- 


[666 
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wie  in  (3)  ergibt.  Wir  werden  auf  dies  Beispiel  noch  einmal 
zurückkommen  (in  Nr.  676). 

667.  G-eometrische  Deutung  eines  aus  zwei  G-lei- 
chungen    bestehenden    Systems    in    der    Normalform. 

Das  in  Satz  3,  Nr.  665,  erwähnte  System  in  der  Normalform 
hat  im  Falle  n  =  2  die  Gestalt: 

(1)  Vi  =  A (^.  Pi,  y^),    y^'  =  /2 {x,  yi,  y^)- 

Deuten  wir  x,  y^  und  y^  als  rechtwinklige  Koordinaten  im 
Räume,  so  wird  jedes  Lösungensystem: 

yy  =  (pi{x),  y2  =  (p2(^) 
durch  eine  Kurve  dargestellt;  man  nennt  sie  eine  Integralkurve. 
Infolge  von  (1)  ist  dieser  Kurve  an  jeder  Stelle  {x,  y^,  y^)  des 
Raumes  eine  bestimmte  Tangentenrichtung  vorgeschrieben,  denn 
nach  (6)  in  Nr.  252  hat  die  Tangente  der  Kurve  an  der  Stelle 
(x,  y^,  y^)  in  den  laufenden  Koordinaten  j,  ^j,  \]„  die  Glei- 
chungen: 

(2)  t)i  -  ?/i  =  yi  (e  -  ^) ,     ^2  -  ^2  =  2/2'  {i  -^), 

und  nach  (1)  sind  hier  y^  und  y^  gegebene  Funktionen  von  x, 
2/1  und  ij^. 

Das  System  (1)  ordnet  also  wieder  jedem  Punkte  M  oder 
{x,  y^,  y^)  des  Raumes  ein  Linienelement  zu,  nämlich  dasjenige, 
dessen  Richtung  die  der  Geraden: 

(3 j  IJi  -  ^1  =  /i  (ä-,  2/1 , 2/2)  {l  -x),  t)2  -  ?/2  =  /;  {x,  y^ ,  ^2)  (i*  -  oc) 
durch  den  Punkt  M  ist.  Demnach  definiert  das  System  (1) 
eine  gewisse  Schar  von  Linienelementen  im  Räume,  die  das  Bild 
einer  stationären  Strömung  gewähren,  wobei  die  Integralkurven 
als  die  Stromlinien  erscheinen. 

Beispiel:    Liegt  das  System  vor: 

(4)  ^/  =  f,   ?/;=f, 

so  hat  die  Gerade  (3)  in  den  laufenden  Koordinaten  y,  \)^  und 
V)2  die  Gleichungen: 

i  —  x  ^  t)i  —  yi  ^  ^2  —  2/2 
^  2/1  2/2 

und  ist  daher  diejenige  Gerade,  die  den  Punkt  M  oder  {x,  y^,  y^) 
«66,  667] 
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mit  dem  Anfangspunkte  0  verbindet.  Jeder  Punkt  M  erfährt 
also  eine  Fortschreitung  längs  OM,  d.  h.  die  Integralkurven 
sind  alle  Strahlen  von  0  aus.  Dies  läßt  sich  rechnerisch  be- 
stätigen: Eine  beliebige  Gerade  durch  0  hat  in  den  laufenden 
Koordinaten  x,  ij^,  y^  die  Gleichungen: 

^/i  =  Ax,      3/2  =  Bx 

mit  beliebigen  Konstanten  A,  B.  Für  diese  beiden  Funktionen 
y^  und  y^  von  x  ist  y^  =  A,  y^  =  B,  so  daß  sie  den  Differen- 
tialgleichungen (4)  genügen. 

668.  G-eometrische  Deutung  eines  allgemeinen 
Systems  in  der  Normalform.  Liegt  ein  allgemeines  System 
von   gewöhnlichen   Differentialgleichungen   in    der  Normalform 

(1)  vi  =  fi  {^,  yi,P2,-'-  Vn)  («  =  1,  2,  .  .  .  n) 
vor,  so  können  wir  es  wie  im  Falle  n  =  2  geometrisch  deuten, 
sobald  wir  den  abstrakten  Begriff  eines  Raumes  von  n-\-l  Di- 
mensionen benutzen,  vgl.  Nr.  605,  indem  wir  x,  y^,  y<i,  •  ■  ■  yn 
als  Koordinaten  in  diesem  Räume  auffassen. 

In  Nr.  605  wurde  allerdings  nur  von  den  PunMen  eines 
solchen  Raumes  geredet.  Deshalb  deuten  wir  an,  wie  man  den 
Begriff  einer  Geraden  und  Kurve  definiert:  Da  eine  Gerade  in 
der  Ebene  durch  eine  und  im  gewöhnlichen  Räume  durch  zwei 
lineare  Gleichungen  zwischen  den  Koordinaten  dargestellt  wird, 
definieren  wir  als  eine  Gerade  im  Räume  mit  den  n  -f  1  Ko- 
ordinaten Xj  y^,  y^,  •  ■  -Vn  den  Inbegriff'  aller  derjenigen  Punkte, 
d.  h.  Wertsysteme  x,  y^,  y.2,  .  .  ■  y^,  die  gegebenen  n  vonein- 
ander unabhängigen  linearen  Gleichungen  genügen.  Sind  die 
Gleichungen  insbesondere  nicht  frei  von  x,  so  läßt  sich  also 
die  Gerade  durch  n  Gleichungen  von  der  Form: 

(2)  y,  =  a,x  -H  \  (i  =  1,  2,  .  . .  n) 

darstellen,  wobei  die  a^  und  h^  Konstanten  bedeuten. 

Unter  einer  Kurve  im  Räume  von  n  -f-  1  Dimensionen 
wird  allgemein  der  Inbegriff  aUer  derjenigen  Wertsysteme 
x,  y^,  y^,  ...  y„  verstanden,  die  irgend  welchen  n  vonein- 
ander unabhängigen  Gleichungen  zwischen  den  n  -\-  1  Ver- 
änderlichen genügen.  Jedoch  setzen  wir  dabei  voraus,  daß 
diese    Gleichungen    n    der    Veränderlichen    als    differenzierbare 
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Funktionen  der  einen  noch  übrig  gebliebenen  Veränderlichen 
definieren.     Ist  x  diese  unabhängige  Veränderliche,  so  sind: 

(3)  i/.  =  tp.  {x)  (i  =1,2,...  n) 

die  Gleichungen  einer  Kurve,  falls  die  ri  Funktionen  cp^,  «jpg, 
.  ■  •  (p„  von  X  innerhalb  eines  Intervalles  bestimmte  endliche 
Ableitungen  haben. 

Insbesondere  heißt  diejenige  Gerade,  die  in  den  laufenden 
Koordinaten  J,  t)^,  l)^,  •  •  •  Vn  tlurch  die  n  linearen  Gleichungen: 

(4)  i),  -  y,  =  q):{x)  (y  -  x)  (i  =  1,  2,  .  .  .  n) 

gegeben  wird,  die  Tangente  der  Kurve  (3)  im  Punkte  [x,  y^, 
^2,  •  •  •  yj-  Die  Gleichungen  (3)  bzw.  (4)  sind  die  Verall- 
gemeinerungen der  Gleichungen  (5)  und  (6)  in  Nr.  252  für 
eine  Kurve  und  ihre  Tangente  im  gewöhnlichen  Räume.  Wenn 
j  variiert,  so  sind  t)^,  l)^,  •  ■  ■  t)„  nach  (4)  ganze  lineare  Funk- 
tionen von  i  mit  den  Ableitungen: 

(5)  d|"  =  9';(;^)         (/  =  i,2,...,o. 

Das  vorgelegte  System  (1)  deuten  wir  nun  geometrisch 
so:  Durch  jeden  Punkt  (x,  y-i,  y^,  ■  •  ■  2/J  ^^^  Raumes  sei  die- 
jenige Gerade  gelegt  worden,  deren  Gleichungen  in  den  lau- 
fenden Koordinaten  j,  l)^,  t)^,  .  .  .  t)„  sind: 

(<>)  ^i  -  Vi  =  fi{^,yw-  ?/J  (i"  -  ^)        (^'  =  1,  2,  .  .  .  Ol). 

Der  Inbegriif  des  Punktes  und  der  Geradenrichtung  heiße  wieder 
ein  Linienelement.  Alsdann  definiert  das  System  (1)  im  Räume 
von  n  4-  1  Dimensionen  eine  gewisse  Schar  von  Linienelementen. 
Wir  sasren  wie  in  Nr.  666,  daß  eine  Kurve  ein  Linienelement 
enthält,  wenn  der  Punkt  des  Elements  der  Kurve  angehört  und 
die  Tangente  dieses  Punktes  die  Richtung  des  Elements  hat. 
Liegt  irgend  ein  Lösungensystem  (3)  des  Systems  (1)  vor,  so 
ist  es  geometrisch  als  eine  Kurve,  eine  sogenannte  Integral- 
Jcurve,  zu  deuten.  Da  nun  aber  die  Lösungen  (3)  dem  Systeme 
(1)  genügen  müssen,  so  fallen  die  Gleichungen  (4)  mit  den 
Gleichungen  (6)  infolge  der  Substitution  der  Werte  (3)  zu- 
sammen. Dies  bedeutet:  Die  Integralkurven  sind  diejenigen 
Kurven,  deren  Linienelemente  sämtlich  der  gegebenen  Schar 
von  Linieuelementeu  angehören.  Weiterhin  bleibe  es  dem 
6«8J 
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Leser  überlassen,  nunmehr  auch  den  Begriff  der  stationären 
Strömung  auf  den  Raum  von  n  -\-  1  Dimensionen  zu  übertragen 
Dabei  gelaugt  man  wieder  zur  Auffassung  der  Integralkurven 
als  Stromlinien. 

§  2.    Partielle  Dift'ereutialgleichuugen. 

669.  Partielle  Diff'erentialg'leichungen  und  Sy- 
steme von  solchen  Gleichungen.  Während  wir  bisher 
eine  einzige  unabhängige  Veränderliche  x  annahmen,  mögen  jetzt 
die  n  Größen  x^,  x^,  •••^«  unabhängige  Veränderliche  bedeuten. 
Ferner  sei  y  eine  Funktion  von  ihnen.  Alsdann  können  wir 
uns  die  Aufgabe  stellen,  diejenigen  Funktionen  y  von  x^,  x.2, 
..x^  zu  berechnen,  die  eine  Bedingung  erfülleii  von  der  Form: 

d.  h.  eine  solche  Gleichung,  in  der  außer  den  n  unabhängigen 
Veränderlichen  x^,  x^,  .  .  .  x^^  die  unbekannte  Funktion  y  und 
ihre  partiellen  Ableitungen  etwa  bis  zur  r^^'^  Ordnung  auftreten. 
Eine  solche  Bedingung  heißt  eine  partielle  Differentialgleichung 
T^^''  Ordnung  für  die  Funktion  y. 

Partielle  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  sind  uns 
z.  B.  schon  in  Nr.  89,  90  und  92  und  Nr.  345—349  und  solche 
von  zweiter  und  dritter  Ordnung  in  Nr.  329,  350  und  353 
begegnet. 

Eine  Funktion  y,  die  der  Bedingung  (1)  innerhalb  eines 
gewissen  Variabilitätsbereiches  von  x^,  x.,,  .  .  .  x^^  genügt,  heißt 
eine  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung  (1).  Diese 
Gleichung  vollständig  integrieren  soll  bedeuten,  alle  ihre  Lö- 
sungen y  berechnen. 

Durch  vollständige  Differentiation  der  Gleichung  (1)  nach 
irgend  einer  der  n  unabhängigen  Veränderlichen  x^,  X2,  .  .  .  x^^ 
geht  eine  partielle  Differentialgleichung  (r-|-l)*"  Ordnung  für  y 
hervor,  die  von  allen  Lösungen  der  Gleichung  (1)  erfüllt  wird 
und  daher  eine  Folge  der  Gleichung  (1)  heißt.  Durch  wieder- 
holte Differentiation  kann  man  so  zu  beliebig  vielen  partiellen 
Differentialgleichungen  von  immer  höherer  Ordnuno-  crelanoren, 
die  infolge  von  (1)  bestehen. 
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Man  kann  auch  Systeme  von  partiellen  Differentialgleichungen 
betrachten.  Bedeuten  nämlich  die  m  Größen  y^,  V^,  •  •  ■  ym 
noch  unbekannte  Funktionen  der  n  unabhängigen  Veränder- 
liehen  Xj^,  x^^  .  .  .  x^  und  sind  F^,  F^,  .  .  .  F^  etwa  s  gegebene 
Funktionen  von  x^,  x^,...x^,  von  y^,  y^,  •  ■  •}/„  und  von  den 
partiellen  Ableitungen  der  y  nach  den  a;,  so  ist: 

(2)  F,=0,     i^,  =  0,  .  .  .  i^,  =  0 

ein  derartiges  System.  Wenn  die  Gleichungen  partielle  Ab- 
leitungen von  r*®''  Ordnung  wirklich  enthalten,  aber  keine  von 
höherer  als  r^^  Ordnung,  so  nennt  man  sie  ein  System  r""'  Ord- 
nung von  partiellen  Differentialgleichungen.  Wieder  heißt  ein 
System  von  Funktionen: 

(3)  2/;t  =  9^*  (^1 .  ^2;  •  •  •  ^n)  (^  =  1,  2,  .  .  .  m), 
das  den  s  Gleichungen  (2)  für  alle  Werte  von  x^,  x^,...x^ 
innerhalb  eines  gewissen  Variabilitätsbereiches  genügt,  ein 
System  von  Lösungen,  und  die  Aufgabe,  das  System  (2)  voll- 
ständig zu  integrieren,  ist  gleichbedeutend  mit  der,  alle  Lösungen- 
systeme zu  berechnen.  Wie  aus  einer  einzigen  partiellen  Dif- 
ferentialgleichung (1)  kann  man  auch  aus  dem  Systeme  (2) 
durch  wiederholte  vollständige  Differentiation  nach  irgend  wel- 
chen der  n  unabhängigen  Veränderlichen  iCj ,  x^,  . ..  x^  solche 
Gleichungen  in  beliebiger  Anzahl  gewinnen,  die  als  Folgen  des 
Systems  (2)  bezeichnet  werden,  da  jedes  Lösungensystem  (3)i 
auch  den  so  gebildeten  Gleichungen  genügt. 

670.  Beispiele. 
1.  Beispiel:   Es  ist 

(1)  ^  =  0 

^  ■'  dxoy 

eine  partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  für  die- 
unbekannte  Funktion  z  der  beiden  unabhängigen  Veränder- 
lichen X  und  y.     Sie  läßt  sich  in  den  beiden  Formen: 

d   dz  ^  0    dz  ß 

dy dx  '       dx dy 

schreiben  und  besagt  demnach,   daß  die  Ableitung  dz  :dx  frei 

von  y  und  die  Ableitung  dz  :  dy  frei  von  x  sein  muß,  so  daß. 

das  vollständige  Differential  von  z  die  Form: 

dz  =  (p  (x)  dx  -\-  xjj  Oy)  dy 
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hat,  WO  (p  nur  von  x  und  ^  nur  von  y  abhängt.  In  der  Tat 
ist  dieser  Ausdi'uck  ein  vollständiges  Differential,  und  Satz  \, 
Nr.  609,  gibt  daher: 


z  =J(f  (x)  dx  +Jtlj  (y)  dy 


Weil  das  erste  Integral  eine  Funktion  X  von  x  allein  und  das 
zweite  eine  Funktion  Y  von  y  allein  ist,  kommt  schließlich: 

z  =  X{x)+  Y{y). 
Man  erkennt  sofort,  daß  jede  Funktion  z  von  dieser  Form  die 
vorgelegte  partielle  Differentialgleichung  (1)  erfüllt,  so  daß 
also  die  vollständige  Integration  von  ( 1 )  geleistet  worden  ist. 
JL{x)  und  Y{y)  sind  dabei  willkürliche  differenzierbare  Funk- 
tionen von  X  bzw.  y  allein. 

3.  Beispiel:    Vorgelegt    sei    das    System    erster    Ordnung 
von  zwei  partiellen  Differentialgleichungen: 

/oN  du       dv  du       dv  

^^  dx       dx       "'       dy       dy 

mit  den  beiden  unbekannten  Funktionen  u  und  v  von  x  und  y. 
Die  Größen  x  und  y  bedeuten  hier  die  unabhängigen  Veränder- 
lichen.    Weil  sich  die  Gleichungen  so  schreiben  lassen: 

d{u-}-  v)  d(u  —  -?;)  _ 

dx  ^'  dy  ' 

folgt  durch  Integration: 

II  -{-  V  ==-  xy  -i-  Y(y),      u  —  v  =  xy  -\-  X  (x) , 
wobei  X  nur  von  x  und  Y  nur  von  y  abhängt.    Addition  und 
Subtraktion  liefert: 

ti  =  xy-\-  ^X(x)  +  ir(«/),       V  =  -  iX(x)  -h^Y^y). 

Hiermit  ist  das  System  (2)  vollständig  integriert.  Es  sind 
wieder  X  und  Y  ivillkürliclie  differenzierbare  Funktionen  von 
X  bzw.  y  allein. 

3.  Beispiel:  Vorgelegt  sei  das  System  ei'ster  Ordnung  von 
zwei  partiellen  Differentialgleichungen: 

/Q\  du dv        du dv 

^  -^  dx       dy'      dy  dx 

mit  den  beiden  unbekannten  Funktionen  u  und  v  der  beiden 
unabhängigen  Veränderlichen  x  und  y.     Beschränken  wir  uns 
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auf  das  reelle  Gebiet,  so  folgt  aus  Nr.  623,  da  die  vorliegenden 
Gleichungen  die  Caucliy-Riemannschen  sind,  daß  das  System 
(3)  in  folgender  Weise  integriert  wird:  Man  nehme  irgend 
eine  monogene  Funktion  f  der  komplexen  Veränderlichen 
z  =  X  ^  iy  an  und  zerlege  sie  in  ihren  reellen  und  ihren  rein 
imaginären  Bestandteil: 

f{x)  =  M  {x,  y)  4-  iv  {x,  y) . 
Alsdann   sind  u  und  v  Lösungen   des  Systems  (3).     Wie  man 
sieht,    sind    die   Lösungen    noch    in    hohem    Maße    willkürlich, 
da    für    /■    eine    beliebige    monogene    Funktion     angenommen 
werden  kann. 


§  3.     Totale  üiff'erentialgleichiingeu. 

671.  Systeme  von  totalen  Differentialgleichungen. 

Außer  den  gewöhnlichen  und  partiellen  Differentialgleichungen 
gibt  es  noch  eine  dritte  Art  von  Differentialgleichungen,  die 
totalen.  Ein  Hauptunterschied  ist  hier  der,  daß  von  vornherein 
nicht  ausgemacht  wird,  welche  Größen  die  unabhängigen  und 
welche  die  abhängigen  Veränderlichen  bedeuten  sollen.  Viel- 
mehr wird  nur  das  eine  vorausgesetzt,  daß  x^,  x^,  .  .  .  x^  ge- 
wisse n  Veränderliche  sein  sollen,  zwischen  denen  noch  un- 
bekannte Gleichungen  bestehen.  Gegeben  sei  nun  eine  Anzahl 
von  Gleichungen  in  a:^,  iCg,  ■  .  .  ä„  und  ihren  Differentialen  dx^, 

■^1  \^i>  ^2f  ■  ■  •  ^n>  dx^,  ax^,  . . .  (ix:^)  =  U, 


^ s  (^1'  ^2>  •  •  •  ^nJ  d,^n  (1X2,  . . .  äx„)  —  U. 
Sie  heißen  ein  System  von  totalen  DiffcrentialgleicJmngen.     Die 
Aufgabe,  die  durch  ein  solches  System  gestellt  wird,  ist  diese: 
Es  sollen  Gleichungen: 

(2)  9),  {x^,  x.^,...  xj  =  0  (/c  =  1,  2,  .  .  .  m) 

zwischen  x^,  x^,  .  .  .  x^^  gefunden  werden,  aus  denen  sich  die 
Gleichungen  (1)  als  Folgen  ergeben.  Doch  ist  noch  zu  er- 
läutern, was  als  eine  Folge  der  Gleichungen  (2)  verstanden 
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werden  soll:  Wenn  zwischen  den  «Veränderlichen  x^,x^,. .  .x^^ 
gewisse  m  Gleichungen  (2)  und  sonst  keine  Beziehungen  be- 
stehen, so  sind  ihre  Differentiale  dx.^,  dx^,  .  .  .  dx^  den  m  Glei- 
chungen: 

(3)  p-'dx,i-p'-dx,^----\-^J^dx,^  =  0     (Jc=-l,2,...m) 

und  keiner  weiteren  Bedingung  unterworfen.  Wir  verlangen 
also,  daß  die  gegebenen  Gleichungen  (1)  aus  den  gesuchten 
Gleichungen  (2)  und  den  aus  diesen  folgenden  Gleichungen  (3) 
allein  durch  Elimination  und  Substitution  hervorgehen. 

Jedes  Gleichungensystem  (2),  das  in  diesem  Sinne  alle  s 
gegebenen  Gleichungen  (1)  zur  Folge  hat,  heißt  ein  System 
von  Lösungen. 

Man  kann  auch  so  sagen:  Infolge  der  gesuchten  Glei- 
chungen  (2)  werden  gewisse  unter  den  n  Veränderlichen  x-^, 
x^,  •'•^n  Funktionen  der  übrigen,  die  völlig  unabhängig  bleiben. 
Die  Aufgabe,  das  System  (1)  vollständig  zu  integrieren,  ist 
daher  diese:  Es  sollen  auf  alle  möglichen  Weisen  gewisse  der 
n  Veränderlichen  x^,  x^^  .  .  .  x^^  so  als  Funktionen  der  übrigen, 
etwa  von  x^,  x^,  .  .  .  x  ,  bestimmt  werden: 

(4)  ^,  =  ^i(^a,   Xß,---^^), 

daß  die  Gleichungen  (1)  befriedigt  sind,  sobald  darin  für  die 
Veränderlichen  x  diese  Funktionen  von  x^,  x^,...x^  allein  und 
für  ihre  Differentiale  die  Funktionen: 

(5)  dx.  =  >r-'  dx„  -[-%-^  dx^ -{-•••  +  1^  dx„ 

von  x^,  x^,  .  .  .  x^^  und  dx^,,  dx^,  .  .  .  dx  gesetzt  werden,  wie 
man  auch  die  Veränderlichen  x^,  x^,  .  •  .  x^^  innerhalb  eines 
Variabilitätsbereiches  wählen  mag  und  welche  Werte  auch  die 
Differentiale  dx^,  dx^,  .  .  .  dx    haben  mögen. 

Die  Gleichung  (4)  ist  wohlbemerkt  nur  der  Repräsentant 
einer  Reihe  von  Gleichungen,  in  denen  links  der  Reihe  nach 
alle  X  mit  Ausnahme  von  x^,  x^,  .  .  .  x  auftreten,  und  das 
Entsprechende  gilt  von  der  Gleichung  (5). 

Da  die  Gleichungen  (3)  die  einzigen  sind,  die  aus  den 
Gleichungen  (2)  für  die  Differentiale  hervorgehen,   und  da  sie 
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sich  nicht  ändern,  wenn  alle  Differentiale  mit  derselben  be- 
liebigen Zahl  multipliziert  werden,  und  da  entsprechendes  von 
den  Gleichungen  (5)  und  (4)  statt  (H)  und  (2)  gilt,  so  schließen 
wir:  Das  System  (1)  ist  überhaupt  sinnlos,  d.  h.  es  hat  gar 
keine  Integralgleichungen,  wenn  nicht  das  System  (1)  uu- 
geändert  bleibt,  sobald  die  Differentiale  cLr^,  dx^,  .  .  .  dx^^  sämt- 
lich mit  derselben  beliebigen  Zahl  multipliziert  werden. 

Mithin  müssen  wir  voraussetzen,  daß  die  Gleichungen  (1) 
homogen  in  dx^,  dx^,  •  ■  ■  dx^  seien,  womit  wir  eben  meinen, 
daß  sie  nach  dem  Ersetzen  aller  dx^  durch  tdx^  doch  von  t 
befreit  werden  können,  wie  auch  t  gewählt  sein  mag. 

Die  erste  Schwierigkeit,  die  nun  ein  solches  vorgelegtes 
System  (1)  von  totalen  Differentialgleichungen  darbietet,  besteht 
darin,  daß  man  von  vornherein  gar  nicht  weiß,  welche  der  n 
Veränderlichen  x^,  x^,  .  .  .  x^^  als  unabhängig  betrachtet  werden 
dürfen,  d.  h.  welches  die  vorhin  mit  x^,  x^,  ■  .  ■  x^^  bezeichneten 
Größen  sind.  Man  wird  also  alle  verschiedenen  Möglichkeiten 
durchprüfen.  Nimmt  man  z.  B.  an,  daß  a, ,  x^,  .  .  .  x^  die  un- 
abhängigen Veränderlichen  und  ^„,  +  i,---^„  Funktionen  von 
ihnen  seien,  so  kann  man  setzen: 

(  dx„^,,  =  ^^'"-^ '  dx,  +  ^y^-'dx,  +  ■  •  •  +  ^!'"^^ rf^r,„ , 


(6) 


d  x^                    dx^  C  x^ 

dx„  =    .      "  dx,  H 5-—  dx^  +  •  •  •  +    ö" — (^^\ 


Durch  die  Substitution  dieser  Werte  in  (1)  gehen  alsdann 
Gleichungen  in  x^,  x^,  .  .  .  x^^,  in  den  partielleti  Ableitungen 
erster  Ordnung  von  ^*,„  +  i.  •  •  •  a:„  und  in  (/.Tj,  dx^,  .  .  .  dx^^ 
hervor,  und  es  ist  zu  fordern,  daß  sie  für  aUe  Werte  der 
völlig  beliebigen  Differentiale  dx^,  dx^,  ■  ■  .  dx^^^  der  unabhängi- 
gen Veränderlichen  .r,,  x^,  .  .  .  .r„  bestehen.  Dies  hat  zur  Folge, 
daß  sie  in  eine  Heihe  von  Gleichungen  zerfallen  müssen, 
die  nur  noch  a'j,  .''2>  •  •  • -^"n  '^'"^^  '^^'^  partiellen  Al)leitungen 
erster  Ordnung  von  a;„, ^j,  .  .  .  .<„  enthalten,  d.  ii.  das  Sifsfmi  (1) 
irird  auf  ein  System  erster  Ordnung  von  partivUen  Difforential- 
gleichungcn  für  die  n  —  m  unbekannten  Funlfionen  iP„,  + 1 ,  •  •  •  •■^, 
«71] 
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von  rFj,  x.2,...x„^  zurüclcgefülirt.  Hat  dies  System  kein  Lö- 
sungensystem x^j^^,  ■  ■  ■  x^,  so  folgt,  daß  die  Annahme  unzu- 
lässig war,  unter  der  mau  zu  dem  Systeme  gelangt  ist,  die 
Annahme  nämlich,  daß  gerade  x^,  x^,  .  .  ■  a;„,  voneinander  un- 
abhängige Veränderliche  seien. 

Statt  x^,  x^,  •••a;,„  kann  man  bei  dieser  Überlegung  natür- 
lich irgend  welche  unter  den  n  Veränderlichen  x^,  x^,  ■  ■  .  x^ 
und  zwar  in  beliebiger  Anzahl  annehmen  und  dann  alle  mög- 
lichen Fälle  durchprüfen. 

672.  Beispiele.  Die  allgemeinen  Erörterungen  sollen 
durch  zwei  sehr  einfache  Beispiele  erläutert  werden. 

1.  Beispiel:  Es  seien  «,  h,  c  gegebene  Zahlen,  und  es 
liege  eine  totale  Differentialgleichung  vor  von  der  Form : 

(1)  adx  -\-  hdy  -f-  edz  =  0. 

In  der  Tat  ist  sie  homogen  in  dx,  dy,  dz.  Welche  Be- 
ziehungen auch  zwischen  den  drei  Veränderlichen  x,  y,  z  be- 
stehen mögen,  stets  besagt  die  Gleichung,  daß  das  vollständige 
Differential  von  ax -\-hy -\-cz  verschwindet,  woraus  nach  Satz  8, 
Nr.  74,  folgt: 

(2)  ax-\-hy  +  cz=  C. 

Hier  ist  C  eine  Konstante.  Umgekehrt:  Ist  C  eine  beliebig 
gewählte  Konstante,  so  zieht  die  Gleichung  (2)  stets  die  Glei- 
chung (1)  nach  sich.  Hieraus  folgt:  Die  Gleichung  (1)  wird 
in  allgemeinster  Weise  dadurch  integriert,  daß  man  eine  Glei- 
chung (2")  mit  einer  willkürlichen  Konstanten  C  ansetzt. 
Dazu  darf  man  aber  noch  beliebige  andere  Gleichungen  zwischen 
X,  y,  z  hinzufügen,  vorausgesetzt,  daß  sie  weder  einander  noch 
der  Gleichung  (2)  widersprechen. 

Fügen  wir  gar  keine  Gleichung  zu  (2)  hinzu,  so  heißt 
dies  bei  der  geometrischen  Deutung  im  Räume  mit  den  recht- 
winkligen Koordinaten  x,  y,  z\  Jede  der  unendlich  vielen 
parallelen  Ebenen  ax  ■{■  hy  -\-  cz  =  konst.  stellt  eine  Lösung 
dar.     Fügen  wir  eine  Gleichung  zu  (2)  hinzu: 

<p  {X,  y,  -")  =  0, 

so  gibt  sie  zusammen  mit  (2)  irgend  eine  Kurve  in  einer  jener 
Ebenen,    Jede  Kurve  in  einer  der  Ebenen  ax  -{-by  -\-cz  =  konst. 
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stellt  demnach  auch  eine  Lösimg  vor.  Wenn  wir  schließlich 
noch  zwei  Gleichungen  außer  (2)  annehmen,  so  werden  alle 
drei  Größen  x,  y,  s  Konstanten,  d.  h.  es  geht  irgend  ein  Punkt 
des  Raumes  als  Lösung  hervor.  Man  muß  aber  sagen  —  und 
zwar,  weil  es  nicht  nur  in  diesem  Beispiele,  sondern  ent- 
sprechend für  jedes  System  von  totalen  Differentialgleichungen 
gilt  — ,  daß  die  durch  a:==konst.,  ?/ =  konst.,  ^  =  konst.  dar- 
gestellte Lösung  trivial  ist. 

2.  Beispiel:  Zu  ganz  anderen  Ergebnissen  führt  die  totale 
Differentialgleichung : 

(3)  ydx  —  xdy  +  dz  =  0, 

deren  linke  Seite  kein  vollständiges  Differential  ist.  Nehmen 
wir  zunächst  an,  es  bestehe  nur  eine  (gesuchte)  Gleichung 
zwischen  x,  y,  z,  so  definiert  sie  entweder  z  als  Funktion 
von  X  und  y  oder  ist  frei  von  z.    Lii  ersten  Falle  setzen  wir: 

dz  =  1^  dx  -\r  -?^  dy 

in  (3)  ein  und  fordern,  daß  die  hervorgehende  Gleichung: 

für  alle  Werte  von  dx  und  dy  bestehe,  d.  h.  daß  einzeln: 

dz  __  dz  

dx  ^'        dy 

sei,  wodurch  die  totale  Gleichung  (3)  auf  ein  System  erster 
Ordnung  von  partiellen  Differentialgleichungen  für  eine  un- 
bekannte Funktion  z  von  x  und  y  zurückgeführt  worden  ist. 
Aber  eine  Funktion  z,  die  diesen  beiden  Gleichungen  genügt, 
gibt  es  nicht,  weil  die  Bedingung: 

d   dz  _   d   dz 

dy  dx       dx  dy 

hier  nicht  erfüllt  ist.  Die  Annahme,  daß  z  eine  Funktion  der 
beiden  unabhängigen  Veränderlichen  x  und  y  sei,  darf  daher 
nicht  gemacht  werden. 

Wir  kommen  zu  dem  Falle,  daß  eine  und  nur  eine 
(gesuchte)  Gleichung  zwischen  x  und  y  allein  bestehe,  z.  B, 
f{x,  y)  =  0.     Sie  würde  geben: 

fJx^-fydy^O, 
6721 


§  3.     Totale  Differentialgieichuntjen.  25- 

und  hiervon  kann  die  Gleichung  (3)  keine  Folge  sein,  weil  sie 
noch  dz  enthält.     Also  ist  auch  diese  Annahme  falsch. 

Deshalb  nehmen  wir  jetzt  an,  daß  zwischen  den  drei 
Größen  x,  y,  z  insgesamt  zwei  voneinander  unabhängige  Glei- 
chungen bestehen.  Entweder  werden  sie  y  und  z  als  Funktionen 
von  X  definieren,  oder  sie  bestehen  aus  einer  Gleichunor  x  =  konst. 
und  einer  Gleichung  zwischen  y  und  z  allein.  Im  ersten  Falle 
sind  dy  :  dx  und  dz  :  dx  die  Ableitungen  y'  und  z'  von  y  und  z 
nach  der  einzigen  unabhängigen  Veränderlichen  x,  so  daß  aus 

(3)  hervorgeht: 

y  —  xy' -{- z' =  0     oder     z  =  xy  —  y . 

Setzen  wir  hierin  für  y  irgend  eine  differenzierbare  Funktion  X 
von  x  ein,  so  kommt: 

(4)  y=^X{x),       z==f{xX'-X)dx-^C, 

wobei  C  eine  willkürliche  Konstante  bedeutet.  Diese  beiden 
Gleichungen  definieren  im  Räume  eine  Kurve,  die  noch  in 
hohem  Maße  willkürlich  ist,  weil  außer  der  Konstanten  C 
auch  die  Funktion  X  von  x  willkürlich  gewählt  werden  kann. 
Daß  die  Gleichungen  (4)  die  vorgelegte  totale  Difi'erential- 
gleichung  (3)  nach  sich  ziehen,  ist  sofort  zu  bestätigen,  denn 
die  aus  (4)  folgenden  Werte: 

dy  =  X'  dx,      dz  =  {xX'—X)dx 

erfüllen  zusammen  mit  y  =  X  die  Gleichung  (3). 

Es  bleibt  noch  die  Annahme  zu  untersuchen,  daß  x  eine 
Konstante  A  ist  und  außerdem  eine  Gleichung  zwischen  y  und  z 
besteht.    Alsdann  gibt  (3): 

—  Ady  +  dz  =  0, 
d.  h.  z  —  Ay  =  konst.,  so  daß  die  Gleichungen: 

X  =  A,      z  =  Ay  +  B 
mit  willkürlichen  Konstanten  A  und  B  ebenfalls  eine  Lösung^ 
der   totalen    DiiFerentialgleichung    (3)    vorstellen.      Im    Räume 
definieren   sie   eine   beliebige    Gerade,   die    der    »/.^-Ebene   par- 
allel läuft. 

Der  Vollständigkeit  halber  sei  noch  erwähnt,  daß  a;  =  konst., 
y  =  konst.,  z  =  konst.  eine  triviale  Lösung  von  (3 )  ist. 
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Während  sich  im  ersten  Beispiele  die  nicht  trivialen  Lö- 
sungen geometrisch  als  Ebenen  und  Kurven  darstellen,  sind 
sie  im  zweiten  Beispiele  nur  Kurven.  Im  ersten  Beispiele  gibt 
es  Lösungen,  die  aus  nur  einer  Gleichung  zwischen  x,  y,  z  be- 
stehen, im  zweiten  nicht. 

§  4.    Nachträgliche  Beinerkuiigeii. 

673.  Die  Hauptaufgabe.  In  Nr.  671  sahen  wir,  daß 
sich  die  totalen  Differentialgleichungen  auf  partielle  zurück- 
führen lassen.  Man  kann  nun  auch,  wie  wir  später  sehen 
werden,  die  partiellen  auf  gewöhnliche  zurückführen.  Nach 
Satz  2  in  Nr.  663  ist  ferner  jedes  System  von  gewöhnlichen 
Differentialgleichungen  in  eines  von  der  ersten  Ordnung  zu 
verwandeln,  ja  nach  Satz  3  in  Nr.  665  gelingt  es  durch  Eli- 
mination, Substitution  und  Differentiation,  jedes  System  von 
gewöhnlichen  Differentialgleichungen  in  ein  solches  System 
von  der  ersten  Ordnung  zu  verwandeln,  das  wir  eine  Normal- 
form nannten: 

(1)  ?//  =  fi  (oc,  yi,V2,--  yj      0'  =  1, 2, . . .  m)  . 

Nicht  immer  wird  ein  solches  System  gerade  in  dieser  nach 
allen  Ableitungen  ?//  der  unbekannten  Funktionen  y-  aufgelösten 
Form  (1)  vorliegen,  sondern  allgemeiner  als  ein  System  von 
n  Gleichungen: 

(2)  F,{x,  y,,  y,,...  y„,  y,',  y,',  . . .  y„')  =  0  (^  =  1,  2,  . . .  n), 
deren  linke  Seiten  voneinander  unabhängige  Funktionen  hin- 
sichtlich ?/,',  y^',  .  .  .y„'  sind. 

Daher  wird  es  unsere  Hauptaufgabe  sein,  Systeme  von  der 
Form  (1)  oder  der  allgemeineren  Form  (2)  zu  untersuchen. 

Im  einfachsten  Falle  n  ==  1  liegt  nur  eine  gewöhnliche 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  vor,  entweder  in  der  nach 
y    aufgelösten  Form: 

(3)  y'  =  f{^\y) 

oder  in  der  nicht  aufgelösten  Form: 

(4)  F{x,  y,  y)  =  0. 

Wir  werden  daher  die  Differentialgleichungen  (3)  und  (4)  be- 
sonders gründlich  untersuchen. 
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674.    Integration,     Quadratur,     Existenzbeweise. 

Unter  Inteorration  wurde  im  zweiten  Bande  die  Auswertunt; 
eines  einfachen  oder  mehrfachen  Integrals  verstanden  oder 
auch  die  Bestimmung  einer  Funktion,  deren  vollständiges  Dif- 
ferential gegeben  ist,  da  auch  diese  Bestimmung  nach  Nr.  600 
bis  611  auf  die  Auswertung  einer  Anzahl  von  Integralen  zu- 
rückkommt. 

Dagegen  haben  wir  im  gegenwärtigen  Kapitel  unter  Inte- 
gration die  Berechnung  aller  Lösungensysteme  von  vorgelegten 
Systemen  von  Differentialgleichungen  verstanden.  Dies  ist  eine 
bedeutende  Verallgemeinerung  des  Begriffes  der  Integration 
(vgl.  Nr.  661).  In  der  Tat  ist  auch  die  Aufgabe,  z.  B.  ein  ein- 
faches Integral  y  =  Jf{x)dx  auszuwerten,  hierunter  enthalten, 
denn  sie  bedeutet  nichts  anderes  als  die  Bestimmung  aller 
Lösungen  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung von  der  speziellen  Form: 

y=f{x). 

Es  wird  sich  später  das  Bedürfnis  herausstellen,  für  den 
engeren  Begriff  der  Integration,  der  im  zweiten  Bande  aus- 
schließlich maßgebend  war,  einen  unterscheidenden  Namen  zu 
haben.  Wir  werden  daher  für  die  Auswertuncr  eines  einfachen 
Integrals  die  Bezeichnung  Quadratur  nach  Nr.  530  anwenden. 
Die  Auswertung  eines  mehrfachen  Integrals  und  die  Integra- 
tion eines  vollständigen  Differentials  besteht  alsdann  in  der 
Ausführung  einer  Anzahl  von  Quadraturen. 

Die  älteren,  sogenannten  klassischen  Integrationsmethoden 
für  Differentialgleichungen  haben  als  Hauptziel,  die  Bentim- 
mung  aller  Lösungen  bzw.  Lösungensysteme  mittels  Elimination, 
Substitution  und  Differentiation  soweit  tvie  möglich  auf  bloße 
Quadraturen  zurückzuführen.  Abgesehen  davon,  daß  dies  nicht 
immer  möglich  ist,  können  sich  den  dabei  nötigen  Elimina- 
tionen und  Substitutionen  erhebliche  Schwierigkeiten  in  den 
Weg  stellen,  denn  sie  erfordern  eine  gründlichere  Untersuchung 
der  Frage,  inwieweit  die  dabei  zu  berechnenden  Funktionen 
wirklich  bestimmt  werden  können,  stetig  und  differenzierbar 
sind  usw. 

Die  neuere  Richtung   in   der  Behandlung  von  Differential- 
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gleichungen  geht  dahin,  'unmittelbar  aus  den  vorgelegten  Glei- 
chungen oder  Systemen  von  Gleichungen  die  Eigenschaften  der 
Lösungeusysteme  mi  erkennen.  Es  ist  dies  die  fmiktionentheore- 
tische  Richtung  im  Gegensätze  zu  der  vorhin  gekennzeichneten 
formalen  Richtung.  Das  ganze  letzte  Kapitel  des  vorigen 
Bandes  ist  eigentlich  nur  ein  Beispiel  zu  dieser  funktionen- 
theoretischen Behaudlungsweise,  denn  es  beschäftigt  sich  mit 
denjenigen  reellen,  stetigen  und  differenzierbaren  Funktionen  u 
und  V  von  zwei  reellen  Veränderlichen  x  und  y,  die  den  beiden 
Cauchy-Riemannschen  Gleichungen: 

du d  V        du  dv 

d  X       dy'      d  y  ex 

genügen.  (Vgl.  das  3.  Beispiel  in  Nr.  670).  Obgleich  wir  da- 
mals die  Theorie  der  monogenen  Funktionen  u  -f-  iv  nur  in 
ihren  Hauptzügen  gegeben  haben,  sieht  man  doch  schon,  was 
für  eine  Fülle  schwieriger  Aufgaben  die  funktionentheoretische 
Behandlung  eines  verhältnismäßig  einfachen  Systems  von 
Differentialgleichungen  nach  sich  ziehen  kann.  Die  diesem 
Werke  gezogenen  Grenzen  gestatten  deshalb  auch  nur  ein  ge- 
legentliches  Eingehen  auf  Untersuchungen  in  dieser  zweiten 
Richtung.  Unsere  Hauptaufgabe  wird  die  formale  Behandlung 
der  Differentialgleichungen  bleiben,  Ihr  Ziel  kann  noch  er- 
weitert werden:  Es  ist  auch  schon  als  ein  Gewinn  zu  be- 
trachten, wenn  es  gelingt,  zu  zeigen,  daß  ein  vorgelegte» 
System  von  Differentialgleichungen  vollständig  integriert  wer- 
den kann,  sobald  man  ein  gewisses  einfacheres  System  zu  in- 
tegrieren vermag. 

In  einer  Hinsicht  soll  aber  doch  die  funktionentheoretische 
Untersuchung  bis  zu  einem  gewissen  Abschlüsse  durchgeführt 
werden.  Es  soll  nämlich  bewiesen  werden,  daß  die  vorgelegten 
Systeme  von  Differentialgleichungen  in  der  Tat  stetige  und 
differenzierbare  Lösungen  haben,  sobald  man  über  die  in  den 
Systemen  auftretenden  gegebenen  Funktionen  vernünftige  Vor- 
aussetzungen macht. 

Solcher  Existenzbeweise,  wie  sie  genannt  werden,  gibt  es 
zweierlei  Arten,  je  nachdem  man  sich  grimdsätzlich  auf  das 
reelle  Gebiet  beschränkt  oder  Tiomplexe  Veränderliche  zuläßt.  Im 
nächsten  Kapitel  werden  wir  die  Existenzbeweise  im  reellen 
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Gebiete  erledigen,  die  im  komplexen  Bereiche  sollen  erst  später 
gegeben  werden.  Nach  den  Auseinandersetzungen  in  Nr.  673 
kommt  es  im  wesentlichen  darauf  an,  die  Existenzbeweise  ins- 
besondere für  die  Systeme  erster  Ordnung  von  gewöhnlichen 
Diiferentialgleichungen  zu  geben,  sei  es  nun,  daß  sie  in  der 
Normalform,  d.  h.  nach  den  Ableitungen  aufgelöst,  oder  nicht 
nach  den  Ableitungen  aufgelöst  vorliegen. 

675.  Einige  Bezeichnungen.  Im  vorhergehenden  wurde 
streng  zwischen  den  W^orten:  Auflösung  und  Lösung  unter- 
schieden, und  es  ist  nützlich,  dies  auch  künftig  zu  tun.  Unter 
der  Auflösung  von  Grleichungen  verstehen  wir  die  Bestimmung 
solcher  Größen  oder  Funktionen,  die  sich  aus  einem  gegebenen 
Systeme  von  Gleichungen  allein  durch  Elimination  und  Sub- 
stitution ergeben  (vgl.  §1,4.  Kap.  des  1.  Bandes).  Dagegen 
sagen  wir  Lösung  zur  Bestimmung  derjenigen  Funktionen  bzw. 
Funktionensysteme,  die  einem  gegebenen  Systeme  von  Diffe- 
rentialgleichungen genügen.  So  z.  B.  gibt  die  Auflösung  einer 
gewöhnlichen  Differentialgleichung  erster  Ordnung: 

F{oc,  y,  y')  =  0 
nach  y    eine  Gleichung: 

y'  =  f{x,  y) 

oder  einige  solche  Gleichungen,  während  ihre  Lösung  erfordert, 
diejenigen  Funktionen  y  ^=  (f  (x)  zu  berechnen,  die  für  alle 
Werte  von  x  in  einem  gewissen  Bereiche  der  Gleichung  ge- 
nügen : 

F{x,  (p{x),  (p\x))  =  0. 

Den  Gegensatz  zu  den  Differentialgleichungen  bilden  die 
sogenannten  endlicJien  Gleichungen,  d.  h.  diejenigen  Gleichungen, 
in  denen  zwar  gesuchte  Funktionen,  aber  nicht  ihre  Ablei- 
tungen auftreten.  Solche  Gleichungen  ergaben  sich  z.  B.  auch 
bei  der  Untersuchung  eines  Systems  von  Differentialgleichun- 
gen in  Nr.  664  unter  (3).  Wenn  man  wie  z.  B.  in  Nr.  71 
(insbesondere  Satz  6  ebenda)  unter  der  Ableitung  mdlfer  Ord- 
nung einer  Funktion  f[x)  diese  Funktion  selbst  verstehen  will, 
so  kann  man  die  endlichen  Gleichungen  auch  Differential- 
gleichiingen  mdlter  Ordnung  nennen. 
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§  1.    Vorbereitende  Betrachtungen. 

676.  Verwandlung  von  y=zf{x,  y)  in  eine  totale 
Dififerentialgleichung.  Eine  gewöhnliche  Differentialglei- 
chung erster  Ordnung,  die  nach  der  Ableitung  der  unbekannten 
Funktion  ij  von  x  aufgelöst  ist,  hat  die  allgemeine  Form: 

(1)  U'  =  f{x,y). 

Wir  betrachten  sie  nur  innerhalb  eines  solchen  Bereiches  der 
hei  den  Veränderlichen  x  und  y,  in  dem  die  Funktion  f(x,  y) 
stetig  ist,  und  beschränken  uns  also  auf  die  Untersuchung  von 
stetigen  Lösungen  y  =  (f{x),  die  diesem  Bereiche  angehören. 
Aus  der  Bedingung  für  die  Lösungen: 

(2)  ^'{x)  =  f{x,(p{x)) 

erhellt,  daß  wir  Differenz ierharheit  der  Lösungen  fordern  müssen, 
und  (2)  zeigt,  daß  auch  die  Ableitungen  der  Lösungen  stetig 
sein  werden. 

Es  sei  hervorgehoben,  daß  wir  bis  auf  weiteres  alle  Ver- 
änderlichen und  Funktionen  auf  reelle  Bereiche  beschränken 
(vgl.  Nr.  674).  Ferner  wird  es  vielleicht  gut  sein,  besonders 
zu  bemerken,  daß  wir  wie  immer  von  solchen  Funktionen,  die 


1)  Dies  Kapitel  bereitet  vielleicht  vorläufig  Schwierigkeiten.  Zum 
Verstehen  des  Späteren  braucht  man  in  diesem  Falle  zunächst  nur  den 
ersten  Paragraphen  zu  studieren  und  von  den  Lehrsätzen  des  Restes 
ohne  Beweise  Kenntnis  zu  nehmen.  Hat  man  alsdann  nach  Beendigung 
des  dritten  Kapitels  größere  Vertrautheit  mit  den  gewöhnlichen  Diffe- 
rentialgleichungen erlangt,  so  kehre  man  zum  vollständigen  Studium 
dieses  zweiten  Kapitels  zurück. 
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mehrwertig  sind  (vgl.  §  5,  8.  Kap.  des  2.  Bandes),  absehen, 
solange  es  nicht  ausdrücklich  anders  gesagt  wird.  Alle  Funk- 
tionen sollen  also  entsprechend  den  grundlegenden  Definitionen 
in  Nr.  6  in  ihren  Bereichen  eindeutig  sein. 

Werden  x  und  y  als  rechtwinklige  Koordinaten  in  der 
Ebene  aufgefaßt,  so  definiert  die  Differentialgleichung  (1)  an 
jeder  Stelle  31  oder  (x,  y)  des  Bereiches  der  Funktion  f  nach 
Nr.  666  ein  Linienelement,  nämlich  dasjenige,  dessen  Richtung 
mit  der  positiven  a;-Achse  einen  Winkel  r  bildet,  für  den 
(3)  tg  r  =  f(x,  y) 

ist.  Die  Lösungen  y  =  cp  {x)  werden  alsdanu  durch  Integral- 
Tcurven  dargestellt,  nämlich  durch  diejenigen  Kurven,  die  lauter 
Linienelemente  von  dieser  Art  enthalten. 

Durch  die  Voraussetzung,  daß  f(x,  y)  stetig  sei,  werden 
solche  Linienelemente  ausgeschlossen,  die  zur  Abszissenachse  senk- 
recht sind.  Daß  dies  nicht  immer  der  geometrischen  Deutung 
einer  Differentialgleichung   angemessen  ist,  zeigt   das   folgende 

Beispiel:  Liegt  als  Gleichung  (1)  die  Differentialgleichung 

,  X 

^  ~~  y 

vor,  so  ist  /"  die  Funktion  —  x  :  y.  Demnach  ist  jede  Stelle 
(x,  y)  der  Ebene  zulässig,  abgesehen  von  den  Stellen  der 
ic- Achse  y  =  0.  Nun  aber  sind 
die  Lntegralkurven  die  Kreise  um 
den  Anfangspunkt  0  als  Mittel- 
punkt (vgl.  das  Beispiel  in  Nr.  666). 
Ein  solcher  Kreis  vom  Radius  C, 
siehe  Fig.  5,  stellt  aber  zwei  ver- 
schiedene Funktionen: 


y  =  \Vc'- 


y 


-  yc 


Fig.  5. 


dar,  je  nachdem  man  seine  obere 
oder  untere  Hälfte  ins  Auge  faßt, 
und  wenn  man  die  Kurven  im  Sinne 
wachsender  Werte  der  unabhängigen  Veränderlichen  x  durchläuft 
(vgl.  Nr.  169),  so  haben  die  Halbkreise  entgegengesetzten  Sinn. 
Die  Stellen  A  und  B,  an  denen  der  Kreis  die  a;- Achse  schneidet, 
d.  h.  wo  die  Linienelemente  auf  der  a;- Achse  senkrecht  stehen, 
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sind  nach  der  Voraussetzung  über  die  Funktion  f  =  —  x  :  y  aus- 
geschlossen. Dies  ist  ebensowenig  wie  die  Teilung  des  Kreises 
in  Halbkreise  der  einfachen  geometrischen  Bedeutung  der 
Differentialgleichung  angemessen,  denn  die  Gleichung  besagt, 
daß  jeder  Stelle  M  das  zum  Radiusvektor  OM  senkrechte 
Linienelement  zugeordnet  werden  soll.  Vom  geometrischen 
Standpunkte  aus  wäre  es  danach  vielmehr  das  Natürlichste, 
als  Integralkurven  alle  Vollkreise  um  0  mit  einheitlichem 
Drehsinne  zu  bezeichnen,  wobei  die  Stellen  auf  der  a;- Achse 
durchaus  keinerlei  Ausuahmerolle  spielen. 

Solange  die  Größe  x  als  unabhängige  Veränderliche  dient, 
können  wir  die  analytische  Betrachtung  dieser  geometrischen 
Auffassung  nicht  anpassen,  weil  die  Größe  x  als  unabhängige 
Veränderliche  an  solchen  Stellen  einer  Kurve  versagt,  wo  die 
Tangente  zur  ä;- Achse  senkrecht  ist.  Wir  behalten  uns  daher 
vor,  oh  wir  x  oder  y  als  unabhängige  Veränderliche  auffassen 
wollen  und  ersetzen  demgemäß  die  Ableitung  y  durch  den  Dif- 
ferentialquotienten dy  :  dx,  so  daß  die  Differentialgleichung  des 

Beispiels  übergeht  in: 

dy  X 

dx  y 

oder,  wenn  wir  alle  Nenner  entfernen,  in: 

xdx  -\-  y  dy  =  0. 

Jetzt  hat  sie  die  Form  einer  totalen  Differentialgleichung  (vgl. 

Nr.  671)    und    besagt,    daß    das    vollständige    Differential    von 

x^  +  y'^  verschwindet,   d.  h.  x^  +  y'^   konstant,   etwa   gleich  C^, 

sein  soll: 

x'-Vy''  =  C\ 

In  der  totalen  Differentialgleichung  treten  statt  der  einen 
Funktion  f  =  —  x  :  y  zivei  Funktionen  als  Faktoren  von  dx 
und  dy  auf,  nämlich  x  und  y,  und  sie  sind  in  der  ganzen 
Ebene,  auch  auf  der  Abszissenachse,  stetig. 

Ganz  entsprechend  gehen  wir  bei  einer  beliebigen  vor- 
gelegten gewöhnlichen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  von 
der  Form  (l)  vor.  Zunächst  wird  darin  die  Ableitung  y'  durch 
den  Differentialquotienten  dy  :  dx  ersetzt: 

(4)  Z-f^'H)- 
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Zunächst  wird  die  Funktion  f{x,y)  in  einen  Quotienten  von 
zwei  Funktionen: 

(5)  /(^^^^  =  xi^) 

zerlegt.  Dies  kann  in  raanuigfaclier  Weise  geschehen,  ins- 
besondere kann  man  es  häufig  ebenso  wie  in  dem  Beispiele 
einrichten,  so  daß  da,  wo  f\x,  y)  unstetig  wird,  dennoch 
sowohl  X  als  auch  Y  stetig  bleibt.  Wenn  man  nun  den  Quo- 
tienten (5)  für  f  in  (4)  einführt  und  alle  Nenner  entfernt, 
so  geht  die  vorgelegte  gewöhnliche  Differentialgleichung  in  die 
totale  Differentialgleichung  über: 
(6)  X  (x,  y)  dy  —  Y{x,  y)dx  =  0. 

Nunmehr  lassen  wir  als  erlaubten  Bereich  ein  solches 
Gebiet  zu,  in  dem  die  beiden  Funktionen  X  und  Y  von  x  und  y 
stetig  sind.  Es  ist  dies  der  alte  Bereich,  aber  zu  ihm  treten 
bei  passender  Zerlegung  von  f  in  Y :  X  noch  solche  Stellen 
(x,  y),  für  die  f  unstetig,  nämlich  unendlich  wird,  d.  h.  solche 
Stellen,  deren  Linienelemente  zur  Abszissenachse  senkrecht 
sind.     Das   zum  Punkt   [x,  y)   gehörige   Linienelement  hat   die 

durch: 

Bin_r  _  r^o^j/) 
^  ''  °  cos  r        A  {x,  y) 

gegebene  Richtung,  und  wir  können  insbesondere  noch  fest- 
setzen, daß  sin  r  hzw.  cos  t  dasselbe  Vorzeichen  ivie  Y  hziv.  X 
haben  soll.  Alsdann  ist  auch  der  Sinn  der  Richtung  des  Linien- 
elements vollkommen  festgelegt. 

In  dem  Beispiele  besagt  diese 
Festsetzung,  daß  sin  t  dasselbe 
Vorzeichen-  wie  1'  =  x  und  cos  t 
dasselbe  wie  X  =  —  y  haben  soll. 
Demnach  haben  jetzt  die  Richtun- 
gen der  Linienelemente,  die  ja  in 
diesem  Beispiele  zu  den  Radien- 
vektoren senkrecht  sind,  die  in 
Fig.  6  angedeuteten  Sinne.  Man 
sieht,    daß   nunmehr   die   Integral-  ^'^  "' 

kurven,  nämlich  die  Kreise  mit  dem  Mittelpunkte  0,  überall 
einen  einheitlichen  Fortschreitungssinn  haben. 
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677.  Verwandlung  der  totalen  Diiferentialgleichung 
in  ein  System  von  zwei  gewöhnlichen  Differential- 
gleichungen. Die  allgemeinste  Art,  eine  Kurve  in  der  xy- 
Ebene  darzustellen,  besteht  nach  Nr.  168  darin,  daß  man  beide 
Koordinaten  x  und  y  als  stetige  und  differenzierbare  Funk- 
tionen einer  Hilfsveränderlichen  t  betrachtet.  Die  totale  Diffe- 
rentialgleichung : 

(1)  ^(^j  y)  dy  —  Y{x,  li)  dx  =  0 

besagt  daher,  daß  eine  Kurve  dann  und  nur  dann  eine  In- 
tegralkurve ist,  wenn  x  und  y  solche  stetige  und  diiferenzier- 
bare  Funktionen  von  t  sind,  deren  Ableitungen  dx :  dt  und 
dy  :  dt  der  Gleichung  genügen: 

(2)  X{x,y)'^^-Y{x,y)'^==0. 

Erinnern  wir  uns  daran,  daß  f=Y:X  nur  eine  der  unzählig 
vielen  möglichen  Arten  der  Zerlegung  der  Funktion  /  in  einen 
Quotienten  darstellt,  so  folgt,  daß  die  Allgemeinheit  der  analy- 
tischen Darstellung  der  Integralkurven  nicht  beschränkt  wird, 
wenn  wir  insbesondere  dx  :  dt  ^  X  setzen.  Aber  dann  folgt 
aus  (2)  sofort  noch  dy  :  dt  =  Y.  Wir  gelangen  somit  zu  den 
Gleichungen : 

(3)  ^  =  x(^,2/),    ^f=r(^,y). 

Dies  ist  ein  System  erster  Ordnung  von  zivei  getvöhn- 
licJien  Differentialgleichungen  mit  zwei  unheJcannten  Funktionen 
X  und  y  von  t.  Durch  Elimination  von  t,  nämlich  durch 
Division  der  beiden  Gleichungen  (3),  geht  wieder-  die  totale 
Differentialgleichung  (1)  hervor. 

Demnach  werden  wir  zu  folgender  Aufgabe  geführt:  Es 
seien  X  und  Y  in  einem  gewissen  Bereiche  stetige  FunUionen 
von  X  und  y.     Dann  sollen  alle  FunMionenpaare: 

(4)  x-^{t),    y-i^it) 

gefunden  werden,  die  in  einem  gewissen  Intervalle  der  Veränder- 
lichen t  stetig  sind  und  bestimmte  endliche  Ableitungen  erster 
Ordnung  haben,  die  überdies  Stellen  {x,  ij)  jenes  Bereiches  geben 
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und  die  außerdem  in  dem  Intervalle  überall  den  beiden  Glei- 
chungen : 

(5)  ^'(0  =  X((p{t^,  tit)),      ^'{£)  =  Y{cp(t),  t(t)) 

genügen.  Aus  (5)  folgt  sofort,  daß  jedes  derartige  Lösungen- 
system (4)  nicht  nur  bestimmte  endliche,  sondern  auch  stetige 
Ableitungen  erster  Ordnung  hat. 

Nach  wie  vor  ordnet  das  Gleichungensystem  (3)  jedem 
Punkte  {x,  y)  des  Bereiches  in  der  xy-Yjhene.  ein  bestimmtes 
Linienelement  zu,  nämlich  dasjenige,  dessen  Richtung  mit  der 
positiven  a:-Achse  den  durch: 

sin  T  :  cos  t  =  Y{x,  y)  :  X  {x,  y) 

gegebenen  Winkel  x  bildet,  wobei  sin  x  bzw.  cos  x  dasselbe  Vor- 
zeichen wie  Y  bzw.  X.  haben  soll.  Wenn  die  durch  (4)  dar- 
gestellte Integralkurve  im  Sinne  wachsender  Werte  der  Hilfs- 
veränderlichen t  durchlaufen  wird  (wie  in  Nr.  169),  so  hat  sie 
in  jedem  Punkte  nicht  nur  dieselbe  Richtung,  sondern  auch 
denselben  Sinn  wie  das  zugehörige  Linienelement. 

Seispiel:  Nehmen  wir  wieder  die  schon  mehrfach  be- 
trachtete Differentialgleichung: 

'  —  —  — 

y      —  y 

an,   indem  wir  X  =^  —  y  und    Y=x   wählen,   so   ergibt   sich 

das  System  (3)  in  der  Form: 

/^x  dx  du 

(ö)  dt--y^    /t  =  ^- 

Infolge  hiervon  ist: 

dt    ~  -"v  dt^y  dt}~^' 

d.  h.  x^  -\-  y'^  =  C^,  wo  C  eine  Konstante  bedeutet.  Büemach 
kann  gesetzt  werden: 

x=C  cos  CO,      y=CsiB.(o. 

Alsdann  ist  co  die  noch  zu  bestimmende  Funktion  von  t,  und 
aus  den  beiden  Gleichungen  (6)  geht  durch  Substitution  dieser 
Werte  dieselbe  Gleichung: 

da 


,    —  1,     d.  h.     (o  =  t  -\-  c 
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hervor,  wobei  c  eine  Koustante  vorstellt.    Somit  erhalten  wir: 

(7)  X  =  C  cos  {t  +  c),       y  =  C  sin  (t  +  c) . 

In  der  Tat  sind  dies  die  Gleichungen  eines  Kreises  um  den 
Anfangspunkt  0  als  Mittelpunkt,  ausgedrückt  mittels  der  Hilfs- 
veränderlichen t,  und  mittels  dieser  Gleichungen  (7)  wird  das 
System  (6)  vollständig  integriert. 


§  2.    Existenzbeweis  beim  Systeme 

dx:dt=X,   dy  :  dt  ^Y. 

678.  Voraussetzungen.  Wir  finden  es  zweckmäßig, 
statt  der  Frage  nach  der  Existenz  von  Lösungen  der  Glei- 
chung y'  =  fix,  y)  zunächst  die  Frage  nach  der  Existenz  von 
Lösungensystemen  des  Systems: 


dx 


'I^-n^^y) 


(1)  '^-X{x,y), 

zu    erledigen.     Es    wird    nämlich    nachher  (in  Nr.  686)   leicht 
sein,  auch  die  erste  Frage  zu  beantworten. 

Wenn  wir  uns  auf  einen  Bereich  von  Stellen  (x,  y)  be- 
schränken, in  dem  X  und  Y  stetig  sind  und  bestmimte  end- 
liche partielle  Ableitungen  erster 
Ordnung  haben,  können  wir 
einer  bestimmt  gewählten  Stelle 
{Xq,  y^)  im  Linern  des  Bereiches 
eine  Umgebung: 


(2) 


^o\<^^>       ?/  — 2/ol<^ 


Mg.  7. 


zuschreiben,  die  völlig  dem  Be- 
reiche angehört,  siehe  Fig.  7. 
Alsdann  gibt  es  zwei  (endliche) 
positive  Zahlen  g  und  g'  derart, 
daß   in   der  Umgebung  (2)   überall    die  Ungleichungen   gelten: 

(3)  I^K^,      \Y\<<h 

(4)  |XJ</,      \X,J<g',      \Y^\<g',      \Y^\<9. 

Die  Zahlen  g  und  g'  werden   in   der  folgenden  Beweisführung 
eine  wichtige  Rolle  spielen. 
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Sind  (x,  y)  und  (x  -{-  /Ix,  y  -\-  zlij)  zwei  Stellen  in  der 
Umgebung  (2),  so  gibt  es  nach  dem  Mittelwertsatze  28  von 
Nr.  137  zwei  positive  echte  Brüche  6  und  %  derart,  daß: 

zJX^X{x+^x,y+zJij)-X{x,y)  =  {X^Jx+X^y)^^^^^^^^^^^^, 
z/r=  Y(x+zlx,  y+^y)  -  Y{x,y)  =  (y.^^+  Vl/U^^.,,^..^, 

wird,  wobei  die  Indizes  angeben,  welche  Werte  statt  x  und  y 
eingesetzt  werden  sollen.  Die  Stellen  (x  -\-  d^x,  y  -\-  d^y) 
und  (x  -j-  d-zix,  y  +  ^^y)  gehören  ebenfalls  der  Umgebung  (2) 
an.  Daher  folgt  aus  (4)  nach  Satz  2,  Nr.  4,  daß  überall  in 
der  Umgebung  (2)  die  Ungleichungen  gelten: 

(5)      iz/X|  <g'(\zJx\  4-  |z/y|),       \zfY\<g{\^x\  +  \^y\). 

Diese  Ungleichungen  werden  wir  später  benutzen. 

679.  Ersatz  einer  Integfralkurve  durch  ein  Polygon. 
Das  System: 

(1)  ^^==^X(x,y),     ^=Y(x,y) 

ordnet  jedem  Punkte  (rr,  y)  des  Bereiches,  wenn  wir  wieder  x 
und  y  als  rechtwinklige  Koordinaten  deuten,  ein  bestimmtes 
Linienelement  zu.  Weil  nun  eine  durch  den  Punkt  [x,  y) 
gehende  Integralkurve  x  =  (p  (t),  y  =  xp  {t)  die  Richtung  des  zu- 
gehörigen Linienelements  zur  Tangentialrichtung  hat,  so  liegt  es 
nahe,  zur  Annäherung  an  eine  der  noch 
völlig  unbekannten  Integralkurven  ein 
Polygon  zu  konstruieren:  Von  Mq 
oder  {xq,  yo)  aus,  siehe  Fig.  8,  wird 
die  Richtung  des  zugehörigen  Linien- 
elements bis  zu  einem  benachbarten 
Punkte  M^  oder  (x^,  y^  verfolgt.  Von 
M^  wird  darauf  in  der  Richtung  des- 
jenigen Linienelements,  das  dem 
Punkte    J\I^    zugeordnet    ist,    bis    zu  *^'  ^' 

einem  benachbarten  Punkte  M^  weiter  gegangen,  usw.  Es  ist 
dann  zu  vermuten,  daß  das  entstehende  Polygon  3IqM^M^  . . . 
einer  Integralkurve  um  so  näher  kommt,  je  kürzer  alle  Strecken 
MqM^,  M^M^,  .  .  .  gewählt  werden.  Dies  werden  wir  in  der 
Tat  in   den  folgenden  Nummern  beweisen.     Wir  gehen   dabei 
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entsprechend  der  in  Nr.  7  aufgestellten  Forderung  rein  analy- 
tisch vor,  wenn  wir  auch  die  geometrische  Veranschaulichung 
der  größeren  Deutlichkeit  halber  heranziehen.  Die  Konstruk- 
tion wird  analytisch  so  wiedergegeben: 

Es  seien  Iq  und  t  zwei  irgendwie,  aber  bestimmt  gewählte 
Werte,  und  vorerst  sei  t^t^  geuiihlt,  weil  dies  für  den  Aus- 
druck der  Formeln  etwas  bequemer  ist.  Das  Intervall  von  t^ 
bis  t  teilen  wir  durch  irgendwelche  wachsende  Zwischenwerte 
t^jt^j  . . .  t^_y  in  etwa  n  Teile.  Nun  berechnen  wir  x^,  y^,  alsdann 
x^,y^  usw.  und  schließlich  x,^^_^,  y„_i  und  ein  letztes  Werte- 
paar X,  y  mit  Hilfe  der  folgenden  Gleichungen: 


(2) 


7-1       ^n-2~~'^n-2(^M-l       ^n-^)'      Vn-\       '11,1-2—  -^  n-2  iß  n-1       h-2)  ^ 

Hierin  sollen  allgemein  X^  und  Y^  die  Werte  von  X  und  Y 
für  die  Stelle  (x-,  y.)  bedeuten.  Es  leuchtet  ein,  daß  die  beiden 
ersten  Gleichungen  die  Koordinaten  x^,  y^  eines  Punktes  il/^ 
auf  der  Geraden  desjenigen  Linienelements  geben,  das  dem 
Punkte  Mq  oder  (x^,  y^^)  zugeordnet  ist,  usw.  Insgesamt  werden 
*v  Wertepaare  x^,yi-,  ^2;!/2  5  •  •  •  ^«-u  2/«-i5  ^;2/  definiert,  zu  denen 
die  Ecken  M^^,  M^,  .  .  .  M^_^,  M  eines  in  M^  beginnenden 
offenen  Polygons  gehören.  Wenn  die  Zerlegung  von  ^  —  ^o  durch 
die  Zwischenwerte  t^,  ^2;  •  •  •  ^«-i  bestimmt  gewählt  worden  ist, 
so  haben  auch  die  Punkte  M^,  M^,  ...M^^_^  und  der  Endpunkt 
M  bestimmte  Lagen.  Zu  jedem  Zwischenwerte  t^  gehört  eine 
Polygonecke  31^  oder  also  ein  Wertepaar  x-,  y^. 

Den  Grenzübergang  vom  Polygon  MqM^M^  .  .  .  M^_]^M 
zu  einer  Kurve,  die  von  Ji^  ausgeht,  führen  wir  gerade  so 
aus,  wie  es  von  Nr.  404  an  im  zweiten  Bande  beim  Nachweise 
der  Existenz  eines  Integrals  geschah:  Wir  schalten  zwischen  i^ 
und  t  immer  mehr  Zwischenwerte  und  zwar  so  ein,  daß  aUe 
Teilintervalle  nach  Null  streben  und  dementsprechend  ihre 
Anzahl,  also  auch  die  Anzahl  der  Gleichungen  (2)  über  jede 
Zahl  Avächst.  Es  soll  vor  allem  gezeigt  werden,  daß  dann  die 
Endwerte  x,  y,  die  sich  aus  den  letzten  Gleichungen  (2)  ergeben, 
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nach  bestimmten  endlichen  Werten  streben.  Ist  dies  geschehen, 
so  wird  daraus  weiter  die  Existenz  von  Integralkurven  bzw. 
Lösungensystemen  folgen. 

Zunächst  muß  untersucht  werden,  ob  die  Stellen  {x^,  y^, 
{^2}  Vi)}  ■  '  •  ip^n-ii  lln-i)  ^^^  (*";  y)  wirklich  in  der  in  voriger 
Nummer  angegebenen  Umgebung  der  Stelle  {Xq,  y^)  liegen. 
Aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  (2)  folgt  wegen  der  Un- 
gleichungen (3)  der  vorigen  Nummer: 

kl  -  ^ol<  ^  (^1  -  ^o);      i  th  -Vo   <9  {h  -  Q- 
Also  liegt   die   Stelle   {x^,  y^)   gewiß   in  der  Umgebung,   wenn 
g  (t^  —  ^q)  <  1:  ist.     In   diesem   Falle   sind   auch     X^^  j  und  [  1\  \ 
kleiner    als   g.      Nun   folgt    weiter  aus   den    vier    ersten    Glei- 
chungen (2)  durch  Addition  je  zweier: 

X2-XQ=Xi(f,^-t^)  -^ XQ{f^-fQ) ,    y,-y^=l\{t^-t^)-\-YQ{t^-tQ) 

und  hieraus: 

I  ^2  -  -^'o  I  <  5'  (^2  —  ^0^;       Ih  -  Vo  \<9(f2—  fo)  • 
Daher  liegt   auch  die  Stelle  (x^,  y.2)   in   der  Umgebung,   wenn 
g{k—t^  <  Tx   ist,  usw.     Weil  t^—t^,  U—fQ,  .  .  .  f„_i  —  t^  sämt- 
lich keiner  als  t  —  f^  sind,  so  ergibt  sich: 
Sobald  t  so  gewählt  ivird,  daß: 

ist,  liegen  alle  Stellen  {x^,y^),  (ä^s ,  ^2)?  •  •  •  (^'„_i ,  ^„_i )  itnd  {x,  y) 
in  der  Umgebung  \x  —  Xq\  <  A',  | .?/  —  ^ol  "<  ''•'  ^''^''  -S'^e/Ze  (Xf^,  y^), 
wie  auch  immer  die  Zwischenwerte  t^,  t^,  .  .  .  t^_^  gewählt  sein 
mögen,  vorausgesetzt  nur,  daß  sie  eine  ivachsende  Folge  bilden. 
Es  bedeute  x  eine  beliebig  klein  gewählte  positive  Zahl. 
Nach  Satz  1,  Nr.  570,  gibt  es  alsdann  eine  positive  Zahl  a^ 
derart,  daß  die  Scliivankung : 

\^X  =\X{x -i- zJx,  y  +  z/y)  -  X(x,y)\ 
der  Funktion  X  in  jener  Umgebung  kleiner  als  t  ist  für 
\zJx\<C^i,  M.'/|<^i-  Ebenso  gibt  es  eine  solche  auf  die 
Schwankung  der  Funktion  Y  bezügliche  positive  Zahl  6^. 
Wird  die  kleinere  der  beiden  Zahlen  (?j  und  ö^  mit  <?  be- 
zeichnet, so  ist  in  der  Umgebung  der  Stelle  {xQ,y^  stets: 
(4)     |z/X|<T,   \/lY\<T     infolge  von     \zlx\<a,  \^y\<6. 
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Werden  mm  alle  Teilintervalle  t.  —  t^,  t.^—  t,  .  .  .  t  —  t     . 

l  U/J  1?  7?—  1 

Meiner  als  6 :  g  angenommen,  so  sind  die  absoluten  Beträge 
aller  Differenzen  x^—  x^,  x^  —  X-y,  .  .  .  x  —  x^_.^^  und  y^  —  Vq, 
y2  —  ifif  '  ■  ■  V  —  Pn-i  nach  (2)  kleiner  als  6,  wegen  \X\<g, 
\Y\<g.     Also  gibt  (4): 

{\X,-X,<r,     \X,-X,\<r,  ...\X-X„_,\<r, 

\\Y,-Y,\<r,     \Y,-Y,\<r,  ...   [Y-Y„_,\<r. 

680.    Eine    endlose    Folge    von    Polygonen.      Wir 

nehmen  eine  endlose  Folge  von  lauter  solchen  abnehmenden 
positiven  Zahlen  r^,  t^,  r^,  -  ■  ■  an,    die  eine  konvergente  Reihe 

Ti  +  T2  +  Tg  H bilden  (wie  z.  B.  die  Folge  1,  i,  i,  |,  •  •  •)• 

Nach  Satz  3,  Nr.  103,  streben  diese  Zahlen  nach  Null.  Zu 
jeder  Zahl  r^  gibt  es  eine  positive  Zahl  6^  derart,  daß  die 
Ungleichungen  (4)  der  letzten  Nummer  bestehen,  wenn  darin 
T  und  ö  durch  x^  und  (J^  ersetzt  werden. 

Wir  konstruieren  nun  statt  des  bisher  betrachteten  Poly- 
gons eine  endlose  Folge  von  Polygonen,  die  sämtlich  von  der 
Stelle  Mq  oder  {Xq^  y^  ausgehen.  Zuerst  teilen  wir  das  Inter- 
vall von  t^  bis  t  durch  Zwischenwerte  t^,  hj  •  •  •  ^n-\  i^  lauter 
Teile,  die  kleiner  als  6-^^'.  g  sind;  zweitens  schalten  wir  zwi- 
schen diesen  Werten  noch  neue  ein  und  zwar  so,  daß  alle 
Teilintervalle  kleiner  als  (?,  :  g  werden,  drittens  schalten  wir 
noch  mehr  Zwischen  werte  zwischen  den  schon  angenommenen 
ein  und  zwar  so,  daß  alle  Intervalle  kleiner  als  ö^'.g  werden,  usw. 
Das  Wesentliche  ist  hierbei,  daß  tvir  hei  jeder  folgenden,  feineren 
Zerlegung  von  t  ~  t^  alle  schon  eingeführten  Zwischenwerte  hei- 
hehalten  und  neue  sii  ihnen  hinzufügen.  Zu  jeder  Teilung  ge- 
hört nach  dem  Vorhergehenden  ein  bestimmtes  von  31^  aus- 
gehendes Polygon  und  also  auch  ein  bestimmtes  Endwertepaar 
x,y,  und  alle  Polygone  liegen  in  der  Umgebung  x  —  X(^\  <  Ä*, 
y  ~  yQ\  <^  ^  ^^^  Stelle  {Xf^,  y^).  Zu  allen  Zwischen  werten,  die 
bei  einer  Teilung  benutzt  worden  sind,  gehören  nicht  nur  alle 
Ecken  des  durch  diese  Teilung  bestimmten  Polygons,  sondern 
auch  Ecken  aller  folgenden  Polygone,  jedoch  nicht  notwendig 
alle  Ecken  der  folgenden  Polygone. 

Es  seien  wie  in  voriger  Nummer  (x^,  y^,  {x.2,  y.,),  .  .  . 
(^n-i>  2/„-i)  und  {x,y)  die  Ecken  des  eisten  Polygons,  die  zu 
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den  Werten  t^,  t^,  ...  t^_^  und  t  gehören.  Sämtliche  Zwischen- 
werte der  zweiten  Teihmg  seien  mit  t^,  t^',  .  .  .  bezeichnet,  und 
die  zugehörigen  Ecken  des  zweiten  Polygons  mögen  die  Ecken 
(^^'i'j  yi)y  (^2'?  ^2')?  ■  •  •  s^i"-  Die  Werte  t^^  t^,  .  .  .  t^_^  gehören 
nach  Voraussetzung  auch  zu  den  Werten  t^,  t^',  ....  Es  sei 
also  etwa: 

d.  h.  wir  nehmen  an,  daß  bei  der  zweiten  Teilung  zwischen  t^ 
und  ^.^j  insgesamt  r-1  Werte  C  +  i>  C  +  2.  •  ■  •  C  +  r-i  ein- 
geschaltet worden  seien. 

Die  Gleichungen  (2)  der  vorigen  Nummer  gelten  für  die 
Ecken  des  ersten  Polygons.  Entsprechende  Gleichungen  be- 
stehen für  die  Ecken  des  zweiten  Polygons,  und  von  ihnen 
wollen  wir  nur  diejenigen  angeben,  die  sich  auf  das  Intervall 
von  t'^  bis  t'^j^^  beziehen: 

m+2        ^m  +  1  ^^m  +  l(^m  +  2~  ^/i  +  lj;       ^m+2~!/„i  +  l  =  ^,n  +  1  V^/« +  2  ~  C  + l)^ 


Hierin  sollen  X/  und  Z/  allgemein  die  Werte  X  (a;^', ;?//)  und 
Y{x^,y^)  bedeuten.  Da  t^n  +  r~^L  oder,  was  nach  (1)  das- 
selbe ist,  t._^^  —  t-  kleiner  als  ö'^  :  g  ist  und  also  umsomehr 
alle  Teilintervalle  der  zweiten  Teilung  kleiner  als  6^ :  g  sind, 
ergibt  sich  nach  den  Formeln  (5)  der  letzten  Nummer: 

SO  daß  wir  schreiben  können: 

wobei  ö^,  ög,  . . .  ö^_i  positive  echte  Brüche  sind  und  es  dahin- 
gestellt bleibt,  mit  welchen  Vorzeichen  sie  auftreten.  Addition 
aller  in  (2)  links  stehenden  Gleichungen  gibt  mithin: 

+  -^i{±öi(C+2-C+i)±---±ö,_x(C+r-C+.-iM- 

Die  in  der  geschweiften  Klammer  stehende  Summe  ist  absolut 
genommen  kleiner  als  C  +  /-~C  +  i7  umsomehr  nach  (1)  kleiner 
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als  t^_^^  —  t-.     Folglich  können  wir  schreiben: 

(4)     ■<+.-<  =  ^«,  yL)  (Ui  -  0  ±  ^iMii^i  -  Q, 

wenn  wieder  -O"^  einen  positiven  echten  Bruch  vorstellt. 

Diese  Formel  (4)  tezielit  sich  auf  die  Differenz  der  Abszissen 
x^^  und  ä:J,+^  derjenigen  beiden  EcJqnmJäe  des  ziveiten  Polygons, 
die  zu  den  unmittelbar  aufeinander  folgenden  Zwischenwerten  t- 
und  t^_^_i  der  ersten  Teilung  gehören,  und  eine  entsprechende 
Formel  ergibt  sich  für  die  Ordinalen. 

Ehe  wir  hieraus  Schlüsse  ziehen,  schalten  wir  wegen  einer 
später  zu  machenden  Anwendung  ein:  Sind  t  und  t  +  z/t  zwei 
unmittelbar  aufeinander  folgende  Zwischenwerte  zwischen  Iq 
und  t  bei  der  (s  —  l)**'"  Teilung  und  gehören  zu  ihnen  die 
Eckpunkte  (j^,  t),),  (j^  +  z/j^,  Ij,  +  z/ijj  des  s'^'^  Polygons,  so 
ergibt  sich  entsprechend: 


(5) 

wobei  '9".,_i  und  i^'g_i  positive  echte  Brüche  vorstellen.  Denn 
das  s*'^  Polygon  steht  zur  (s  —  1)*'^'^  Teilung  in  derselben  Be- 
ziehung wie  das  zweite  Polygon  zur  ersten  Teilung. 

681.    G-renzlage    der   Endpunkte    aller    Polygone. 

Beim  ersten  Polygon   gilt  nach  (2)  in  Nr.  679  die  Gleichung: 

^i  +  i-  ^'i  =  ^  {^iy  Vi)  (*i  +  i  -  0- 
Ziehen  wir  sie  von  der  Gleichung  (4)  der  letzten  Nummer  ab, 
so  kommt: 

K,+r-^i+i=<-^i^(ii+t-*.)  { x{x;^, y'J - xi^i, y^ ± Ti^i } 

so  daß: 

also  nach  (5)  in  Nr.  678: 

K+,- ^,-+1 1 < K- 4 + C^^'+i - ^9  { K- x}\  +  \y'n- Vi )  +  ^i(^i+i- ti) 

ist.  Ebenso  gilt  die  auf  die  Ordinatendifferenz  bezügliche 
Ungleichung: 

\yln^r-yi^l\<\yl-y\^{h.^X-Q9'[.<n-'^iWn-V\  }  +  ''l(^t>l-^i)- 

Addition  der  beiden  letzten  Formeln  ergibt: 
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i^oVo' 


(^M) 


Fig.  9. 


Es  ist  zur  Erzielung  einer  größeren  Übersichtlichkeit 
zweckmäßig,  von  jetzt  an  diejenigen  n  Ecken  des  ziveiten  Poly- 
gons, die  insbesondere  zu  den 
schon  bei  der  ersten  Teilung 
benutzten  Werten  t-^,  ^ ,  .  •  • 
^«-i;  ^  gehören,  mit 

zu  bezeichnen  (siehe  Fig.  9). 
Alsdann  lautet  die  letzte  Un- 
gleichung so: 

I ^ j f  1        ^i  +  \\  ~r    ''A'  + 1        Vi  +  U  ^ 

Sie  wird  etwas  übersichtlicher  und  ist  leichter  zu  handhaben, 
wenn  wir  beiderseits  r^ :  g'  addieren  und  alsdann  rechts  die 
Zahl  1  +  2/(^^.^1—^.)  durch  die  nach  Nr.  117  größere  Zahl 

e^9'{ti  +  x-h)  =  1  +  2/a.^i  _  ^.)  +  .  .  . 
ersetzen.     Es  kommt  nämlich  so: 

Diese  Ungleichung  gilt  für  i  =  0,  1,  2,  . . .  «  —  1.  Natürlich 
sind  t^,  x^,  ?/„,  1,^,  rj^^  durch  i,  x,  y,  |,  ri  zu  ersetzen;  es  sind 
dies  die  auf  die  Endpunkte  beider  Polygone  bezüglichen  Größen. 
Außerdem  ist  ^^  =  Xq  und  i^o  =  iJq,  weil  beide  Polygone  an  der 
Stelle  (xq,  ^0)  beginnen.  Multiplizieren  wir  alle  n  Unglei- 
chungen miteinander,  so  ergibt  sich  infolgedessen  einfach: 

||-:r|  +  |,;-,/l<^{e2/(^-fo)_lj.^ 
so  daß  umsomehr  einzeln: 

"  y 

ist.  Die  linken  Seiten  sind  die  absoluten  Beträge  der  Diffe- 
renzen zwischen  den  Koordinaten  der  Endpunkte  des  zweiten 
und  ersten  Polygons,  siehe  Fig.  9. 

Die  Beziehung  zwischen  den  Endpunkten  der  beiden  ersten 
Polygone    ist    dieselbe     wie     die     zwischen     den    Endpunkten 
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irgend  zweier  aufeinanderfolgender  Polygone  aus  der  endlosen 
Reihe  von  Polygonen,  die  wir  in  Nr.  680  konstruiert  haben. 
Wenn  wir  daher  von  jetzt  an  allgemein  mit  i^,  t)^  die  Koordi- 
naten des  EndpunJdes  des  s'^"  Polygons  bezeichnen,  so  gelten  die 
Ungleichungen: 

für  alle  Indizes  s  =  2,  3,  4,  .  .  ..     Nun  aber  ist: 

L  -  h  =  ih  -  h)  +  fe  -  £2)  +  ■  •  •  +  (h  -  h~i), 


(2) 

\  -  9i  =  i^)2  -  i)i)  +  (^3  -  92)  +  •  •  •  +  (9.  -  t}.-i). 

Die  rechten  Seiten  werden  für  lim  s  =  oo  unendliche  Reihen 
und  sind  dann  wegen  Satz  8,  Nr.  104,  imhedingt  konvergent, 
denn  die  absoluten  Beträge  ihrer  Glieder  sind  nach  (1)  kleiner 

als  die  Glieder  der  nach  Nr.  680  konvergenten  Reihe  t^  +  Tg  H , 

nachdem  man  diese  mit 

JL   [Q^9'{t-Q  _  l  \ 
9'    '  ' 

multipliziert  hat.  Folglich  haben  i^  —  i^  und  t)^  —  \\  für 
lim  s  =  <x>  bestimmte  endliche  Grenzwerte,  daher  auch  J^  und 
t),  selbst.     Wir  haben  also  gefunden: 

Die  Koordinaten  des  Endpunläes  {i^,  l)J  des  s'""  Polygons 
streben  für  lim  s  ==  00  nach  bestimmten  endlichen  Werten,  und 
zwar  liegt  die  zugehörige  Stelle  mit  allen  Ecken  aller  Polygone 
in   der  Umgebung: 

\x-X(,\<Jc,      \y-yQ\<k 

des  Anfangspimldes  {x^,  y^  aller  Polygone. 

682.  Vervollständigung  der  Betrachtung.  Die  Her- 
stellung der  immer  feiner  werdenden  Teilungen  des  Intervalles 
von  ^0  bis  t,  die  wir  in  Nr.  680  ausführten,  ist  von  besonderer 
Art,  weil  bei  jeder  folgenden  Teilung  alle  Zwischenwerte  der 
vorhergehenden  Teilung  mit  benutzt  wurden.  (Vgl.  die  ent- 
sprechende Bemerkung  in  Nr.  407.)  Es  soll  jetzt  gezeigt 
werden,  daß  man  immer  zu  denselben  Grenzwerten  der  Eud- 
koordinaten  der  Polygone  kommt,  von  welcher  Teilung  des 
Intervalles  man  auch  ausgehen  mag,  vorausgesetzt,  daß  alle 
«81,  682] 
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Teilintervalle  nach  Null  streben  und  ihre  Anzahl  demgemäß 
über  jede  Zahl  wächst. 

Es  sei  T  eine  beliebig  klein  gewählte  positive  Zahl.  Zu 
ihr  gibt  es  nach  (4)  in  Nr.  679  eine  positive  Zahl  6  derart, 
daß  die  Schwankungen  der  Funktionen  X.  und  Y  kleiner  als  t 
werden,  sobald  sich  x  und  y  um  weniger  als  ö  ändern.  Wenn 
wir  das  Intervall  von  t^  bis  t  in  Teile  zerlegen,  die  sämtlich 
kleiner  als  6  :  g  sind,  so  trifft  dies  für  die  Unterschiede  der 
Koordinaten  der  aufeinanderfolgenden  Ecken  des  zur  Teiluag 
gehörigen  Polygons  zu,  nach  (5j  in  Nr.  679. 

Nun  seien  zwei  verschiedene  Teilungen  des  Intervalles 
von  /q  bis  t  angenommen  und  durch  Einschaltung  hinreichend 
vieler  Zwischenwerte  so  weit  verfeinert  worden,  bis  alle  Teil- 
differenzen kleiner  als  6  :  g  geworden  sind.  Die  Koordinaten 
der  Endpunkte  der  beiden  zugehörigen  Polygone  seien  jj,  t)j 
und  jjj,  ^jj.  Ein  dritte  Teilung  sei  dadurch  hergestellt,  daß 
alle  Zwischenwerte  der  ersten  und  alle  Zwischenwerte  der 
zweiten  Teilung  zusammen  benutzt  werden,  und  es  seien 
Jra;  9ni  ^i®  Koordinaten  des  Endpunktes  des  zugehörigen 
Polygons. 

Weil  hiernach  die  dritte  Teilung  sowohl  aus  der  ersten 
als  auch  aus  der  zweiten  durch  eine  solche  Verfeinerung  der 
Zerlegung  gewonnen  worden  ist,  bei  der  auch  alle  Zwischen- 
werte der  ersten  bzw.  zweiten  Teilung  zur  Verwendung  kommen, 
so  sind  nach  (1)  in  voriger  Nummer  sowohl 

I?m-Eil  und  lt)in-t)il 
als  auch 

i'm-i'ni  und  Qut  -  t)n 
kleiner  als 

9    '  ' 

Infolge  des  Satzes  2  von  Nr.  4  sind  demnach  jjj  —  jj  |  und 
|t)ji  — t)j|  kleiner  als  das  Doppelte  dieser  Größe,  die  aber  für 
lim  r  =  0  verschwindet.  Demnach  ist  in  der  Tat  beim  Grenz- 
übergange nur  der  eine  Umstand  wesentlich,  daß  alle  Teil- 
intervalle von  t  —  t^  nach  Null  streben  und  dementsprechend 
ihre  Anzahl  über  jede  Zahl  wächst. 

Hieraus  folgt  noch  mehr:  Ist  t'  irgend  ein  Wert  zwischen 
t^   und   t,    so   können   wir    ihn    von  vornherein   als   Zwischen- 
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wert  wählen  und  bei  allen  Verfeinerungen  der  Teilung  bei- 
behalten, so  daß  also  zu  ihm  Ecken  aller  Polygone  gehören. 
Daraus  folgt  weiter:  Was  wir  für  das  ganze  Intervall  von  t^j 
bis  t  bewiesen  haben,  gilt  auch  für  jedes  bei  t^  beginnende 
Teilintervall,  d,  h.  nicht  nur  zum  Endwerte  t  ergibt  sich  eine 
Grenzlage  der  Polygonecken,  sondern  auch  zu  jedem  zwischen 
Iq  und  t  gelegenen  Werte.  Die  Größe  t  war  nach  (3)  in 
Nr.  679  einzig  und  allein  der  Bedingung  0  <  ^—  ^q  <  ä;  :  g  unter- 
worfen.   Folglich  ergibt  sich  zu  jedem  Werte  t  im  Intervalle: 

(1)  ^0  <  ^  <  ^0  +  I 

ein    bestimmtes    endliches   Wertepaar  x,  y    als   das   Paar   der- 
jenigen Grenzwerte,   nach  denen  die  Koordinaten  der  zu  t  ge- 
hörigen  Polygonecken   streben,   und   zwar  liegt   dies   Paar  im 
Bereiche  \x  —  Xq\  <ik,  \y  —  yol  <iJ^-     Mit  anderen  Worten: 
Es  gibt  im  Intervalle  zwei  solche  Funldionen: 

(2)  x==cp{t),      y  =  tit), 

die  für  t  =  t^  die  Werte  Xq,  y^^  haben  und  deren  geometrisches 
Bild  eine  Linie  ist,  nach  der  alle  Ecken  aller  von  der  SteUe 
(Xq,  yo)  aus  konstruierbaren  Polygone  bei  dem  Grenzübergange 
streben. 

Der  größeren  Bequemlichkeit  des  Ausdrucks  wegen  setzten 
wir  in  Nr.  679  insbesondere  t^t^  voraus.  Hätten  wir  t  <itQ 
gewählt,  so  hätte  es  genügt,  die  neue  unabhängige  Veränder- 
liche T  =  —  t  einzuführen,  um  zu  der  bisher  gemachten  An- 
nahme zurückzukehren.   Der  Variabilüätshereich  der  Fmildionen 

(2)  von  t  ist  demnach  der  Bereich: 

(3)  \t-io\<j' 

683.  Existenz  eines  Systems  von  Lösungen.    Wir 

müssen  nun  beweisen,  daß  die  Funktionen: 

(1)  .^•  =  9'(0;     y  =  t{t), 

deren  Vorhandensein  im  Intervalle  |  i^  —  Iq  <.]h'.  g  feststeht,  ein 
Lösungensystem  des  in  Nr.  678  vorgelegten  Systems: 

(2)  Tt-^^^'y)'    Tt-^^^'y) 

von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  bilden. 
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Es  sei  t  irgend  ein  erlaubter  Wert,  ebenso  t  -{-  ^t  und 
z/^  >  0.  Doch  sei  zit  kleiner  als  6^_^  :g  gewählt,  wobei  a^_^ 
die  auf  die  (5  —  1)*^  Teilung  in  Nr.  680  bezügliche  positive 
Zahl  bedeutet.  Wir  dürfen  dann  annehmen,  daß  t  und  t  -\-  ^t 
unmittelbar  aufeinanderfolgende  Zwischenwerte  der  (s  —  l)'^"* 
Teilung  sind.  Zu  ihnen  gehören  Ecken  (y^,  t)J  und  (j^  +  z/y^, 
t),  +  z/tjj  des  s*«"^  Polygons,  für  die  nach  (5)  in  Nr.  680: 


(3) 

ist.  Dabei  bedeuten  %-^_^  und  ^[_^  positive  echte  Brüche,  und 
es  bleibt  dahingestellt,  mit  welchen  Vorzeichen  sie  in  diesen 
Formeln  auftreten. 

In  Nr.  680  setzten  wir  voraus,  daß  t^  +  r,  +  •  •  •  eine  kon- 
vergente Reihe  von  lauter  positiven  Gliedern  sei.  Sie  bleibt 
konvergent,  wenn  wir  die  auf  t^_^  folgenden  Glieder  bis  etwa 
zum  Gliede  x^^_^  streichen.  Dies  bedeutet:  Wir  können  auf 
die  (s  —  1)'^  Teilung  unmittelbar  die  w*^  folgen  lassen,  so  daß 
für  die  zu  t  und  t  -\-  zlt  gehörigen  Ecken  (j^,  t)J  und 
(j„  +  ^?„,  t)„  +  z/ljj  des  w*^"^  Polygons  entsprechend  (3)  die 
Formeln  gelten: 

in  denen  ^„_i  und  -d"^.!  positive  echte  Brüche  sind.  Die 
Formeln  gelten  für  jeden  Iudex  n  ^  s,  sobald  man  nur  die 
positive  Größe  zlt  <  «?^_i  :  g  wählt.  Wird  dagegen  zJlt  negativ 
angenommen,  aber  immer  noch  so,  daß  \zJt  <  (3^_-^  :  g  ist,  so 
geht  die  zu  t  -\-  zJt  gehörige  Ecke  der  zu  t  gehörigen  voran, 
d.  h.  dann  haben  wir  statt  (4): 

l-z/t)„  =  -r(f„  +  z;y„,  i)„-\-zi\)„)zJt  +  r^_,^:,_,zlt, 
Für  lim  n  =  oc  ist  lim  t^  ==  0  und  nach  (1): 

lim  j^  =  a:  =  gp  (t),        lim  t)^  =  y=tl;  (t), 
dagegen : 

lim  (i-„  +  z^y  =  <p(t  +  zli)  =  q>  (0  +  z/(p{t), 
lim  (t)„  +  z/l)J  =  1^'  C^  +  z/O  =  V'  (0  +  ^^(0- 
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Demnach  folgt  aus  (4)  für  z/^  >  0: 


(6) 

und  aus  (5)  für  /it  <  0: 


wobei  ö  und  6'  zwischen  0  und  1  liegen.  Für  limz/^  =  0 
haben  die  rechten  Seiten  von  (6)  und  (7)  die  Grenzwerte  Null, 
d.  h.  g)  (t)  und  ^  (t)  sind  stetige  FunJctionen  von  t. 

Dividieren  wir  die  Formeln  (6)  bzw.  (7)  mit  ^t  und 
lassen  wir  alsdann  s  zur  Grenze  oo  übergehen,  so  ist  auch 
limT^_i  =  0  und  lim  zi^  =  0,  weil  der  Unterschied  zwischen 
zwei  aufeinanderfolgenden  Zwischenwerten  t  und  t  -\-  zlt  nach 
Null  strebt.  Da  ferner  X  und  Y  stetige  Funktionen  sind,  so 
folgt  dabei  sowohl  aus  (6)  als  auch  aus  (7): 

ob  nun  zJt  von  positiven  oder  negativen  Werten  aus  nach 
Null  strebt.  Dies  aber  besagt:  Die  FunJctionen  (p{t)  und  tl^iß) 
haben  die  Ableitungen: 

(8)  cp'it)  =  X(^,  ii),       i,\t)  =  r(qp,  ^). 

Sie  stellen  daher  ein  System  von  Lösungen  des  Systems  (2)  dar. 
Überdies:  Die  Ableitungen  (p'{t)  und  il^'{t)  sind  stetig.  Die 
Grenzlage  der  Jconstruierten  Polygone  ist  demnach  eine  Integral- 
kurve  des  Systems  (2). 

Mithin  können  wir  die  Ergebnisse  so  zusammenfassen: 
Sat0  1:  Es  liege  ein  System  erster  Ordnung  von  zivei  ge- 
wöhnlichen Differentialgleichungen : 

mit  zwei  unbekannten  Funktionen  x  und  y  der  unabhängigen 
Veränderlichen  t  vor.     Innerhalb  der  Umgebung: 

\x  —  XQ\<k,     \y-yo\<'k 

einer  bestimmten  Stelle  (3?^,  y^  seien  die  beiden  Funktionen  X 
und  Y  von  x  und  y  stetig,  so  daß  ihre  absoluten  Beträge  unter- 
«83] 


§  2.     Existenzl)eweis  beim  Systeme  dx:dt=X,  dy:dt^=^  Y.      49 

halb  einer  gewissen  endlichen  Grenze  g  bleiben.  Auch  sollen  die 
beiden  Funktionen  in  dieser  Umgebung  überall  bestimmte  endliche 
partielle  Ableitungen  erster  Ordnung  haben.  Alsdann  gibt  es, 
wenn  der  Anfangswert  Iq  von  t  beliebig  geiväMt  wird,  ein  System 
von  Lösungen: 

die  für  t  =  t^  die  Anfangswerte  Xq  und  «/q  hahen  und  in  dem 
Intervalle : 

K-^oi<7 

stetige  Funktionen  von  t  mit  stetigen  Ableitungen  erster  Ordnung 
sind.  Für  jeden  Wert  von  t  innerhalb  des  Intervalles  liegt  die 
zugehörige  Stelle  (x,  y)  in  der  angegebenen   Umgehung  der  Stelle 

(*'o7  Vq)- 

684:.   Die  Lösungen  als  Funktionen  der  Anfangs- 

werte.     Statt  der  Anfangsstelle  {Xq,  i/q)  nehmen  wir  jetzt  eine 

andere  Anfangsstelle  (x^|,  y^)   an,   und   zwar  sei   eine   positive 

Zahl  h^^  <  k  gewählt  und  vorgeschrieben: 

(1)  \^ö  —  ^^<hj     \y<^-yo\^K 

Der  neue  Anfangspunkt  Mq  oder  (x^,  y^)  liegt  alsdann 
im  Innern  oder  auf  dem  Rande  desjenigen  der  alten  Anfangs- 
steUe  Mq  umschriebenen  Quadrates,  dessen  Seiten 
den  Achsen  parallel  sind  und  die  Länge  2Aq<C2/i; 
haben,  siehe  Fig.  10.  Wir  können,  von  Mq 
ausgehend,  wie  in  Nr.  679  ein  Polygon  kon- 
struieren und  werden  beweisen,  daß  es  ebenfalls 
innerhalb  der  Umgebung: 

(2)  \x-XQ\<k,       y-yo\<k 

verbleibt,  sobald  nur  solche  Werte  von  t  gestattet  werden, 
die  dem  Intervalle  angehören: 

(3)  It-toK—-"- 

Es  sei  nämlich  t  irgendwo  im  Intervalle  (3)  gewählt. 
Zwischen  t^  und  t  schalten  wir  wie  in  Nr.  679  der  Reihe  nach 
beständig  wachsende  oder  beständig  abnehmende  Zwischenwerte 
^1?  h}  •  •  •  K,-i  ^i^  (J6  nachdem  ^  >  /q  oder  ^  <  ^o  ist)  und  be- 
trachten gleichzeitig  zwei  zugehörige  Polygone,   indem  wir   ein- 
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mal  von  der  alten  AnfangssteUe  M^  und  dann  von  der  neuen 
Anfangsstelle  M^  ausgehen.  Zu  jedem  Zwischenwerte  t^  ge- 
hört eine  Ecke  If-  bzw.  M!  des  alten  bzw.  neuen  Polygons, 
zu  dem  Endwerte  t  ein  Endpunkt  M  bzw.  M'.  Die  Koordi- 
naten der  Ecken  des  ersten  Polygons  werden  durch  die  Glei- 
chungen (2)  von  Nr.  679  bestimmt;  entsprechende  Gleichungen 
gelten  beim  zweiten  Polygon.  Wir  wollen  die  auf  das  zweite 
Polygon  bezüglichen  Größen  mit  dem  Akzent  versehen  und 
stellen  hier  nur  diejenigen  beiden  Formelreihen  einander  gegen- 
über, die  sich  auf  die  Ähsmssen  der  Ecken  beider  Polygone 
beziehen : 

x^  —  Xy  =^i(^2— ^i)j       a)\ 


(4) 


x^  ^ x^    =  Aj^  (t^     r^j, 


^  ~  ^n  -1  "~  ^"  -1  (^  ~  ^n-l  )■ 


Hierin  hat  X^  den  Wert  X{x.,  y^  und  X.'  den  Wert  X{x!,  y-). 
Weil  die   Stelle   {xq\  y^)   in   dem   Bereiche   (2)   liegt,    ist 
|Xo'|<^,  nach   (3)   in   Nr.  678,  und   da   sich   die   erste   Glei- 
chung (5)  in  der  Form: 

schreiben  läßt,  gibt  sie  also  mit  Rücksicht  auf  (1): 

'^i  ^0 1  *^  "0  ~r  ^  ri  ^0  ;  • 
Dieser  Wert  ist  aber  nach  (3)  kleiner  als  h  Das  Entsprechende 
folgert  man  für  1^//—  ^oi?  d.  h.  die  Stelle  {x^,  y^')  liegt  in  dem 
Bereiche  (2).  Mittels  desselben  Schlußverfahrens  zieht  man  aus 
den  übrigen  Gleichungen  (5)  die  Folgerung,  daß  überhaupt 
alle  Ecken  des  neuen  Polygons  im  Bereiche  (2)  gelegen  sind, 
denn  alle  Werte  h^^  -\-  9%  —  ''^q\  ^^"^  kleiner  als  h,  so  auch  der 
letzte  Wert  /^o  +  ^  1^  ~  ^ol- 

Zur  Abkürzung  führen  wir  für  die  Differenzen  zwischen 
den  Werten  der  Größen,  die  sich  auf  das  zweite  und  erste 
Polygon  in  gleicher  Weise  beziehen,  die  Zeichen  ein: 

^Xq  =<  -Xq,    /ix^  =<  -^'i,  . . .  ^x^_^  =<_i  —^„-1,    zlx=x-x 

^2/o  =^o'  -y^i  ^^1  =yy  —y^^  ■■•^Hn-i  -y'n-i  -Pn-u  ^y=y'-y 
z^Xo=x;-Xo,  z^x,=x/-x„...zyx„_,=x:_,-x„_„ 
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Nun    liefert    die    Subtraktion    entsprechender    Gleichungen   (4) 
und  (5)  sowie  der  auf  die  Ordinaten  bezüglichen  Gleichungen: 


(7) 


Nach  (5)  in  Nr.  678  ist  aber  allgemein: 

(8)     \z]X,  <g{\zlx,  -^\^y,\],     \JY,\<g\\Ax,\^\^y,\\. 

Demnach  gibt  die  erste  Gleichung  (7)  mit  Rücksicht  auf  (1): 

\^x^\  <\  +  2g'Wt^—tQ\, 

also  umsomehr  nach  Nr.  117: 

\^x^\<\e^'^'\*^-*°' . 

Dieselbe  Ungleichung  gilt  für  ^y^  statt  /Jx^.  Daher  gibt  die 
in   (7)  linksstehende   zweite  Gleichung  mit  Rücksicht  auf  (8): 

\zix,\<h,e^^''^^^-*'\[l  -{-2g'\t,-t,\], 

so  daß  umsomehr: 

wird,  usw.  Schließlich  finden  wir  ebenso  für  die  Differenzen 
der  Koordinaten  x,  y  und  x,  y  der  Endpunkte  M.  und  M'  des 
alten  und  neuen  Polygons  die  Ungleichungen: 

(9j  Ax\  <  \e^'J'  '-'-^,       \^y\<  K^^^'  '"'"'• 

Da  diese  Ungleichungen  von  den  benutzten  Zwischen- 
werten  t^,t^,  ...  t^_^  frei  sind,  gelten  sie  auch  bei  dem  Grenz- 
übergange, der  von  den  Polygonen  zu  Integralkurven  führt. 
Dies  besagt:  Es  werde  der  Anfangspunkt  M^  oder  (xq,  y^) 
der  zweiten  Integralkurve  in  dem  durch  (1)  bestimmten  Qua- 
drate um  den  Anfangspunkt  M^  oder  {xq,  y^)  der  ersten  In- 
tegralkurve und  t  in  dem  Intervalle  (3)  gewählt.  Alsdann  ist 
der  zu  t  gehörige  Punkt  M'  oder  [x',  y)  der  zweiten  Integral- 
kurve  in  derjenigen  Umgebung  des  zu  t  gehörigen  Punktes  71/ 
oder  {x,  y)  der  ersten  Integralkurve  gelegen,  die  durch: 

(10)  x'~x\</i,      \y'-y\<h 
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angegeben  wird. 


Dabei  bedeutet 


h  die  Zahl: 

(11)  h 


7/  fß:/'.t-to 


Fig.  11. 


die   für   t  =  t^   den  Wert   h^  bat. 
Siebe  Fig.  11. 

Nach  Satz  1  der  vorigen 
Nummer  werden  die  beiden  Inte- 
gralkurven durch  Punktionen  von  t 
dargestellt,  die  nebst  ihren  Ab- 
leitungen erster  Ordnung  stetig 
sind.  Da  sich  für  verschiedene 
Anfangsstellen  verschiedene  Integralkurven  ergeben,  so  sind 
diese  Funktionen  nicht  nur  von  t,  sondern  auch  von  den  Koor- 
dinaten der  AufaugssteUen  abhängig.     Demgemäß  seien: 

(12)  X^  qj  {t,  X^,  ^o).        y  =  '^  {h  ^o;  ^o) 

die  Gleichungen  der  ersten  und  entsprechend: 

die  der  zweiten  Integralkurve.  Die  beiden  letzten  Gleichungen 
können  wir  nach  (6)  so  schreiben: 

x  +  zlx  =  (p{t,  Xq  +  Jxq,  y^  +  z/^o), 

y  +  ^y  =  t  (t,  ^0  +  ^^o;  y^  +  ^y^), 

d.  h.  ^x  und  ^y  sind  diejenigen  Zunahmen  z/g?  und  z/^,  die 
den  Funktionen  (12)  zukommen,  wenn  Xq  um  zIXq  und  y^  um 
z/7/q  wächst.  Somit  las.sen  sich  die  Ungleichungen  (10)  so 
schreiben: 

und  zwar  bestehen  sie  infolge  von: 

^^o<K,  \^yo\<K- 
Da  nun  h  nach  (11)  mit  h^  ver- 
schwindet, so  folgt:  Es  sind 
(p  (t,  Xq,  i/o)  und  xl>  {i,  x^,  y^  stetige 
FunMionen  der  beiden  Anfangs- 
ii:erte  x^  und  yQ. 

Wählen     wir     insbesondere 
Fig.  12.  ^yo  =  0;  d.  h.  die  neue  Anfangs- 
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stelle  Mq  auf  der  durch  M^  gehenden  Parallele  zur  Abszissen- 
achse, siehe  Fig.  12,  so  können  wir  etwa  \^Xq\  =  h^  nach  (1) 
annehmen.     Alsdann  folgt   aus   (9)  durch  Division  mit  \^Xq\: 


(13) 


Jx 


Jx^ 


<  e^'/\t-to\^ 


^x^ 


<e 


3y'\t-to' 


d.  h.  diejenigen  Differenzenquotienten  der  Funktionen  (p  (t,  Xq^  y^ 
und  t  {ty  Xq,  y^),  die  hervorgehen,  ivemi  Xq  um  zJXq  wächst,  aher 
y^  und  t  ungeändert  hleibt,  sind  ihren  absoliden  Beträgen  nach 
unterhalb  einer  endlichen  Grenze  gelegen,  sobald  zIXq  hitp- 
reichend  Mein  gewählt  tcorden  ist. 

Aus  diesen  Ungleichungen  (13)  werden  wir  erst  in  Nr.  692 
weitere  Folgerungen  ziehen.     Vorläufig  hat  sich  ergeben: 

Satz  2:  Es  liege  ein  System  erster  Ordnung  von  zwei  ge- 
wöhnlichen Differentialgleichungen : 

^^=X{x,y),       '^=Y(x,y) 

mit  ztvei  unbeJcannten  Funktionen  x  und  y  der  unabhängigen 
Veränderlichen  t  vor.  Innerhalb  eines  geivissen  Bereiches  seien 
die  beiden  Funktionen  X  und  Y  von  x  und  y  stetig  und  mit 
bestimmten  endlichen  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  ver- 
sehen. Alsdann  gibt  es,  ivenn  der  Anfangswert  t^  von  t  beliebig, 
aber  bestimmt  gewählt  worden  ist,  in  der  Umgebung  jeder  Stelle. 
{xq,  i/o)  des  Bereiches  ein  System  von  Lösungen: 

x  =  cp{t,  Xq,  yo),      y  =  t  {t,  Xq,  i/o), 

die  für  t  =  t^  die  Anfangsiverte  Xq  und  y^  haben  und  für  alle 
Werte  von  t  innerhalb  einer  geivissen  Umgebung  des  Wertes  f^ 
stetige  Funktionen  von  t  mit  stetigen  Ableitungen  erster  Ordnung 
sind.  Überdies  sind  diese  Funktionen  cp  und  i/^  auch  stetige  Funk- 
tionen der  beiden  Anfangsiverte  x^  und  y^. 

685.  Ein  besonderer  Fall.  Es  kann  sein,  daß  die 
beiden  Funktionen  X  und  Y  an  der  Stelle  (x^,  y^)  verschwinden. 
Alsdann  liefert  die  in  Nr.  679  benutzte  Konstruktion  gar  kein 
Polygon,  da  aUe  Ecken  (rr^,  y,),  {x^,  y.),  •  ■  ■  (x„_^,  y„_^)  und 
{x,  y)  mit  der  Stelle  (Xq,  y^)  nach  den  Gleichungen  (2)  ebenda 
zusammenfallen.  Demnach  ergibt  sich  auch  beim  Grenzüber- 
gange keine  Integralkurve,  sondern  nur  der  Punkt  (Xq,  y^). 
In  der  Tat  werden  die  Gleichungen  des  Systems: 
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(1)  '^=X{x,y),       ''-i=-Y{x,y) 

unter  der  Voraussetzung: 

(2)  X  {x^  ,yo)  =  0,       Y  (x^ ,  .?/o )  =  0 
durch  das  Lösungensystem  befriedigt: 

(3)  x  =  Xo,      2/  =  yo, 

das  aus  zwei  Konstanten  besteht.  Denn  hier  ist  dx  :  dt  ^  0 
und  dy  :  dt  =  0.  Man  muß  also  den  Punkt  (x^,  y^)  in  diesem 
Falle  als  ein  Integralgebilde  bezeichnen. 

Dies  entspricht  auch  der  geometrischen  Deutung:  Im  vor- 
liegenden Falle  nämlich  ordnet  das  System  (1)  dem  Punkte 
(Xq,  y^)  nicht  ein  bestimmtes  Linieneleraent,  sondern  alle  Linien- 
elemente zu,  die  von  ihm  ausgehen,  da  für  den  Winkel  t 
des  Elements  mit  der  :r- Achse: 

sin  t  :  cos  t  =  F(a;,  tj)  :  X{x,  y) 

ist  (vgl.  Nr.  677)  und  sich  also  infolge  von  (2)  für  die  Stelle 

(«o>  ^o)  ergibt: 

sinr  :  cost  =  0:0. 

Wenn  man  will,  kann  man  einen  Punkt  {x^,  y^)  als  die  Grenz- 
lage einer  zusammengeschrumpften  geschlossenen  Kurve  auf- 
fassen, so  daß  die  Grenzlageu  der  Linienelemente  der  Kurve 
alle  Linienelemente  des  Punktes  sind. 

Beispiel:    Das  Sj^stem 
...  dx  dii 

(4)  dT  =  ^'   Tt-y 

ist  leicht  zu  integrieren,  denn  es  liefert: 

d\nx  _  ^  dlny .. 

'^dT^     '       ~dt  ' 

d.  h.  Ina;  =  ^  4-  konst.,  Xuy  =  t  -{-  konst.  oder: 

(5)  x  =  Ae\      y  =  Be', 

wobei  Ä  und  B  willkürliche  Konstanten  bedeuten.  Diese  Glei- 
chungen ziehen  x  :  y  =  Ä  :  B  nach  sich  und  stellen  also  einen 
beliebigen  Strahl  vom  Anfangspunkte  0  des  Koordinatensystems 
aus  vor,   siehe  Fig.  13.     Alle   Strahlen  von    0  aus   sind   dem- 
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nach  IntegTalkurven.  Für  den  Anfangspunkt  selbst  aber  sind 
die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  (4)  gleich  Null,  d.  h.  der 
Punkt  0  ist  für  sich  ein  Integralgebilde.  Die  Linienelemente, 
die  das  System  f4)  den  Punkten  der  Ebene  zuordnet,  liegen 
samt  und  sonders  auf  den  Strah- 
len durch  0;  dem  Punkte  0 
selbst  gehören  alle  von  ihm 
auso-ehenden  Elemente  infolge 
von  (4)  zu. 

Bei  diesem  Beispiele  ist 
nun  Eines  hervorzuheben:  Das 
Lösungensystem  (5)  stellt  zwar 
einen  Strahl  von  0  aus  vor,  je- 
doch sobald  Ä  und  5  nicht  beide 
gleich  Null  sind,  gehört  der 
PunJct  0  seihst  niclit  zu  dieser 
Jntegralkurve,    weil    ja    e*   für 

keinen  endlichen  Wert  von  t  verschwindet.  Wenn  aber 
^  =  JB  =  0  gewählt  wird,  stellt  (5)  gar  nicht  mehr  eine  Ge- 
rade, sondern  für  alle  Werte  von  t  nur  den  Punkt  0  vor.^ 
Man  beachte  auch  den  Sinn  der  Richtungen  der  Linien- 
elemente, der  sich  daraus  ergibt,  daß  sin  t :  cos  x  =  y  :  x  ist 
und  sinr  bzw.  cos  t  dasselbe  Vorzeichen  wie  y  bzw.  x  hat. 

Es    wurden  wohlbemerkt  nicht   die  Vollgeraden   durch  0, 

^sondern    nur    die    von    0    ausgehenden    Strahlen    als    Integral- 

kurven    bezeichnet.      In    der   Tat   stellen    die    Gleichungen   (5) 

bei    gegebenen    Werten    von    A    und    B    nur    einen    solchen 

Strahl  dar. 


Flg.  13. 


§  3.    Existenzbeweis  bei  der  Gleichung  if  =  f{x,  y). 

686.  Anwendung  der  Ergebnisse  auf  eine  ge- 
wöhnliche Differentialgleichung  erster  Ordnung  in 
aufgelöster  Form.  Wir  kehren  zur  Betrachtung  der  ge- 
wöhnlichen Differentialgleichung : 

(1)  y'==f{^,y) 

zurück    (vgl.  Nr.  676)    und    setzen    voraus,   daß    die   Funktion 
f{x,  y)   der  beiden  Veränderlichen  x  und  y  in  einem  gewissen 
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Bereiche  stetig  sei  und  bestimmte  endliche  partielle  Ableitungen 
erster  Ordnung  habe.  Wird  eine  Stelle  (Xq,  y^)  im  Innern 
des  Bereiches  beliebig,  aber  bestimmt  gewählt,  so  kann  mau 
ihr  eine  Umgebung: 

(2)  {x  —  x^lKh,      \y  —  yo\<^ 

zuschreiben,  die  völlig  dem  Bereiche  angehört.  Es  gibt  daher 
eine  (endliche)  positive  Zahl  g  derart,  daß  überall  in  der  Um- 
gebung (2): 

\f{x,y)\<9 

ist. 

Die    Differentialgleichung    (1)    läßt    sich    insbesondere    in 

der  Form: 

dy  —  f(x,  y)  dx  =  0 

als  totale  Gleichung  schreiben  und  ordnet  sich  somit  der 
Form  (1)  in  Nr.  677  unter,  wenn  darin  X  =  1,  Y  =  f{x,y) 
gesetzt  wird,  so  daß  sie  nach  (3)  in  Nr.  677  zu  dem  Systeme: 

führt,  in  dem  t  die  unabhängige  Veränderliche  ist  und  x  und  y 
unbekannte  Funktionen  von  t  bedeuten.  Auf  das  System  (3) 
läßt  sich  der  Satz  1  von  Nr.  683  anwenden.  Danach  gibt  es 
ein  System  von  Lösungen: 

(4)  x  =  (p{t),      y  =  t{t),  ^ 

die  für  t  =  t^  die  Anfangswerte  Xq  und  y^  haben  und  in  dem 
Intervalle 

(5)  U-^ol<| 

stetige  Funktionen  mit  stetigen  Ableitungen  erster  Ordnung 
sind.  Überdies  gehört  jedes  durch  (4)  bestimmte  Wertepaar 
X,  y  der  Umgebung  (2)  an. 

Wegen  der  ersten  Gleichung  (3)  muß  aber: 

i^-h   d.h.   „(O-^  +  c 

sein,  wo  C  eine  Konstante  bedeutet.  Da  (p{t^  =  XQ  ist,  so 
kommt: 

t^^  +  C  =  Xq     oder     C  =  Xq  —  t^y 
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Also  lautet  das  System  (4)  insbesondere  so: 

(6)  X  =  t—t^^X^,         y=^xp(t). 
Daher  ist  naeli  der  zweiten  Gleichung  (3): 

oder,  wenn  wir  entsprechend  der  ersten  Gleichung  (6): 

(7)  t  =  x  —  XQ  +  tQ 

setzen,  d.  h.  x  statt  t  als  unabhängige  Veränderliche  einführen : 

Wenn  wir  von  jetzt  an  die  Funktion  ip  (x  —  Xq  -\-  (q)  als  Funk- 
tion von  X  mit  (p(x)  bezeichnen,  so  kommt  also: 

dfp{x) 


dx 


f{x,  (fix)), 


d.  h.   y  =  (p  (x)    ist   eine   Lösung    der    vorgelegten   Differential- 
gleichung (1). 

Zur  Bestimmung  desjenigen  Intervalles  der  Veränderlichen  x, 
in  dem  sich  die  Lösung  stetig  verhält  und  eine  stetige  Ab- 
leitung erster  Ordnung  hat,  muß  man  auf  die  erste  Un- 
gleichung (2)  und  die  Ungleichung  (5)  zurückblicken,  in  der  für 
t  der  Wert  (7)   einzusetzen  ist.     Sie  liefern  die  Bedingungen: 

k 
\X       Xq,  <c  fCj        \  X       ''^ol'~^~^' 

Wenn  .g  <  1  ist,  wird  die  zweite  Bedingung  überflüssig,  da- 
gegen die  erste,  wenn  ö*  >  1  ist.     Wir  haben  gefunden: 

Satz  3:  Es  liege  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung 
erster  Ordnung: 

y'  =  f{pc,  y) 

mit  einer  unbekannten  Funktion  y  der  unahhängigen  Veränder- 
lichen X  vor.  Die  Funktion  f{x,y)  der  beiden  Veränderlichen 
X  und  y  verhalte  sich  in  der  Umgebung: 

Ix-x^Kk,      ,y-yo\<k 

einer  bestimmten  Stelle  {x^,  y^)  stetig,  so  daß  ihr  absoluter  Be- 
trag unterhalb  einer  endlichen  Grenze  g  bleibt;  auch  habe  f{x,  y) 
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in  jener  Umgebung  übcraU  hestimnife  e^idliehe  partieih  Ableitungen 
erster  Ordnung.     AJsdann  gibt  es  eine  Lösung: 

die  für  x  =  Xq  den  Anfangsweii  j/^  Jiat  nnd  in  demjenigen 
Intemdle,  das  durch: 

\x  —  Xq\  <  A-     und     \x  —  Xq\  <i  — 

bestimmt  wird,  nebst  ihrer  Ableitung  erster  Ordnung  stetig  ist 
und  überdies  nur  solche  Werte  annimmt,  die  von  p^  um  ire- 
niger  als  l'  abireichen. 

Später  wird  sieh  zeigen,  daß  die  Voraussetzung  des  Vor- 
handenseins der  Ableitung  f^.  überflüssig  ist.  (Siehe  Satz  7 
in  Xr.  689;i 

687.  Die  Lösung  als  Funktion  der  Anfangswerte. 

In  derselben  Weise  läßt  sich  der  Satz  2  von  Xr.  GS4  über- 
tragen, so  daß  wir  finden: 

Sats  4:  Es  liege  eine  gewöhnliche  Differetitialgleichung 
erster  Ordnung: 

y'  ==  f{x,  y) 

mit  einer  unbelannten  Funltiün  y  der  unabhängigen  Veränder- 
lichen X  vor.  Innerhalh  eines  gewissen  Bereiches  sei  die  Funk- 
tion fix,  y)  der  beiden  Veränderlichen  x  und  y  stetig  und  mit 
bestimmten  oidlichen  j)arf<WZ<'«  Ableitungen  erster  Ordnung  ver- 
sehen. Alsdann  gibt  es  in  der  Umgehung  einer  jeden  Stelle 
(^o>  ^0^  ^^^  Bereiches  eine  Lösung: 

'    y  =  <p  i^,  ^0?  yo^, 

die  für  x  =  Xq  den  Anfangswert  t/^  hat  und  für  alle  Werte 
von  X  innerhalb  einer  gewissen  Umgebung  des  Wertes  Xq  eine 
stetige  Funltion  von  x  mit  stetiger  Ableitung  erster  Ordnung  ist. 
t  berdies  ist  die  Lösung  auch  eine  stetige  Funktion  der  beiden 
Anfangswerte  Xq  und  yQ. 

Wir  werden  später  (in  Nr.  691)  sehen,  daß  diese  Lösung 
die   einzige  Lösung  ist,   die  für  x  =  a\)   den  vorgeschriebenen 
Anfangswert  y^  hat.    Vorher  jedoch  woUen  wir  die  Ergebnisse 
verallgemeinem. 
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§  4.    Existenzbeweis  hei  Systemen   in  der  Normalform. 

688.  Systeme,  in  denen  die  unabhängige  Ver- 
änderliche nicht  auftritt.  Die  in  §  2  durchgeführte  Unter- 
suchung läßt  sich  ganz  ebenso  anstellen,  wenn  es  sich  um  ein 
System  von  n  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  handelt, 
das  die  Form  hat: 


(1) 


fll     ~~    ^n'^1'  ^2;  •  •  •  ^j- 


Hier  sind  x^,  x^,  .  .  .  x^^  die  unbekannten  Funktionen  der  un- 
abhängigen Veränderlichen  t,  und  das  System  hat  gerade  so 
wie  das  in  §  2  betrachtete  die  besondere  Eigenschaft,  daß  die 
unabhängige  Veränderliche  t  in  den  Funktionen  X^,  Xg,  . . .  X^^ 
nicht  vorkommt. 

Die  Betrachtungen  des  §  2  sind  nämlich  rein  analytischer 
Natur,  wenn  wir  uns  auch  der  größeren  Anschaulichkeit  halber 
zum  Teil  einer  geometrischen  Redeweise  bedient  haben.  An- 
statt in  Nr.  679  von  einem  Polygon  zu  sprechen,  hätten  wir 
ja  auch  von  einer  Folge  von  Wertepaaren  Xq,  y^]  Xi,yi't  ■■• 
a;„_i,  y„_i  und  x,y  reden  können,  die  durch  die  damals  auf- 
gestellten Gleichungen  (2)  bedingt  werden.  Der  einzige  Um- 
stand, der  bei  der  Verallgemeinerung  der  in  §  2  durchgeführten 
Betrachtung  von  n  =  2  auf  beliebiges  n  hervorzuheben  ist, 
aber  die  Schlußfolgerungen  nirgends  wesentlich  beeinflußt,  be- 
steht darin,  daß  in  den  Ungleichungen,  die  in  Nr.  681  ab- 
geleitet Avurden,  statt  2ti  bzw.  2t^_j  jetzt  wt^  bzw.  nr^_i 
vorkommt,  was  nach  sich  zieht,  daß  auch  in  den  späteren 
Formeln  die  Zahl  n  statt  2  auftritt. 

Entsprechend  dem  Satze  1  von  Nr.  683  gilt  demnach 
Satz  5:   Es  liege  ein    System   erster    Ordnung   von   n   ge- 
uöhnlichen  Differentialgleichungen : 

^  =  X,{x„  x^,...  X,)         {i  =  1,  2, .  .  .  n) 
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mit  n  unbekannten  Funldioncn  x^,  x^,  .  .  .  x,^  der  unabhängigen 
Veränderlichen  t  vor.     Innerhalb  der  Umgebung: 

\^t  -  Vl<  ^-^     1^2  -  ^-2«!  <  Ä;,  ...  \x„  -  :r/|  <  h 

einer  bestimmten  Stelle  {x^^,  x^'^,  .  .  .  xf)  seien  die  n  Funktionen 
X^,  Xg,  ...  X^^  von  x-^^,  x^,...x.^  stetig,  so  daß  ihre  absoluten 
Beträge  unterhalb  einer  geivissen  endlichen  Grenze  g  bleiben. 
Auch  sollen  die  n  Funktionen  in  dieser  Umgebung  überall  be- 
stimmte endliche  partielle  Ableitungen  erster  Ordnung  haben. 
Alsdann  gibt  es,  wenn  der  Anfangswert  tQ  von  t  beliebig  gewählt 
wird,  ein  System  von  Lösungen: 

X,  =  (p^{t),     x^  =  cp.,  (t),  ...  x^^  qp„(0, 
die  für  t  =  t^  die  Anfangswerte  x^^,  x^^,  .  ■  ■  xj^  haben  und  in 
dem  Intervalle: 

stetige  Funktionen  von  t  mit  stetigen  Ableitungen  erster  Ordnung 
sind.  Für  jeden  Wert  von  t  innerhalb  des  Intervalles  liegt  die 
zugehörige  Stelle  (x^^,  x^,  .  .  .  x^)  in  der  angegebenen  Umgebung 
der  Stelle  (x,'',  x^\  .  .  .  x,^). 

Ferner  finden  wir  entsprechend  dem  Satze  2  von  Nr.  684: 
Satz  6:  Es  liege  ein  System  erster  Ordnung  von  n  gewöhn- 
lichen Differentialgleichungen : 

~ff  =  Xi(x^,  3:3,  ..  .  x„)         (i  =  1,  2, .  .  .  n) 

mit  n  unbekannten  Funktionen  x^,  x^,  •  ■  ■  x^  der  unabhängigen 
Veränderlichen  t  vor.  Innerhalb  eines  gewissen  Bereiches  seien 
die  n  Funktionen  X^,  X^,  .  .  .  X^  von  x^,  x^, .  ■  .  x^  stetig  und 
mit  bestimmten  endlichen  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung 
versehen.  Alsdann  gibt  es,  wenn  der  Anfangsivert  t^  von  t  be- 
liebig gewählt  tvorden  ist,  in  der  Umgebung  einer  jeden  Stelle 
(x^^,  x^ , .  .  .  x^)  des  Bereiches  ein  System  von  Lösungen: 

X.  =  9D.  {t,  x^%  rrgO,  . .  .  x,^)  (i  =  1,  2,  .  .  .  n), 
die  für  t  =  t^  die  Anfangswerte  x.^^,  x^^,  .  .  .  x^^  haben  und  für 
alle  Werte  von  t  innerhalb  einer  gewissen  Umgebung  des  Wertes  t^ 
stetige  Funktionen  von  t  mit  stetigen  Ableitungen  erster  Ordnung 
sind.  Überdies  sind  diese  Lösungen  ffi,  (P2,---^u  <^"^^  stetige 
Funktionen  der  n  Anfangs  werte  %°,  x^^,  .  .  .  xj*. 
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689.  Systeme  in  der  Normalform.  Es  liege  nun- 
mehr ein  System  erster  Ordnung  von  n  gewöhnlichen  Dif- 
ferentialgleichungen in  der  Normalform  (vgl.  Nr.  665)  vor: 

(1)  if  =  fi(.^,  Vi,  «/2;  •  •  •  Vn)  (^  =1,2,...«). 

Hier  sind  y^,  V^i  •  ■  •  Vn  ^^^  unbekannten  Funktionen  der  un- 
abhängigen Veränderlichen  x.  Die  rechten  Seiten  der  Glei- 
chungen (1)  sind  aber  nicht  mehr  frei  von  der  unabhängigen 
Veränderlichen  selbst,  sodaß  die  Sätze  der  letzten  Nummer 
zunächst  nicht  anwendbar  sind.  Die  grundlegenden  Betrach- 
tungen des  zweiten  Paragraphen  gestatten  jedoch  noch  eine 
andere  Verallgemeinerung  außer  der  in  voriger  Nummer  be- 
sprochenen. 

Von  Nr,  678  an  handelte  es  sich  nämlich  um  die  Inte- 
gration des  Systems: 

^7  =  ^(^^  y)^     4l  =  ^^*^^'  y^ 

mit  zwei  unbekannten  Funktionen  x  und  y  der  unabhängigen 
Veränderlichen  t.  Statt  dieses  Systems  soll  jetzt  eines  von 
der  allgemeineren  Form: 

(2)  ^  =  X{t,x,y),         ^^Y{t,x,y) 

ins  Auge  gefaßt  werden.  Hier  hängen  X  und  Y  nicht  nur 
von  X  und  y,  sondern  auch  von  t  ab.  Es  werde  vorausgesetzt, 
daß  die  beiden  Funktionen  X  und    Y  in  der  Umgebung: 

(3)  \t  —  t^\<li,     \x  —  Xq  <Jc,      y  —  VolKl- 

des  Wertsystems  f^,  Xq,  </(,  stetig  seien  und  bestimmte  endliche 
partielle  Ableitungen  erster  Ordnung  hinsichtlich  x  und  y  haben. 
Dagegen  soll  das  Vorhandensein  von  partiellen  Ableitungen 
erster  Ordnung  hinsichtlich  t  nicht  vorausgesetzt  werden.  Man 
erkennt  nämlich,  daß  auch  jetzt  infolge  dieser  Annahmen  die 
Ungleichungen  (3),  (4)  und  (5)  von  Nr.  678  gelten.  In  den 
Ungleichungen  (5)  handelt  es  sich  dabei  wohlbemerkt  um 
Differenzen  von  der  Form: 

z/X  =  X(t,  X  -f  ^x,  y  -j-  ^y)  -  XQ,  x,  y), 
zJY  =  Y{t,  X  -F  /ix,  y  +  ^y)  —  Y{t,  x,  y), 
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bei  denen  also  Minuend  und  Subtrahend  denselben  Wert  von  t 
enthalten.  Es  ist  nun  leicht  zu  sehen,  daß  auch  in  den  fol- 
genden Betrachtungen  von  Nr.  679  an,  wenn  sie  entsprechend 
auf  das  allgemeinere  System  (2)  angewandt  werden,  nur 
Differenzen  von  dieser  besonderen  Art  vorkommen: 

In  den  Gleichungen  (2)  von  Nr.  679  bedeuten  jetzt  X- 
und  Y-  natürlich  die  Werte  X(t^^  x^^  y^  und  Y{t^^  x-^  y^). 
Nun  kommt  in  Nr.  681  die  Differenz  von  X{x,n,  y,,,)  und 
X(Xf  y^)  vor.  Dabei  bedeutet  (cc.,  y^  die  zu  t.  gehörige  Ecke 
des  ersten  un'd  (x'm,  y'm)  die  zu  demselben  Werte  t.  gehörige 
Ecke  des  zweiten  Polygons,  vgl.  (1)  in  Nr.  680.  Bei  dem  all- 
gemeineren Systeme  (2)  hat  diese  Differenz  mithin  die  Form: 

X{t.,  xl,  y„)  —  X{t^,  x^,  y;), 

d.  h.  die  Form  der  oben  mit  z/X  bezeichneten  Differenz,  sodaß 
die  Anwendung  der  Ungleichungen  von  Nr.  678  jetzt  genau  so 
wie  damals  statthaft  bleibt.  Dasselbe  gilt  von  den  weiteren 
Betrachtungen  des  zweiten  Paragraphen  bei  allen  vorkommen- 
den Differenzen  von  Funktionswerten,  insbesondere  z.  B.  von 
denen  in  Nr.  684.  Daher  steht  der  Verallgemeinerung  jener 
Betrachtungen  auf  das  System  (2)  nichts  im  Wege.  Noch  sei 
erwähnt,  daß  jetzt  in  den  Gleichungen  (6)  und  (7)  -von  Nr.  683 
bei  den  Funktionen  X  und  Y  noch  die  Veränderliche  t  bzw. 
t-^  Jt  eintritt,  was  jedoch  ohne  Einfluß  auf  die  Folgerungen  ist. 
Wie  in  Nr.  682  unter  (2)  ergibt  sich,  daß  t  auf  das  Intervall: 

\t-K\<J 
beschränkt  werden  muß. 

Wenn  nun  aber  x,  y,  t  mit  y^,  y^,  x  sowie  X  und  Y 
mit  /j  und  f^  bezeichnet  werden,  nimmt  das  System  (2) 
die  Gestalt: 

^1  =  t\  {^',  yuVi),      %-  ü {^,  ih,  y-2) 

an  und  wird  daher  ein  System  in  der  Normalform  (1)  für 
den  Fall  n  =  2. 

Der  Verallgemeinerung  vom  Falle  n  =  2  auf  den  Fall 
n>  2  stellen  sich  weiterhin,  wie  schon  in  voriger  Nummer 
erläutert  wurde,  keinerlei  wesentliche  Schwierigkeiten  in  den 
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Weg.  Daher  dürfen  wir  hier  sofort  den  auf  das  System  (1) 
bezüglichen  Satz  formulieren,  der  eine  Verallgemeinerung  des 
Satzes  5  der  letzten  Nummer  ist: 

Satz  7 :  Es  liege  ein  System  erster  Ordnung  von  n  gewöhn- 
lichen Differentialgleichungen  in  der  Normalform: 

-^i  =  fi(^,  Vi,  y-2,--  Vn)  (J  =1,2,...  n) 

mit  n  unbekannten  Funktionen  y^,  ^2;  •  •  •  ^«  ^^**  unabhängigen 
Veränderlichen  x  vor.  Die  Funktionen  f^,  f^,  •  • '  fn  der  n  +  1 
Veränderlichen  sc,  yi,  y^,  .  .  .  y„  seien  in  der  Umgebung: 

\x~x^\<k,     \y,-  y,""'  <k,  ...  |  ?/„  -  yj'l  <  k 

einer  bestimmten  Stelle  (x^,  y^^,  y.^^,  .  .  .  y^°)  stetig,  so  daß  ihre 
absoluten  Beträge  unterhalb  einer  endlichen  Grenze  g  bleiben; 
auch  sollen  sie  überall  in  der  Umgebung  bestimmte  endliche  par- 
tielle Ableitungen  erster  Ordnung  hinsichtlich  der  n  Größen 
yif  Vi)  ••'1)71  ^Mben.    Alsdann  gibt  es  ein  System  von  Lösungen: 

Vx  =  ^i(^);     Vi  =  9^2 (^),  •••!/«  =  ^n{^), 
die  für  x  =  Xq  die  Anfangswerte  y^^,  y^^,  .  •  ■  y^    haben   und  in 
demjenigen  Intervalle,  das  durch: 

\x  —  Xq\  <  /.•     tmd     \x  —  Xq\  <  — 

bestimmt  wird,  nebst  ihren  Ableitungen  erster  Ordnung  stetig  sind. 
Überdies  liegen  iJire  Wertsysteme  y^,  y^,  ■  •  •  Vn  ***  ^^"*  Bereiche: 

1^1 -Vl<^-;    \y,-y2'\<^,  •••  \yn-yn\<^'- 

Hiernach  darf  in  Satz  3  von  Nr.  686  die  Voraussetzung, 
daß  f(x,  y)  eine  bestimmte  endliche  partielle  Ableitung  erster 
Ordnung  hinsichtlich  der  unabhängigen  Veränderlichen  x  habe, 
unterdrückt  werden. 

Ferner  ergibt  si-ch  die  folgende  Verallgemeinerung  des 
Satzes  6  von  Nr.  688: 

Satz  8:  Es  liege  ein  System  erster  Ordnung  von  n  geivöhn- 
lichen  Differentialgleichungen     in  der  Normalform: 

-j^  =  fA^,  yi,  y2,-  ■■  yn)       (.>  =  1,2,...  n) 

mit  n  unbekannten  Funktionell  y^,  ?/2>  •  •  •  */„  f^<?**  unabhängigen 
Veränderlichen  x  vor.     Innerhalb  eines  getvissen  Bereiches  seien 
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die  Funldionen  fi,  f^-.  •  ■  ■  f„  der  n  -{-  1  Veränderlichen  x,  y^,  ^g, 
...?/„  stetig  und  mit  bestimmten  endlichen  partiellen  Ableitungen 
erster  Ordnung  hinsichtlich  der  n  Größen  y^,  y^,  •  •  •  ^„  ver- 
sehen. Alsdann  gibt  es  in  der  Umgebung  einer  jeden  Stelle 
(^0'  Vi^y  2/2"'  •  •  -Vn)   ^^^  Bereiches  ein  System  von  Lösungen: 

Vi  =  fPi {x,  ^0,  «/i";  ^2°;  •  •  •  Pn)  (.i  =  1,  2,  .  .  .  n), 
die  für  x  =  x^  die  Anfangswerte  y^'^,  y.J-',  •  •  •  y„^  haben  und  für 
alle  Werte  von  x  innerlialb  einer  gewissen  Umgebung  des  Wertes  Xq 
stetige  Funldionen  von  x  mit  stetigen  Ableitungen  erster  Ordnung 
sind.  Überdies  sind  diese  Lösungen  auch  stetige  Funktionen  der 
n  Anfangswerte  y^^,  y^,  .  .  .  y^^. 

690.  Betrachtung  eines  besonderen  Falles.    Mit  den 

beiden  letzten  Sätzen  sind  wir  zu  einem  gewissen  Abschlüsse 
gelangt,  da  wir  die  Existenz  von  Lösungensystemen  für  Systeme 
von  Difi'erentialgleichungen  in  der  Normalform  erkannt  haben. 
Aber  wir  beabsichtigen  überdies  zu  beweisen,  daß  nur  ein  Sy- 
stem von  Lösungen  zu  den  gegebenen  Anfangswerten  vorhanden 
ist.  Zur  Vorbereitung  bedürfen  wir  dabei  der  Untersuchung 
eines  besonderen  Falles,  dem  die  s-egenwärtio-e  Nummer  ge- 
widmet  werden  soll. 

Es  liege  ein  System  in  der  Normalform  im  Falle  n  =  2  vor: 

(^)  ■  'ä  ^  f^  ^^'  y^ '  ^2) ;         '^  =  /2  (^;  ?/i '  2/2)  • 

Die  beiden  Funktionen  f^  und  f^  seien  stetig  in  dem  Bereiche: 

(2)  \x-x^\<h,    \y,-y,''\<h,     \y,-y,\,<h 

und  sollen  überall  im  Bereiche  nicht  nur  bestimmte  endliche, 
sondern  auch  stetige  partielle  Ableitungen  erster  Ordnung  hin- 
sichtlich ?/j  und  ^2  haben. 

Zu  diesen  Voraussetzungen  fügen  wir  noch  eine  besondere 
Voraussetzung  hinzu:    Für  alle  erlaubten   Werte  von  x  soll: 

(3)  /"li^,  2/,^2/2°)  =  0     und    f,{x,y,\y,')^Q 

sein.  Wir  untersuchen  also  eine  Verallgemeinerung  des  in 
Nr.  685  betrachteten  Falles.  Wie  dort  ergibt  sich  auch  hier, 
daß  die  beiden  Konstanten: 


Vi  =  yi\       .V2  =  Vt 


689,  690] 


§  4.    Existenzbeweis  bei  Systemen  in  der  Normalt'orm.  65 

ein  System  von  Lösungen  vorstellen,  denn  für  sie  ist  ja: 

^  =  0        ^^  =  0 
dx  '        dx  ' 

SO  daß  die  Gleichungen  (1)  infolge  von  (ß)  durch  die  Sub- 
stitution dieser  konstanten  Werte  erfüllt  werden. 

Wir  wollen  beweisen,  daß  das  System  (1)  in  dem  Be- 
reiche (2)  außer  diesen  beiden  Konstanten  kein  anderes  System 
von  Lösungen  zuläßt,  die  für  x  =  Tq  die  Anfangswerte  y^^ 
und  yj'  haben  und  in  der  Umgebung  von  Xq  differenzierbar  sind. 
Entgegen  dem,  was  wir  zeigen  wollen,  nehmen  wir  an,  es  gebe 
doch  ein  solches  System  von  Lösungen: 

(4)  yi  =  9>i{^),        !/2  =  ^2(*^); 
sodaß  nach   (1)  für  jeden  erlaubten  Wert  von  x: 

(5)  (p^\x)  =  f^(x,  cp^,  (p.^),       cp^'ix)  =  f,{x,  cp^,  (5P2) 

ist,  woraus  folgt,  daß  die  Ableitungen  cp^  und  (p^'  in  der  Um- 
gebung von  Xq  stetige  Funktionen  von  x  sein  müssen.  Ins- 
besondere soU  dabei  (p]_{x^  =  2/i°  ^'^d  9)2(^0)  =  2/2°  ^®i^- 

Da  (p^{x)  und  (p^^ix)  nicht  alle  beide  bloß  die  Konstanten 
y^  und  yj^  sind,  gibt  es  Werte  z/x  mit  hinreichend  kleinen 
absoluten  Beträgen  derart,  daß  q)^{x^~^-\-  J x)  und  (p^{xQ  -\-  Zlx) 
nicht  beide  gleich  y^  und  y^^  werden,  also  nicht  beide  Dif- 
ferenzen: 

(6)  Zly^  =  9)1  {x^ -]-zfx)-  (p^  (xq) ,  z/«/2  =  qP2  (-^'o  +  ^^)  —  qp2  (^0) 
verschwinden.  Nach  dem  Mittelwertsatze  28  von  Nr.  137  (für 
w  =  1)  gibt  es  einen  positiven  echten  Bruch  ö,  für  den  die 
Gleichung  gilt: 

f\  {x^  -f  z/x,  ^1«  +  ^y, ,  2/2"  +  ^?/2 )  -  fi  (^0  +  "^^y  Vi^  Vi)  = 
dA{x,-\-Jx,  y.'-^d^y,,  y.'+dziy,)  df,{x,-\-Jx,  y^'^-BJy,,  y^'^BJy^) 

Der  links  stehende  Subtrahend  ist  nach  (3)  gleich  Null.  Da 
ferner  f^  und  /g  im  Bereiche  (2)  stetige  partielle  Ableitungen 
hinsichtlich  y^  und  y^  haben,  bleiben  die  absoluten  Beträge 
dieser  Ableitungen  unterhalb  einer  endlichen  Grenze  c/.  Also 
ergibt  sich: 

(7)  1  f,  {x,  +  ^x,  y,'  -\-  Jy, ,  y^  +  z/y^)  \<g{  z/y,  \  +  \yly,\]. 
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Ebenso  kommt: 

(8)    \f,{x^  +  Jx,  y,'  +  ^y„  y^'^-V ^y,)\<9  [\^y,\  +  \^y,\]. 

Nun  aber  ist  nach  (5): 

fi  (^0  +  ^^y  2/1°  +  ^2/0  :'/2"  +  ^2/2)  =  9P2'  (^0  +  ^^)' 
Außerdem  gibt  es  nach  dem  Mittelwertsatze  3  von  Nr.  28  zwei 
positive   echte  Brüche  Q-^   und  9-^,    die   Ideiner  als  Eins    sind 
und  mit  deren  Hilfe  die  Differenzen  (6)  die  Formen  bekommen: 

zly^  =  z1x(Pi(Xq  +  d'^zlx),     z/2/2  ^  ^^9>2'{^o  +  ^^■^^)- 
Setzen  M^ir  alle  diese  Werte  in  (7)  und  (8)  ein,  so  kommt: 
\cp;{xQ-^zJx)\<g\Jx\{\cp^{x^  +  9^zlx)\  +  \(p^{xQ-]r  9^z]x)\], 
(p^{x^-\-Jx)\<g\zJx\{\cp^(^XQ  +  9^zlx)\  +  lqP2'(^o  + '^2^^)11  • 
Wir  können  immer  annehmen,  daß  \zlx\  kleiner  als  1:2g'  sei. 
Daraus  folgt: 

Für  hinreichend  Meines  \^x\  gibt  es  zivei  positive  echte 
und  von  JE  ins  verschiedene  Brüche  d-^  und  -i^-g  derart,  daß  die 
Ungleichungen  gelten: 


(9) 

l2l92'(^o  +  ^^)l  <  l(9^i'(^o  +  '^1^*01  +  IW(-^o  +  ^2^^)!- 

Es  sind  (p^  {Xf, -\- zJ x)  und  (p.^'(xQ-{-  zix)  in  der  Umgebung 
von    Zlx  =  0    stetige   Punktionen    von    zJx,    und    für   ^x  =  0 
haben   sie   nach   (5)   wegen    (3)    den   Wert    Null.      Es    mögen 
nun  Tj  und  Tg  die  größten  Werte  sein,  die 
(10)  \(p^(xQ  +  zix)\     und     \cp2\xQ-\-  Jx)\ 

in  dem  für  d  erlaubten  Intervalle  erreichen.  Dabei  sei  t^  nicht 
kleiner  als  t^.  Der  kleinste  Wert  von  \zlx\,  für  den  die  erste 
Größe  (10)  den  Maximalwert  t^  erreicht,  sei  h-y.  Nun  steht 
folgendes  fest:  Für  \Jx\<hi  sind  beide  Werte  (10)  kleiner 
als  T^.  An  mindestens  einer  der  Grenzen  dieses  Intervalles  da- 
gegen, etwa  für  zJx  =  \,  wird  der  erste  Wert  gerade  gleich 
Tj  und  der  zweite  nicht  größer  als  Tj.  Wenn  wir  jetzt  in  der 
ersten  Ungleichung  (9)  insbesondere  zlx  =  h^  wählen,  wird  die 
linke  Seite  gleich  2ti,  dagegen  die  rechte,  weil  ■O-^  und  O-., 
kleiner  als  Eins  sind,  kleiner  als  27^.  Dies  ist  mit  der  Un- 
ß»0] 


§  4.    Exietenzbeweis  bei  Systemen  in  der  Normalform.  (57 

gleichung  unvereinbar,  da  ihre  linke  Seite  kleiner  als  die  rechte 
sein  soll.  Nur  im  Falle  t^  =  0  ergibt  sich  kein  Widerspruch. 
In  diesem  Falle  wird  auch  r^  =  0,  weil  t^  nicht  gi'ößer  als  t^  ist. 
Im  ganzen  Intervalle  \^x\  <i\  sind  alsdann  die  beiden  Größen 

(10 )  gleich  Null,  also  (p^  [x^  +  ^dx)  und  (p^  (x^  +  zlx)  konstant 
und  daher  gleich  (p^  {xq)  und  (p^  {x^  oder  y^  und  y^^.  Dies 
aber  wollten  wir  gerade  beweisen. 

Wären  wir  von  der  Annahme  x^  >■  x^  ausgegangen,  so 
hätten  wir  statt  der  ersten  Ungleichung  (9)  die  zweite  be- 
nutzen müssen,  um  zu  demselben  Ergebnisse  zu  gelangen. 

Es  hat  sich  also  gezeigt,  daß  das  System  (1)  unter  den 
Voraussetzungen  (3)  nur  ein  Lösungensystem  hat,  das  sich  für 
X  =  Xq  auf  die  Anfangsiverte  y^^  und  y^^  reduziert,  und  zwar 
eben  das  System  dieser  beiden  Konstanten: 

Vi  =  Hl,       Vi  =  'h""- 
Das   Beispiel   in    Nr.  685   steht  nur  scheinbar  hiermit  im 
Widerspruche.      Denn    wenn   wir    statt    der    dort    gebrauchten 
Zeichen   t,  x,  y  jetzt  die   Zeichen  x,  y^,  y^   wählen,   so   lautet 
das  System: 

(11)  -j^=^yi,      7^=2/2- 

Insbesondere  ist  hier  also  f^  =  y^  und  f^  =  ?/2,  so  daß  die  Be- 
dingungen (3)  für  y^  =  0,  y^  =  0  erfüllt  sind.  Wir  setzten 
jedoch  schon  damals  auseinander,  daß  das  allgemeine  Lösungen- 
system, das  jetzt  so  lautet: 

für  keinen  endlichen  Anfangswert  Xq  von  x  die  Anfangswerte 
y^  =  0  und  y^  =  0  hat,  es  sei  denn,  daß  die  beiden  Kon- 
stanten .1  und  B  gleich  Null  gewählt  werden.  Dann  aber 
reduziert  sich  dies  Lösungensystem  für  jeden  Wert  von  x  auf 
Vi.  =  0?  ^2  "^  ^-  -E^  n^^^  ^^^^  tatsächlich  auch  in  diesem  Bei- 
spiele nur  ein  Lösungensystem  mit  den  Anfangswerten  y^^  =  0 
und  «/2°  =  0,  nämlich  die  beiden  Konstanten  yi  =  0,  y^  =  0. 

691.  Nur  ein  Lösuugeusystem  mit  vorgeschriebenen 
Anfangswerten.  Die  in  der  letzten  Nummer  gemachten  be- 
sonderen Annahmen  (3j  lassen  wir  jetzt  wieder  fallen,  behalten 
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aber  die  übrigen  Voraussetzungen  über  die  Funktionen  f^  und  f^ 
bei,  die  in  dem  Systeme: 

^^^         ^  ^  ^1  (^'  y^^  ^2)'    It  ==  /'s  (^'  y^^  y^) 

auftreten.  Wir  wi.ssen  dann  nach  Satz  7  in  Nr.  689,  daß  es 
ein  System  von  Lösungen  (px{x),  ^^{oc)  gibt,  die  für  x  =  x^ 
die  Anfangswerte  y^^  und  y^^  haben  und  in  der  Umgebung 
von  X  =  Xq  stetig  und  differenzierbar  sind. 

Wenn    wir    nun    statt    y^    und    y.^    die    neuen    abhängigen 
Veränderlichen : 

(2)  h^Vx-  <Pi  {^),       h  =  ?/2  —  9^2  (^) 

einführen  wollen,  so  haben  wir  zu  berechnen: 

dx         dx        ^1  V  /'         (\x        dx        r-^  \   y 

Hierin  sind  für  dy^^  :  dx  und  dy,^  '-  ^^  ^i^  Werte  (1)  und  für  y^ 
und  1/2  nach  (2)  die  Werte  2^  +  ^^  (x)  und  2^  +  953  (^')  einzu- 
setzen, während  überdies  nach  (1): 

W{^)  =  A  (a^,  gPi,  9'2)>         9^2' (^O  =  /a  (^'^  9^1;  ^'2) 
ist,   so   daß   für   die   neuen  unbekannten  Funktionen  s^  und  ^^ 
von  X  das  System  von  Differentialgleichungen  hervorgeht: 


(3^ 


'dz 
-^  =  /;  (x,  Z^  +  9P1  (rc),  5^2  +  gPa  (^))  —  /i  (^;  ^\  (^);  9^2  ^^)) » 


Weil  sich  cp^  und  qpg  ^ür  ic  =  o^^  auf  y^  und  ;?/2"  reduzieren, 
sind  die  rechten  Seiten  stetige  Funktionen  von  x,  z^  und  z^  in 
der  Umgebung  des  Wertsystems  x  =  x^,  ^^^  =  0,  ^2  =  0  und 
ebenda  mit  stetigen  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  hin- 
sichtlich z^  und  Z.2  versehen,  so  daß  insbesondere  diejenigen 
Voraussetzungen,  die  wir  stets  bei  Systemen  von  Differential- 
gleichungen machen,  in  der  Umgebung  der  Stelle  {x^,  0,  0) 
erfüllt  sind. 

Nun  aber  sind  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  (3)  für 
jeden  Wert  von  x  gleich  Null,  sobald  nur  z^  =  0  und  z^  =  0 
gesetzt  wird.  Demnach  liegt  ein  System  von  der  besonderen 
Art  vor,  die  in  voriger  Nummer  betrachtet  wurde.  Es  hat 
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also  nur  ein  System  von  Lösungen  s^  und  z.^  mit  den  Anfangs- 
werten Null,  nämlich  die  Konstanten: 

2,=0,         0,  =  O. 

Dies  zieht  nach  (2)  nach  sich: 

d.  h.  außer  dem  Lösungensystem  (pi{x),  (p^i^)  von  (1),  das  für 
X  ^  Xq  die  Anfangswerte  y^^  und  y^^  hat,  gibt  es  kein  anderes 
Lösungeusystem  von  (1)  mit  denselben  Anfangs  werten. 

Da  sich  die  Betrachtungen  der  vorigen  und  dieser  Nummer 
ohne  Mühe  vom  Falle  zweier  unbekannter  Funktionen  auf  den 
Fall  von  n  unbekannten  Funktionen,  definiert  durch  ein  System 
von  n  Differentialgleichungen,  verallgemeinern  lassen,  und  da 
wir  nach  Satz  7  von  Nr.  689  wissen,  daß  wenigstens  ein 
Lösungensystem  mit  gegebenen  Anfangswerten  vorhanden  ist, 
so  können  wir  die  Ergebnisse  von  Nr.  (589  nunmehr  etwas 
schärfer  formulieren: 

Satz  0:  Es  liege  ein  System  erster  Ordnung  von  n  getvöhn- 
lichen  Differentialgleichungen  in  der  Normalform: 

'-ji  =  fi (^';  yx,  y^,--- yj       («'  =  i, 2, . . . n) 

mit  n  unhehannten  Funktionen  y^,  y^,  ■  •  •  y^  der  unabhängigen 
Veränderlichen  x  vor.  Innerhalb  eines  getvissen  Bereiches  seien 
die  Funktionen  fi,  f^t  •  •  -  f„  der  w  +  1  Veränderlichen  x,  y^, 
y^,  ■  •  •  Vn  sl^i^y  wwf?  mit  stetigen  partiellen  Ableitungen  erster 
Ordnung  hinsichtlich  der  n  Größen  yi,  y.2,  ■  ■  ■  y^  versehen.  Als- 
dann gibt  es,  ivenn  irgend  eine  Stelle  {x^^,  y^^,  y^,  .  .  .  y^)  des 
Bereiches  ausgewählt  worden  ist,  in  der  Umgebung  des  Wertes 
X  =  Xq  von  X  ein   und  nur  ein  System  von  Lösungen: 

Vi  =  ^i ix,  ^o;  yi\  y^,  ■  ■  ■  yn)      (« =  i, 2, . . . n), 

die  für  X  =  Xq  die  Anfangswerte  y^,  y^^,  .  .  .  y^  haben.  Diese 
Lösungen  sind  stets  in  einer  gewissen  Umgebung  von  x  =  Xq 
tetig  und  mit  stetigen  Ableitungen  erster  Ordnung  nach  x  ver- 
sehen; überdies  sind  sie  stetige  Funktionen  der  n  Anfangswerte 

y^  y^  ■  ■  ■  y.'- 

Man  bemerkt,  daß  in  der  Formulierung  dieses  Satzes 
nicht    von    vornherein    verlangt    worden    ist,    daß  das   System 
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von  Lösungen  mit  den  vorgeschriebenen  Anfangswerten  stetig 
sei.  In  der  Tat  ist  diese  Forderung  nicht  nötig,  denn  wenn 
Uij  Vi:  •  ■  ■  Vn  ®^^  System  von  Lösungen  ist,  so  müssen  sie  die 
Differentialgleichungen  befriedigen.  Dies  besagt,  daß  sie  für 
jedes  X  in  der  Umgebung  von  x^  bestimmte  endliche  Ab- 
leitungen erster  Ordnung  haben,  woraus  nach  Satz  1,  Nr.  27, 
unmittelbar  ihre  Stetigkeit  folgt. 

692.    Die   Ableitungen    der    Lösungen    nach    den 

Anfangswerten.  Wir  sind  jetzt  in  der  Lage,  zu  beweisen, 
daß  die  Lösungen  eines  vorgelegten  Systems  in  der  Normal- 
forni  bestimmte  endliche  Ableitungen  nach  den  Anfangswerten 
haben.  Dabei  wollen  wir  auf  die  Betrachtungen  des  zweiten 
Paragraphen  zurückgehen,  also  das  System: 

(1)  f^^x{x,y),    g  =  r(^,?/) 

mit  den  beiden  unbekannten  Funktionen  x  und  y  der  unab- 
hängigen Veränderlichen  t  annehmen,  wobei  die  rechten  Seiten 
von  t  frei  sind. 

Um  alle  Schwierigkeiten  zu  vermeiden,  setzen  wir  wie  in 
den  beiden  letzten  Nummern  über  die  Funktionen  X  und  Y 
voraus:  In  dem  Bereiche: 

(2)  \x-x^\<h,      \y  —  yo\<^^- 

sollen  X,  Y  und  ihre  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung 
stetig  sein.  Es  gibt  dann  wieder  eine  positive  Zahl  g  derart, 
daß  im  Bereiche  (2)  sowohl  X|  als  auch  j  Y\  kleiner  als  y 
bleibt. 

Wie  bei  der  letzten  Betrachtung  in  Nr.  684  (siehe  Fig.  12, 
S.  52)  nehmen  wir  außer  den  Anfangswerten  x^  und  y^  noch 
die  Anfangswerte  x^  -f  zJx^  und  y^  an  und  betrachten  die 
beiden  zugehörigen  Lösungensysteme.  Dabei  wollen  wir  x 
und  y  im  zweiten  Systeme  zum  Unterschiede  mit  x  -{-  Jx 
und  y  4-  ^y  bezeichnen.     Es  seien  also: 

x  =  (p{t,  a^o,  yo),    y  =  t(t,  Xo,  ?/o); 
■x-\-  Jx==(p(t,  Xq  +  ^x^,  ?/J,     y  +  ^Jy  =  t(t,  x^^/lx^,  y^) 

die    beiden    Lösungensysteme.      In    Nr.  684    hatten    wir    zum 
Schlüsse  u 
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die   beiden  Lösungensysteme  nach   (3)   in  Nr.  684   stetig   und 
mit  stetigen  Ableitungen  nach  t  versehen  in   dem   Intervalle: 


9 

Auch  gehören  sie  dem  Bereiche  (2)  an.    Nach  (13)  in  Nr.  684 
kommt  nun: 


(4) 


Die  Differenzenquotienten  /Jx  :  zIXq  und  z/?/  :  zJXq  sind  also 
endlich;  wir  wollen  aber  beweisen,  daß  sie  für  lim  /tx^  =  0 
nicht  nur  endliche,  sondern  insbesondere  bestimmte  Grenzwerte 
erreichen. 

Wenn  im  folgenden  immer  unter  x,  y  und  x  -\-  zdx, 
y  -\-  /iy  die  Funktionen  (3)  von  t  verstanden  werden,  so  gelten 
außer  (1)  die  Gleichungen: 

'-^^^  =  Xix^Jx,y^Jy),    ''^^^=Y(.  +  ^^,y  +  ^y). 

Aus  der  ersten  folgt  durch  Subtraktion  der  ersten  Gleichung  (1) 
und  Division  mit  zJxq-. 

d    Jx        X(x -\- Jx,  y -\- Jy) — X(x,y) 
dt  JXq  JXq 

Nach  dem  Mittelwertsatze  2S  von  Nr.  137  (für  n  =  1)  ist  dieser 
Wert  für  einen  gewissen  positiven  echten  Bruch  6  gleich: 

dX{x-\-QJx,  y-{-ejy)  Jx_        dX{x-\-eJx,  y-\-dJy)  Jy 
dx  Jxq  dy  JXf, 

Weil  mit  z/äq  auch  zJx  und  zJy  infolge  von  (4)  nach  Null 
streben  und  X^  und  X^  nach  Voraussetzung  stetig  sind,  so 
folgt,  wenn  wir  noch  zur  Abkürzung: 

(5)  lim  -; —  =  u,       lim  -t^  =  v         für  lim  zfx  =  0 

setzen,  daß  u  die  Bedincrung  erfüllt: 
du       ^        .    ,^ 

Entsprechend  schließen  wir  für  v.  Danach  genügen  ti  und  v 
den  Gleichungen: 

(6)  II  -  X,«  +  X^v,       %  =  Y,u  +  Y,v. 
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Da  die  Funktionen  (3)  für  t  =  t^  die  Anfangswerte  x^,  y^ 
bzw.  Xq-\-  ^oCq,  iJq  haben,  so  hat  ^x:^Xq  für  t  =  t^  den  Wert 
Eins  und  Jij-.JXq  den  Wert  Nidl.  Nach  (5)  muß  demnach 
auch  u  für  t  =  t^  den  Wert  Eins  und  v  den  Wert  Null 
haben. 

Weil  X  und  y  die  unter  (3)  angegebenen  Funktionen  von 
t  sind,  liegt  in  (6)  ein  System  erster  Ordnung  von  zwei  ge- 
wöhnlichen Differentialgleichungen  für  die  beiden  unbekannten 
Funktionen  u  und  v  von  t  vor,  das  den  Voraussetzungen  des 
Satzes  9  der  letzten  Nummer  in  der  Umgebung  des  Wert- 
systems t  =  (q,  u  =  1,  V  =  0  genügt,  deun  die  rechten  Seiten 
sind  für  alle  Werte  von  u  und  v  und  für  die  erlaubten  Werte 
von  t  stetige  Funktionen  mit  stetigen  partiellen  Ableitungen 
erster  Ordnung  hinsichtlich  u  und  v.  Daher  gibt  es  ein  und 
nur  ein  Paar  Funktionen  n  und  v  von  t,  die  für  t  =  t^  die 
Anfangswerte  Eins  und  Null  haben  und  in  der  Umgebung 
von  t^  den  Gleichungen  (6)  genügen.  Sie  sind  in  dem  für  t 
erlaubten  Intervalle  stetig. 

Wegen  der  Bedeutung  (5)  von  u  und  ü  haben  demnach 
die  beiden  Funktionen: 

X  =  (p{t,  Xq,  y^),      y  =  i'{t,  Xq,  Po) 

bestimmte    endliche    und    zwar    stetige    partielle    Ableitungen 
erster  Ordnung  hinsichtlich  x^: 

dx  dy 

u  =  ^ — ,        V  =  ~^- 

Ebenso  beweist  man  das  Vorhandensein  stetiger  partieller  Ab- 
leitungen erster  Ordnung  hinsichtlich  y^. 

Wie  in  Nr.  688  und  689  auseinander  gesetzt  wurde,  läßt 
sich  auch  dies  Ergebnis  sofort  verallgemeinern,  sodaß  wir  es  so 
formulieren  können : 

Satz  10:  Die  Lösungen  des  in  Satz  9,  Nr.  691,  betrach- 
telen  Systems  von  Differentialgleichungen  haben  stetige  partielle 
Ableitungen  erster  Ordnung  nach  den  Anfangswerten  y^^,  y^^, . . .  y^. 

Mit    den    beiden    Sätzen    9    und    10    sind    die    Existenz- 
beweise für  Systeme  von  Differentialgleichungen  in  der  Normal- 
form beendet. 
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§  5.    Existeiizl)eweise  für  unentwickelte  Funktionen. 

693.  Vorbemerkungen.  Bis  jetzt  haben  wir  Differen- 
tialgleichungen betrachtet,  die  in  aufgelöster  Form  vorlagen, 
wie  z.  B.  y  =  f(x,  y).  Es  wird  sich  aber  nun  darum  handeln, 
die  Beweise  für  die  Existenz  von  Lösungen  auch  für  den 
Fall  zu  führen,  wo  die  Differentialgleichuno-en  nicht  in  der 
aufgelösten  Form  vorliegen,  wie  z.  B.  für  die  Gleichung 
F{x,  y,  y')  =  0.  Dabei  ist  es  zunächst  erforderlich,  Sätze  über 
die  Existenz  unentwickelter  Funktionen  aufzustellen,  was  in 
diesem  Paragraphen  geschehen  soll;  die  Anwendung  dieser 
Sätze  wird  uns  alsdann  im  nächsten  Paragraphen  die  Existenz- 
beweise für  Lösungen  jener  Differentialgleichungen  liefern. 

Der  gegenwärtige  Paragraph  stellt  somit  eine  Einschaltung 
dar,  die  nicht  allein  für  die  Theorie  der  Differentialgleichungen, 
sondern  auch  als  Vervollständigung  der  Betrachtungen  im  vierten 
Kapitel  des  ersten  Bandes  von  Bedeutung  ist. 

Wir  brauchen  dabei  eine  einfache  Verallgemeinerung  des 
Satzes  4  von  Nr.  21  für  den  Fall  von  n  Veränderlichen,  die 
schon  hin  und  wieder  (z.  B.  in  Nr.  154)  benutzt  wurde  und 
jetzt  ausdrücklich  formuliert  werden  soll.  Es  sei  unter  f  eine 
stetige  reelle  Funktion  der  n  reellen  Veränderlichen  x^,  x.2,  ...  :(\ 
verstanden.  Zum  Überflüsse  erinnern  wir  nochmals  daran, 
daß  wir  mit  dem  Funktionsbegriffe  stets  den  der  Eindeutigkeit 
wie  in  Nr.  6  verbinden  (was  auch  in  Nr.  676  betont  wurde). 
Der  Variabilitätsbereich  der  Funktion  /'  enthalte  die  Umgebung 
der  Stelle  (a^,  a^,  ■  .  .  a„);  die  Funktion  /'  habe  an  dieser  Stelle 
einen  von  Null  verschiedenen  Wert  h.  Ist  6  eine  beliebig  klein 
gewählte  positive  Zahl,  so  gibt  es  nach  Satz  7,  Nr.  22,  eine 
positive  Zahl  h  derart,  daß  für  jedes  Wertsystem  innerhalb  des 
Bereiches : 

«1  —  /i  ^  Ä'j  ^  «1  +  /i,  ...  tt^  —  h  ^x^-^  «,,  -f  // 
auch: 

\f{x^,  x,,...x^;)-h\<6 

wird.  Ist  nun  ö  <  |&  ,  so  folgt,  daß  f  innerhalb  jenes  Be- 
reiches stets  von  Null  verschieden  bleibt.  Also  gilt  die  Ver- 
allgemeinerung des  Satzes  4  von  Nr,  21 : 
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Satz  11:  Wenn  die  FtmUion  fix^,  x.->,  ...ocj  an  der  Stelle 
{a^,  a^,  .  .  .  aj  stetig  und  von  Nidl  verschieden  ist,  läßt  sich 
die  Umgehung  der  Stelle  soweit  einschränhen,  daß  die  Funktion 
auch  an  keiner  Stelle  in  dieser  Umgebung  verschwindet,  vielmehr 
dort  üherall  dasselbe  Vorzeichen  ivie  an  der  Stelle  {a^,  a.^, 
.  .  .  a„)  hat. 

694.  Eine  unentwickelte  Funktion  von  einer  Ver- 
änderlichen. Es  sei  F{x,  y)  eine  stetige  Funktion  von  x 
und  y  innerhalb  eines  gewissen  Variabilitätsbereiches,  und  sie 
habe  eine  stetige  partielle  Ableitung  erster  Ordnung  hinsicht- 
lich y.  Insbesondere  gehöre  die  Stelle  rr  =  0,  y  =  0  dem  Be- 
reiche an,  und  an  dieser  Stelle  sei  F  gleich  Null,  dagegen  F^ 
nicht  gleich  Null.  Es  soll  nun  untersucht  werden,  ob  die 
Gleichung: 

F{x,y)  =  0, 

die  nach  den  Voraussetzungen  für  x  =  0  insbesondere  durch 
den  Wert  y  =  0  erfüllt  wird,  die  Veränderliche  y  auch  in  der 
Umgebung  der  Stelle  x  =  0  als  Funktion  von  x  definiert. 

Da  F^  stetig  und  für  ic  =  ?/  =  0  nach  Annahme  von  Null 
verschieden  ist,  gibt  es  nach  Satz  11  der  vorigen  Nummer 
eine  positive  Zahl  h  derart,  daß  für: 

(1)  -h^x£h,      -h£y£  h 

auch  stets  i^^  =)=  0  und  von  demselben  Vorzeichen  wie  an  der 
Stelle  (0,  0)  ist.  Um  einen  bestimmten  Fall  vor  Augen  zu 
haben,  wollen  wir  sagen,  F^^  sei  positiv. 

Die  Funktion  F{0,  y)  von  y  allein,  die  durch  die  Sub- 
stitution des  Wertes  ^  =  0  in  F(x,  y)  hervorgeht,  ist  im  Inter- 
valle —  h  ^y  ^h  stetig  und  hat  nach  dem,  was  wir  soeben 
sagten,  daselbst  überall  eine  positive  Ableitung,  so  daß  sie  nach 
Satz  9,  Nr.  30,  mit  y  wächst.  Aus  F(0,  0)  =  0  folgt  daher, 
daß  F{0,  y)  für  y  <0  negativ  und  für  </ >  0  positiv  sein  muß. 
Also  ist  insbesondere: 

(2)  i^(O,-/0<O,      F(0,h)>0. 

Die  Funktion  F(x,  h)  von  x  allein  ist  für  x  =  0  nach 
der  letzten  Ungleichung  positiv,  und  da  sie  stetig  ist,  gibt  es 
nach  Satz  4,  Nr.  21,  eine  positive  Zahl  h'i^h  derart,  daß 
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F{x,  h)  im  Intervalle  —  />^i  ^  ^  ^  ^i'i  überall  positiv  bleibt. 
Ebenso  finden  wir:  Es  gibt  eine  positive  Zalü  /ig  ^  h  derart, 
daß  die  Funktion  F(x,  —h),  die  für  ic  =  0  nach  (2)  negativ  ist. 
überall  im  Intervalle  —  1;^  ^  ^  ^  ^'2  negativ  bleibt.  Ist  Ti  die 
kleinere  der  beiden  Zahlen  \  und  jtg;  so  wird  demnach  für: 

(3)  -h£x£k 
stets: 

(4)  F{x,h)>0,      F{x,-Ji)<0. 

Es  sei  Xq  irgend  ein  bestimmter  Wert  von  x  im  Inter- 
valle (3),  und  es  werde  nun  die  Funktion  F(Xq,  y)  von  y 
allein  betrachtet.  Sie  ist  nach  (4)  für  y  =  h  positiv  und  für 
y  ^  —  h  negativ.  Weil  sie  sich  im  Intervalle  von  —  h  bis  + 1> 
stetig  verhält,  gibt  es  also  nach  Satz  5,  Nr.  21,  mindestens 
einen  Wert  y^  innerhalb  des  Intervalles,  für  den  F(xq,  i/q)  =  0 
ist.  Einen  zweiten  solchen  Wert  ^/^  kann  es  nicht  geben. 
Denn  nach  dem  Mittelwertsatze  2,  Nr.  28,  müßte  es  sonst 
einen  Wert  y'  zwischen  i/q  und  y^  derart  geben,  daß: 

Vi  —  2/0  ^y' 

wäre.  Aber  wegen  F {x^,  y^)  =  0  und  F(Xq,  y^)  =  0  würde 
hieraus  folgen,  daß  im  Bereiche  (1)  eine  Stelle  (xq,  y)  vor- 
handen wäre,  an  der  F  verschwindet,  während  doch  F^j  in 
diesem  Bereiche  nirgends  gleich  Null  ist. 

Bezeichnen  wir  jetzt  den  bestimmt  gewählt  gedachten 
Wert  Xq  mit  x,  so  folgt:  Zu  jedem  Werte  x  im  Intervalle  (3) 
gibt  es  im  Intervalle  von  —  li  bis  -j-  h  einen  und  nur  einen 
Wert  y  derart,  daß  F{x,  ?/)  =  0  ist,  d.  h.  im  Intervalle  (3) 
wird  y  durch  die  Gleichung  F(x,  y)  =  0  implizite  als  FunMion 
von  x  definiert,  vorausgesetzt,  daß  noch  ein  Intervall  —h^y^h 
vorgeschrieben  wird.     Dabei  ist  h  ^h. 

Diese  unentwickelte  Funktion  y  von  x  ist  aber  auch  stetig. 
Daß  dies  zunächst  au  der  Stelle  x  =  0  selbst  gilt,  ergibt 
sich  so:  Die  vorhergehende  Betrachtung  bleibt  richtig,  wie 
klein  wir  auch  die  positive  Zahl  h  wählen  mögen.  Wählen 
wir  für  h  eine  beliebig  kleine  positive  Zahl  a,  so  wird,  weil 
1:  ^  h  ist,  auch  statt  h  eine  gewisse  positive  Zahl  V  ^  6  auf- 
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treteü,  derart,  daß  die  Gleichung  F  (x,  y)  =  0  für  jedes  x  im  Inter- 
valle —  Je  ^  X  ^  Ji'  eine  und  nur  eine  Auflösung  y  hat,  für  die 
—  6  -^y  ^ö  ist.  Für  a;  =  0  ergibt  sich  insbesondere  ?/  =  0. 
Die  zu  einem  x  gehörige  Auflösung  y  weicht  deshalb  von  Null 
um  weniger  als  ö  ab,  sobald  x  von  Null  um  weniger  als  h'  ab- 
weicht, was  nach  Satz  3,  Nr.  20,  bedeutet,  daß  y  an  der  Stelle 
X  =  0  stetig  ist. 

Die  Funktion  y  verhält  sich  auch  an  jeder  anderen  Stelle  x^ 
im  Intervalle  (3)  stetig.  Denn  wenn  die  Gleichung  F(xQ,y)=-0 
für  y  im  Intervalle  von  —  h  bis  -f-  Ji  durch  den  Wert  y^  er- 
füllt wird,  so  führen  wir  die  neuen  Veränderlichen: 

'E,  =  x  —  Xq,     n  =  y  —  Vo 

ein.  Dadurch  geht  F{x,y)  in  eine  Funktion  F(i,-\-XQ.  yj -{- y^) 
von  ^  und  t]  über,  die  in  der  Umgebung  der  Stelle  |  =  0, 
r/  =  0  stetig  ist  und  an  dieser  Stelle  verschwindet,  weil 
F{xQ,y^  =  0  ist.  Diese  Funktion  hat  eine  partielle  Ableitung 
erster  Ordnung  hinsichtlich  tj: 

dr]  dy      ' 

die  an  der  Stelle  1  =  0,  tj  =  0  das  Pluszeichen  hat,  weil  F^  an 
der  Stelle  (x^^,  yo)  positiv  ist.  Die  Funktion  F{h,-{-XQ,  '>?-f-i/o) 
erfüllt  also  an  der  Stelle  1  =  0,  t]  =  0  genau  dieselben  Vor- 
aussetzungen wie  die  Funktion  F(.x,  y)  an  der  Stelle  x  =  0, 
y  =  0.  Die  Schlüsse,  die  wir  vorhin  für  die  Stelle  x  =  0, 
y  =  0  zogen,  gelten  demnach  entsprechend  für  die  Stelle  1  =  0, 
->]  =  0  oder  (x^,  y^).     Somit  ergibt  sich  der 

Sat0  12:  Ist  F(x,  y)  eine  in  der  Umgehung  der  Stelle 
X  ==  0,  y  =  0  stetige  Funktion  von  x  und  y  mit  einer  stetigen 
partiellen  Ableitung  erster  Ordnung  hinsichtlicli  y  und  ver- 
schwindet die  Funldion  an  der  Stelle  x  =  0,  «/  =  0,  während 
ihre  Ableitung  F^  daselbst  von  Null  verschieden  ist,  so  gibt  es 
zwei  positive  ZaJilcn  h  und  h  ^h  derart,  daß  zu  jedem  Werte  x 

im  Intervalle: 

—  Ji  ^x  ^]c 

ein  und  nur  ein  solcher  Wert  y  im  Intercalle: 

-h£y£h 
694] 
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vorJianden  ist,  der  die  Gleichung: 

Fix,  y)^0 

hefriedigt.  Die  dadurch  definierte  Funktion  y  von  x  ist  im 
Intervalle  \x\^k  stetig  und  verschwindet  für  a;  =  0. 

Nur  der  Bequemlichkeit  des  Ausdruckes  halber  sind  wir 
von  dem  Wertepaare  x  =  0 ,  y  =  0  ausgegangen.  Genau  ebenso 
hätte  sich  allgemeiner  ergeben: 

Satz  13:  Ist  F(x,  y)  eine  in  der  Umgehung  der  Stelle 
(Xq,  y^^)  stetige  Funktion  von  x  und  y  mit  einer  stetigen  par- 
tiellen Ableitung  erster  Ordnung  hinsichtlich  y  und  verschivindet 
die  Funktion  an  der  Stelle  (Xq,  y^),  ivährend  ihre  Ableitung  F^ 
daselbst  von  Nidl  verschieden  ist,  so  gibt  es  zwei  positive  Zahlen 
h  und  k  ^h  derart,  daß  zu  jedem  Werte  x  im  Intervalle 
\x  —  Xf^\-^k  ein  und  nur  ein  solcher  JVert  y  im  Intervalle 
I «/  —  i/o  I  ^  //  vorhanden  ist,  der  die  Gleichung : 

F(x,  y)  =  0 

befriedigt.     Die   dadurch    definierte   Funktion   y    von   x   ist    im 

Intervalle  '  x  —  Xf^\  ^k  stetig  und  hat  für  x  =  Xq  den  Wert  y^. 

695.  Die  Ableitung  der  unentwickelten  Funktion. 

Wir  benutzen  wieder  der  einfacheren  Ausdrucksweise  wegen 
das  Wertepaar  x^O,  y  =  0  und  fügen  zu  den  Voraussetzungen 
des  Satzes  12  der  letzten  Nummer  noch  die  hinzu,  daß  auch 
die  partielle  Ableitung  erster  Ordnung  von  F  hinsichtlich  x 
stetig  sein  soll. 

Im  Intervalle  'x\<ik  seien  x  und  x-\-zlx  beliebig  ge- 
wählt. Es  gibt  dann  im  Intervalle  \y\  ^  h  bestimmte  zu- 
gehörige Werte  y  und  y  -j-  ^y  derart,  daß: 

(1)  F{x,y)  =  0,     F{x  +  zlx,y  +  Jy)  =  Q 

ist.  Nach  dem  Mittelwertsatze  28  in  Nr.  137  (für  n  =  1)  gibt 
es  ferner  einen  positiven  echten  Bruch  6  derart,  daß: 

F{x^Zlx,y^  Jy)  -  F{x,  y)  =  Jx  [FJ  +  zJy  \F^] 

wird.  Die  eckigen  Klammern  sollen  andeuten,  daß  x  und  y 
in  F^  und  F^^  durch  die  Werte  x  -\-  ßzJx  und  y  +  9^y  ersetzt 
werden  müssen.   Die  linke  Seite  der  letzten  Gleichung  ist  nach  (1) 
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gleich  Null,  während  [F]  4=  0  ist,  wie  wir  in  voriger  Nummer 
sahen.    Demnach  ergibt  sich  durch  Division  mit  z/a;  und  [-F]: 

Da  F^  und  F  nach  Voraussetzung  stetig  sind,  nehmen  [i^J 
und  [i^,J  für  lim  Jx  =  0  die  Werte  F^  und  Fy  an,  so  daß 
die  stetige  Ableitung  hervorgeht: 

dy ^ . 

dX  Fy 

Wenn  wir  wieder  statt  des  Wertepaares  x  =  0,  y  =  0,  für 
das  F  verschwindet,  ein  anderes  Wertepaar  Xq,  y^  gewählt 
liätten,  für  das  F{Xf^,yQ)  =  0  wird,  hätten  wir  gerade  so  schließen 
können.     Demnach  läßt  sich  der  letzte  Satz  so  ergänzen: 

Sats  14:  Die  nach  Satz  13  von  Nr.  694  vorhandene  im- 
plizite definierte  Funktion  y  von  x  hat,  vorausgesetzt,  daß  der 
Funktion  F  in  der  Umgebung  der  Stelle  (xq,  y^)  auch  eine  stetige 
partielle  Ableitung  erster  Ordnung  hinsichtlich  x  zukommt,  in 
dem  Intervalle  \x  —  Xq\  ^k  eine  stetige  Ableitung,  und  der  Wert 
der  Ableitung  ist: 

dx  Fy 

In  Nr.  54  wurde  vorausgesetzt,  daß  eine  Gleichung  zwischen 
X  und  y  eine  solche  Funktion  y  von  x  definiere,  die  eine  Ab- 
leitung hat,  und  alsdann  wurde  die  Ableitung  berechnet.  Durch 
die  jetzigen  Überlegungen  ist  jenen  Betrachtungen  die  sichere 
Grundlage  gegeben. 

696.  Eine  unentwickelte  Funktion  von  mehreren 
Veränderlichen.  Es  sei  F  eine  solche  Funktion  von  n  +  1 
Veränderlichen  x^,  x^,  .  .  .  x^  und  y,  die  sich  in  einer  gewissen 
Umgebung  der  Stelle  x^=^,  x^^=  ^,  ...  x^  =  ^,  V  ='  ^  stetig 
verhält  und  in  dieser  Umgebung  eine  stetige  partielle  Ablei- 
tung F  hat.  Außerdem  verschwinde  F  an  der  Stelle  x^  =  0, 
a^g  =  0,  ...  ic„  =  0,  y  =  0,  während  F^^  daselbst  von  Null  ver- 
schieden sei.     Alsdann  entsteht  die  Frage,  ob  die  Gleichung: 

F(x^,  x^,  ...a;„,  i/)  =  0, 

die  im  Falle  x^  =  0,  x^  ==  i),  ...  x^  =  0  durch  den  Wert  y  =^  0 
befriedigt  wird,   die  Veränderliche  y   als  reelle   Funktion  von 
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Xi,  X2,  .  .  .  x^  definiert  und  ob  diese  Funktion  stetig  ist.  Die 
Beantwortung  dieser  Frage  läßt  sich  wie  in  Nr.  694  durchführen. 
Wir  deuten  das  Wesentliche  für  den  Fall  w  =  2  an,  in  dem  die 

Gleichung: 

,.     ,  F{x^,x^,y)  =  0 

vorliegt. 

Nach  Satz  11,  Nr.  693,  gibt  es  eine  positive  Zahl  li  der- 
art, daß  die  Ableitung  F    in  dem  Bereiche: 

(1)  —h<,x.^<.  h,     —  h  <  X2  ^  h,     —  h  ^  y  -^  h 
überall  von  Null  verschieden  und  etwa  positiv  ist.     Dann  folgt 
wie  in  Nr.  694,  daß: 

F{0,0,y)>0     für     ^  >  0, 

i^(0,0,^)<0  für  y<0 
wird.  Da  also  F{x^,0,li)  für  x^  =  0  positiv  ist,  dagegen 
F{x^,  0,  —h)  negativ  und  da  das  Entsprechende  für  F{0,  x^,  h) 
und  F(0,  X2,  —h)  gilt,  folgt  aus  Satz  4,  Nr.  21,  daß  es  posi- 
tive Zahlen  Ji^,  1:^,  \,  Jc^'  gibt,  die  h  nicht  übersteigen,  so  daß 
im  Intervalle: 

—  \  ^^1^  \  F{x^,  0,     h)  >  0, 

—  K  £^i£  h'  F{x„0,  -h)<0, 
-IC2  <  ^'2  <  h  F{0,  x„     h)  >  0, 

—  h'^^2^h'  F(0,  X2,—h)<0 

wird.  Bedeutet  Je  die  kleinste  dieser  vier  Zahlen  ä;^,  ä^^',  k^,  k^, 
so  folgt,  daß  im  Intervalle: 

(2)  -k^x,£k      F(x„0,h)>0,      F(x„0,-Ji)<0, 
(^3)     ~k£x,£k      F(0,.r,,h)>0,      F(0,x,,-h)<0 

wird.     Dabei  ist  k  ^  h. 

Nun  sei  x^^  irgend  ein  bestimmter  Wert  von  x^  im  Inter- 
valle von  ~k  bis  -\-k.  Die  Funktion  F(x^,  x^^,  h)  von  Xy  allein 
ist  nach  (3)  für  x-^^  =  0  positiv.  Nach  Satz  4,  Nr.  21,  gibt  es 
mithin  eine  positive  Zahl  y,  ^k  derart,  daß  die  Funktion  für 
x^  j  ^  3«  stets  positiv  wird.  Dabei  kann  x  für  verschiedene 
Stellen  Ao"  verschieden  ausfallen.  Deshalb  wollen  wir  unter  •/. 
die  kleinste  aller  dieser  Zahlen  verstehen,  so  daß  in  den 
Intervallen: 

—  X  ^  x^  ^x,      —k^x^^^k       F(x^,  x.2^,  h)  >  0 
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wird.  Weil  x  ^k  und  a.g*'  irgend  eine  Zahl  im  Intervalle  von 
—  k  bis  -f"  k  ist,  ergibt  sich  ferner,  daß  umsomehr  in  den 
Intervallen: 

—  X  ^x^  ^x,      —  X  ^x^<,%       F{x^,  x^,  h)  >  0 
wird.     Ebenso  schließen  wir,  daß  es  eine  positive  Zahl  x'  <  k 
gibt,  so  daß  in  den  Intervallen: 

—  x'  ^  ^Tj  ^  X,      "~  5^'  ^  ^^2  ^  ^'       F{x^,  x^,  — Ji)  <i  0 
wird.     Bedeutet  k  von  jetzt  an  die  kleinere  der  beiden  Zahlen 
X  und  x',  so  folgt: 

jEs  gibt  eine  positive  Zahl  k  ^  h  derart,  daß  infolge  von: 

(4)  —k^x^^k,       —  k  -^x^^k 
stets  auch: 

(5)  F{x^,x^,h)>0,       F{x^,x^,—h)<0 

wird. 

Wenn  nun  x^  und  X2  in  den  Intervallen  (4)  bestimmt  ge- 
wählt werden,  so  ist  F(Xj_,  x^.  y)  eine  Funktion  von  y,  die 
nach  (5)  für  y  ==  —  h  negativ  und  für  y  ^h  positiv  wird, 
also,  weil  sie  stetig  ist,  nach  Satz  5,  Nr.  21,  für  einen  gewissen 
Wert  von  y  zwischen  —h  und  h  verschwindet: 

F{x^,  x^,  y)  =  0. 
Es  gibt  keinen  zweiten  solchen  Wert  y  zwischen  —h  und  /<, 
weil  sonst  wie  in  Nr.  694  aus  dem  Mittelwertsatfee  2  von  Nr.  28 
folgen  würde,  daß  F  für  ein  Wertsystem  verschwände,  das 
dem  Bereiche  (1)  angehört,  während  F^^  doch  in  diesem  Be- 
reiche überall  von  Null  verschieden  ist. 

Alles  übrige  folgt  nun  gerade  so  wie  in  Nr.  694,  auch 
wird  es  keine  Schwierigkeiten  machen,  diese  Betrachtung  für 
n  =  2  auf  ein  beliebiges  n  >  2  zu  verallgemeinern.  Außerdem 
gilt  auch  hier  die  Bemerkung,  daß  nur  der  Bequemlichkeit 
des  Ausdruckes  halber  von  den  Werten  x^  ==0,  x^  =  0,  y  =  0 
ausgegangen  wurde.     Demnach  gilt  der 

Sats  15:  Ist  F{x^,  x^,  .  .  .  x^,  y)  eine  in  der  Umgehung 
der  Stelle  {x^\  x^^,  .  .  .  if„",  y^)  stetige  Funktion  aller  w  +  1  Ver- 
änderlichen mit  einer  stetigen  partiellen  Ableitung  erster  Ordnung 
hinsichtlich  y  und  verseil ivind et  die  Funktion  an  der  Stelle 
{x^^,  x^^,  .  .  .  xj^,  ?/o),  irährend  ihre  Ableitung  Fy  daselbst  von 
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Null  verschieden  ist,  so  gibt  es  zwei  positive  Zahlen  h  und  k  ^  h 
derart,  daß  zu  jedem  Wertsysteme  x^,  x^,  .  .  .  x^  des  Bereiches: 

\x^--  x^^l^lc,     \x^  —  x^^]^^,  ...  \x^  —  x^l^h 

ein  und  nur  ein  solcher  Wert  y  im  Intervalle  |^  —  ^ol  ^  '*  ^^**~ 
handen  ist,  der  die  Gleichung: 

F{x,,  x,,...x^,  y)-o 
befriedigt.    Die  dadurch  in  jenem  Bereiche  definierte  Funktion  y 
von  Xj^,  x^,  .  ■ .  x^  ist  stetig  und  hat  an  der  Stelle  (x^^,  x.^^,  . . .  xj^) 
den  Wert  y^. 

Wie  in  Nr.  695  köunen  wir  hinzufügen: 

Satz  16:  Die  nach  Satz  15  vorhandene  implizite  definierte 
Funktion  y  von  x^,  x^,  .  .  .  a;,,  hat,  vorausgesetzt,  daß  der  Funk- 
tion F  in  der  Umgebung  der  Stelle  (x^'^,  x^,  . . .  x^,  y^)  auch  stetige 
partielle  Ableitungen  erster  Ordnung  liinsichtlich  Xy,  x^,  .  .  .  x^ 
zukommen,  in  dem  Bereiche: 

\x^  —  Xj^\  ^  k,     I  x^  —  x^^  \  ^k,  ...  \x^  —  x,^^  j  ^  k 
stetige    partielle   Ableitungen    erster    Ordnung    hinsichtlich    aller 
n    Veränderlichen   x^,  x^,  ■  ■  .  x^,    und    die    Werte    dieser    Ab- 
leitungen sind: 

697.  Mehrere  unentwickelte  Funktionen.     Es  seien 

i^j,  F^,  .  .  .  F^  reelle  stetige  Funktionen  von  n  -\-  m  reellen 
Veränderlichen  x^,  x^,  ■  ■  ■  x^  und  y^,  y^}  ■  ■  ■  l/m  innerhalb  eines 
gewissen  Bereiches.  Dem  Bereiche  gehöre  insbesondere  die 
Stelle: 

(1)     X,  =0,  x,==0,..  .x^  =  0,    i/j  =  0,  ^2  =  0,  .  .  .  y^  =  0 
an.     In  der  Umgebung  dieser  Stelle  sollen  auch  alle  partiellen 
Ableitungen  erster  Ordnung  aller  m  Funktionen  stetig  sein.  Das- 
selbe gilt  alsdann  von  der  Funktionaldeterminante  (vgl.  Nr.  80): 

^F,  F,...F^ 


■   Vi      Ik  ■  ■  ■    Vn 

Es  soll  nun  noch  vorausgesetzt  werden,  daß  an  der  Stelle  (1) 
alle  tn  Funktionen  F.^,  F^,  .  .  .  jF„j  verschwinden,  dagegen  nicht 
diese  Determinante.     Es  sei  also: 
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Der  Index  Null  soll  hier  uud  im  Folgenden  die  Substitution 
der  Werte  (1)  andeuten. 

Wir  wünschen  zu  beweisen,  daß  die  m  Gleichungen: 

\I\  {x^,  x^,  ...  x,„   y^,  y^,  ...  yj  =  0, 

(3)  

\F„^  {x„  x^,  .  .  .  x^„   y„  y^,  ...  yj  =  0 

unter  diesen  Voraussetzungen  die  m  Größen  y^,  2/2?  ■  •  •  2/m  ^" 
der  Umgebung  der  Stelle  (1)  als  stetige  reelle  Funktionen  von 
Xi,  X2,  .  .  .  x,^  mit  stetigen  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung 
definieren.  Aus  dem  Nichtverschwinden  der  Funktionaldeter- 
minante haben  wir  zwar  früher  nach  Satz  4,  Nr.  80,  und  Satz  3, 
Nr.  79,  geschlossen,  daß  die  Gleichungen  (3)  nach  ?/^,  y^,  ■  ■  •  y^ 
auflösbar  sind,  jedoch  nur  auf  Grund  der  in  Nr.  77  aufgestellten 
Forderung  (£.  Was  wir  jetzt  beweisen  wollen,  ist,  daß  diese 
Forderung  tatsächlich  von  dem  Systeme  (3)  erfüllt  wird. 

Den  Beweis  führen  wir  durch  w-malige  Anwendung  der 
beiden  letzten  Sätze,  indem  wir  die  Gleichungen  (3)  nach  und 
nach  hinsichtlich  der  m  Größen  y-i-,  V^y  •  ■  •  Vvi  auflösen. 

Wären  die  m  Ableitungen 

\oyjo      \ö  2/2/0  \oymh 

sämtlich  gleich  Null,  so  wäre  auch  '^^  =  0  entgegen  der  A71- 
nahme  (2).     Wir  dürfen  daher  etwa: 

(4)  (1^")  4=  0 

voraussetzen,  denn  wenn  nicht  diese  Ableitung,  sondern  etwa 
die  nach  y/^  von  Null  verschieden  wäre,  würde  es  genügen, 
y^  mit  y^  und  y^^  mit  y^  zu  benennen,  um  doch  zur  Annahme 

(4)  zurückzukommen.  Nach  den  Sätzen  der  letzten  Nummer 
läßt  sich  nun  die  Umgebung  der  Stelle: 

(5)  x^  =  0,  ...  a;„  =  0,   ^^  =  0,  . .  .  y^_^  =  0 

soweit  einschränken,  daß  die  letzte  Gleichung  (3)  ebenda  in 
einem  gewissen  Intervalle 

-  K  £  fJm  ^  K 

die  Größe  y^^  als  stetige  Funktion  von  x^,  .  .  .  x^,  Vd  ■  ■  •  Vm-x 
mit  stetigen  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  definiert: 

(^^)  y^n  =  ^m G^'i;  ^2, •  •  •  K,  yi,y2j--' y,n-i), 
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wobei  insbesondere 

(^^  Jo  =  0 
ist.  Setzen  wir  die  Funktion  (6)  in  die  Gleichungen  (3)  ein, 
so  werden  die  m  —  1  ersten  Gleichungen  frei  von  y^,  während 
die  letzte  identisch  erfüllt  wird.  Die  durch  diese  Substitution 
aus  i^j,  F^,  .  .  .  F^_i  hervorgehenden  Funktionen  mögen  O^^ 
02)  ■  ■  •  ^m-1  heißen.     Alsdann  ist: 

(7)     0^=F,{X^  ,X.„...X^,  Ik  ,  ^2'  ■  •  •  Vm-l  J   "Pm)     (^'  =  1,  2,  ...  «i  -  1  j, 

dagegen : 

[%)  0  =  i^,„  {x^,  x^, .  .  .  x^,  yi,y.2,--  -Um-l,  9>„j, 

so  daß  von  nun  an  das  System  von  nur  noch  m  —  1  Gleichungen: 

(9)     ^,(^^1,  x^,...  x„,  y„  y„  . . .  y,,^_,)  =  0     (k  =l,2,...m-l) 

vorliegt.  Nach  Satz  8,  Nr.  22,  sind  die  m  —  1  Funktionen  O/^ 
in  der  vorhin  erwähnten  eingeschränkten  Umgebung  der  Stelle  (5) 
stetig.  Außerdem  haben  sie  daselbst  nach  Satz  22,  Nr.  42,  stetige 
partielle  Ableitungen  erster  Ordnung.  Da  ferner  (p^  an  der 
Stelle  (5)  verschwindet,  gilt  dasselbe  nach  (7)  für  jede  Funk- 
tion 0f..   Wir  behaupten  femer,  daß  die  Funktionaldeterminante: 

an  der  Stelle  (5)  von  Null  verschieden  ist. 

In  der  Tat,  nach  (7)  und  (8)   ergibt  sich: 


(10) 


Sy,-        dy-,         dy,n    dyi 

^yi      ^Vm  Syi 


+  ^--^         (Ä-l,2,.,.»,-l), 


für  i  ==  1,  2,  . . .  m  —  1 ,  sobald  nur  rechts  überall  y^^^  durch  cp^^^ 
ersetzt  wird.  Die  Funktionaldeterminante  ®  ändert  ihren  Wert 
nicht,  wenn  man  zu  ihrer  i*®*^  Reihe  die  mit  dq>j^  :  dy;  multipli- 
zierte letzte  Reihe  addiert.  Dabei  werden  die  m  —  1  ersten 
Glieder  der  i^^^  Reihe  die  Ableitungen  von  O,.  nach  ?/^,  y^,-  ■  -yjn-i'i 
aber  ihr  letztes  Glied  wird  gleich  Null,  infolge  von  (10).  Ver- 
fährt man  so  für  /=  1,2,  ...m  —  1,  so  ergibt  sich  mithin: 

Sy,n' 
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sobald   überall   y^^^   durch   die  Funktion  qp,^  ersetzt   worden  ist. 
Nach  (2)  und  (4)  folgt  hieraus: 

Die  Gleichungen  (9)  erfüllen  demnach,  abgesehen  davon, 
daß  ihre  Anzahl  nur  noch  m  —  1  ist  und  sie  nur  noch  m  —  \ 
Größen  y  enthalten,  in  der  Umgebung  der  Stelle  (5)  genau 
dieselben  Voraussetzungen  wie  die  ursprünglich  vorgelegten 
Gleichungen  (3)  in  der  Umgebung  der  Stelle  (1).  Deshalb 
läßt  sich  dasselbe  Schlußverfahren  wiederholen.  So  kommen 
wir   Schritt  für  Schritt  zu  Auflösungen: 


(11) 


y\  "^  9^1  (^1?   ^'2?  •  •  •  ^n) 


der  Gleichungen  (3).  Dabei  gibt  es  m  +  1  positive  Zahlen 
7^1,  h^,  .  .  .  //,„  und  ]c,  wobei  Je  keine  der  Zahlen  ]i  übersteigt, 
derart,  daß  die  Variabilitätsbereiche  für  jede  der  m  Funktionen 
^m^  9^m-iy  -^2,  ^1  durch  die  Ungleichungen: 

(12)  -k^x^^k,  ...  -k£x„£J: 
uud  diejenigen  unter  den  Ungleichungen: 

(13)  -  \  ^y^^h,  ...  -  h„,  £  y„^  £  K, 

angegeben  werden,  die  sich  auf  solche  Veränderliche  y  beziehen, 
die  in  den  Funktionen  vorkommen.     Die  übrigen  Ungleichungen 

(13)  geben  dabei  an,  in  welchen  Intervallen  die  Auflösungen 
ym^  ym-\y  •  ■  -yx  vorhanden  sind.  Alle  m  Funktionen  haben 
stetige  partielle  Ableitungen  erster  Ordnung  hinsichtlich  aller 
ihrer  Veränderlichen.  Außerdem  verschwinden  sie  sämtlich, 
wenn  alle  ihre  Veränderlichen  den   Wert  Null  annehmen. 

Setzt  man  nun  y^  =  cp^  in  die  m  —  1  ersten  Gleichungen 
(11)  ein,  darauf  den  für  y^  hervorgehenden  Wert  in  die  ni  —  2 
ersten  Gleichungen  usw.,  so  geht  ein  Gleichungensystem  von 
der  Form: 

(14)  2/t  =  ^i(^n  ^2;---^'„)  (/=1,  2,  ...m) 
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hervor.  Insbesondere  ist  f^  dieselbe  Funktion  wie  cp^.  Die 
Funktionen  ij^^,  4>2,  ...  ^,„  sind  nach  Satz  8,  Nr.  22,  im  Be- 
reiche (12)  stetig  und  nach  Satz  21,  Nr.  41,  mit  stetigen  par- 
tiellen Ableitungen  erster  Ordnung  versehen;  ferner  verschwin- 
den sie  sämtlich  an  der  Stelle  x-^  =  0,  x^  =  0,  .  .  .  x^  =  i). 
Außerdem  geben  sie  die  einzigen  Werte  der  m  Größen  yi,y^, 

•  ■■H^  an,  die  den  vorgelegten  Gleichungen  (3)  im  Bereiche  (12) 
unter  den  Bedingungen  (13)  genügen. 

Indem  wir  wieder  das  Wertsystem  i?:^  =  0,  ...  x^  =  0, 
?/i  =  0,  ...  ?/„^  =  0  durch  ein  anderes  ersetzen,  finden  wir 
schließlich  den 

Satz  17:  Sind  F^,  F^,  ...  -F,„  solcJie  m  Funktionen  der 
n  +  ni  Veränderlichen  x^,  x^,  .  .  .  x^,  y^,  y^,  •  ■  ■  y^j  die  in  der 
Umgebung  der  Stelle  {x^^,  x.2^,  .  .  .  x^,  y^,  y^,  .  .  .  yj*)  nebst 
allen  ihren  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  stetig  sind 
und  insbesondere  an  jener  Stelle  selbst  verschwinden,  während 
die  FunJiiionaldeterminante 

'F,  F,...  F„ 

daselbst  niclit  gleich  Nidl  ist,  so  definieren  die  m  Gleichungen: 

F,  =  0,     F,  =  0,  ...  F„,  =  0 
in  einem  gewissen   Variabilitätsbereiche: 

die  m  Größen  y^,  y2,  ■  ■  ■  y„i  ols  stetige  FunJdionen  von  x^,  x^, 

•  ■  ■  x^  mit  stetigen  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  in  der 
Art,  daß  diese  m  Funktionen  y^^.y^,  ■  ■■  y,»  /*<*"  ^i  =  ^\°'  ^2  =  '"^2^5 
.  .  .  x^  =  x^  die  Werte  y^,  y^,  .  .  .  y^^^  annehmen  und  für  jedes 
Wertsystem  x^,  X2,  . .  .x^  innerhalb  des  angegebenen  Variabilitäts- 
bereiches alle  diejenigen  Wertsysteme  y^,  ^2?  •  •  •  2/m  liefern,  die 
den  vorgelegten  m  Gleichungen  zusammen  mit  x^,  x^,  .  .  .x^  in 
der  Umgebung  der  Stellen  [x^^,  x^^,  . . .  x^)  und  (y^^,  y^^,  . . .  yj) 
genügen. 

Hiermit  sind  die  Betrachtungen  von  Nr.  78—80  vollständig 
geworden,  indem  sich  gezeigt  hat,  daß  die  in  Nr.  77  aufgestellte 
Forderung  ß  unter  den  im  Satze  17  angegebenen  Bedingungen 
in  der  Tat  erfüllt  ist. 
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698.   Die   zu  m  gegebenen  Funktionen   inversen 
Funktionen.     Insbesondere  liege  ein  Gleichungen system  vor: 

yk  =  fk (^i,  ^2>  •  •  •  ^m)  (^  =  1,  2,  .  .  .  m\ 
durch  das  m  Größen  y^^,  y^,  ■  ■  ■  2/,«  als  Funktionen  von  x^^,  x,^, 
•  •  ■  x^  definiert  werden.    Dies  System  kann  in  der  Form: 

Vk  -  t'A^x,  ^2,  •  •  •  ^,J  =  0         Q^  =1,2,...  m) 

dem  im  letzten  Satze  betrachteten  Systeme  untergeordnet  werden, 
indem  gesetzt  wird: 

Fk  =  yk-  fki^i,  ^2,  •  •  •  ^m)         (^  =  1,  2, .  .  .  m). 

Wenn  wir  nun  die  Gleichungen  nach  x^^,  x^,  .  .  .  x^^^  aufzulösen 
wünschen,  haben  wir  bei  Anwendung  jenes  Satzes  die  Rolle 
der  x  und  y  zu  vertauschen.  Insbesondere  ist  außerdem  n  =  m. 
Wegen  der  besonderen  Form,  die  hier  die  Funktionen  F  haben, 
werden  die  Voraussetzungen,  unter  denen  der  letzte  Satz  an- 
wendbar ist,  einfacher,  so  daß  sich  ergibt: 

Satz  18:   Liegt  ein  System  von  solchen  m  Funktionen: 

Vk-fki^xj^^j---  ^m)  (Ä;  =  1,  2,  .  .  .  m) 
von  m  Veränderlichen  x^,  x^,  .  .  .  x^^^  vor,  die  in  der  Umgehung 
einer  Stelle  (x^^,  x^^, .  .  .  x^)  nebst  ihren  partiellen  Ableitungen 
erster  Ordnung  stetig  sind  und  an  dieser  Stelle  die  WeHe  ^/, 
i/2°, . . .  yj^  annehmen,  und  ist  überdies  die  FunTttionaldetermincmte 

t\      12  •  •  ■  Irr, 
^^1    ^2  •  •  •  -^rr, 

an  jener  Stelle  von  Null  verschieden,  so  sind  auch  umgekehrt 
infolge  der  m  Gleichungen  y^.  =  fj.  die  m  Größen  x^,  x.2,  .  .  .  x^ 
in  einer  gewissen  Umgebung  der  Stelle  {y^,  y^^,  .  .  .  yj)  solche 
stetige  Funktionen  von  y^,  y^,  •  ■  •  y^  '^^^^^  stetigen  partiellen  Ab- 
leitungen erster  Ordnung,  die  für  y^  =  y.^^,  y^  =  y^^,  .  .  .  2/,„  =  y„^ 
die  Werte  x^,  x.2^,  .  .  .  ic,,,**  annehmen  und  überhaupt  für  jedes 
Wertsystem  y^,  2/0,  •  •  •  2/™  innerhalb  dieser  Umgebung  alle  die- 
jenigen Werte  von  x^,  x^, .  .  .x^^^  liefern,  die  mit  jenen  Werten 
2/1?  2/2;  •  •  ■  yrn  zusammen  in  einer  geivissen  Umgebung  der  Stelle 
{xy^,  x^^,  . . .  x^^^)  die  m  Gleichungen  y^  =  f^  befriedigen. 

Dies  ist  der  Satz  über  die  Existenz   der  zu  m  gegebenen 
698] 


§  5.    Existenzbeweise  für  unentwickelte  Funktionen.  87 

und  voneinander  unabhängigen  Funktionen  gehörigen  in  in- 
versen  Funktionen,  von  denen  in  Nr.  81  die  Rede  war. 

699.  Die  Ableitungen  höherer  Ordnung  der  un- 
entwickelten Funktionen.  Wir  betrachten  wieder  das 
Geichungensystem : 

(1)  F^i^i,  ^2,---  ^n,  Vu  ik,  ■  •  ■  //J  =  0  <7''  =1.2,  ...m) 
des  Satzes  17  der  vorletzten  Nummer  unter  den  dort  an- 
gegebenen Voraussetzungen.  Außerdem  fügen  wir  die  Voraus- 
setzung hinzu,  daß  die  Funktionen  F^,  F^,  .  .  .  F^^^  in  der  Um- 
gebung der  Stelle  (x^^,  x.^^,  . . .  x^,  y.^,  y^^,  .  .  .  y^^^^)  auch  lauter 
stetige  partielle  Ableitungen  zweiter  Ordnung  haben.  Es  läßt 
sich  alsdann  leicht  erkennen,   daß  auch  die  durch  das  System 

(1)  definierten  Funktionen  y^,  y2,  ■  ■  •  y,„  stetige  partielle  Ab- 
leitungen zweiter  Ordnung  haben  müssen.  Denn  zunächst 
gelten  in  Hinsicht  auf  die  Ableitungen  erster  Ordnung  nach  Xf 
die  k  Gleichungen: 

(2)  |S  +  |^|yi  +  |S|l^  +  ...  +  |S2^_0 
^  -^  ox^        dt/j^  cXf       dy^  ox;  dy^^  ox; 

{k  =1,2,...  m). 

Sie  ergeben  für  die  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  von 
?/i>  y-i}  ■  ■  ■  Um  nach  Xf  gebrochene  rationale  Funktionen  der 
partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  von  F^,  F^,  .  .  .  F^. 
Da  aber  F^,  F^,  .  .  .  F^^  nach  Voraussetzung  stetige  partielle 
Ableitungen  zweiter  Ordnung  haben,  so  lassen  sich  die  ge- 
fundenen Werte  nach  Satz  22,  Nr.  42,  nochmals  nach  irgend 
einer  der  Veränderlichen  a\,  x.2,  ■  .  .  x,,  partiell  differenzieren. 
Allgemein  gelangt  man  durch  Wiederholung  des  Schlusses  zu 
dem  folgenden  Zusätze  zu  Satz  17   der  vorletzten  Nummer: 

Satz  19:  Fügt  man  zu  den  Voraussetzungen  des  Satzes  17, 
Nr.  697,  noch  hinzu,  daß  die  Funktionen  F^,  F^,  .  .  J^,„  in  der 
Umgehung  der  Stelle  {x^,  x.J^,  .  .  .  a:„°,  y^^,  yj^,  .  .  .  yj)  lauter 
stetige  partielle  Ableitungen  his  zur  r'^"  Ordnung  einschließlich 
Juihen,  so  gilt  dasselbe  von  den  durch  das  Gleichungensystem 
F-y  =  0,  F^  =  0,  .  .  .  F^  =  0  definierten  Funldionen  y^,  y.^,  ...  //,„ 
von  x^,  x^,  .  .  .  x^. 
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§  G.     Existeuzbeweis  bei  allgemeinen  Systemen  von  ge- 
wöhnlichen Differentialgleichungen. 

700.  Lösungen  der  DifTerentialgleichung  F{x,  y,  i/) 

=  O.  Die  Ergebnisse  des  letzten  Paragraphen  setzen  uns 
in  stand,  die  in  §  3  und  §  4  entwickelten  Existenzbeweise 
auch  auf  solche  gewöhnliche  Differentialgleichungen  oder  Sy- 
steme von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
auszudehnen,  die  nicht  in  der  nach  den  Ableitungen  auf- 
gelösten Form  vorliegen.  Es  ist  zweckmäßig,  dies  in  dem 
einfachsten  Falle  genauer  zu  erläutern. 

Es  liege  die  Differentialgleichung  vor: 

(1)  F(x,y,y)==0. 

Wir  kümmern  uns  vorläufig  nicht  darum,  daß  y  eine  Funk- 
tion von  X  und  daß  y  die  Ableitung  dieser  Funktion  sein  soll, 
und  macheu  über  die  Funktion  F  der  drei  Veränderlichen 
X,  y,  y  die  folgenden  Annahmen:  Sie  verschwinde  für  ein  be- 
stimmtes Wertsystem  x  =  a,  2/  =  ^5  !/'=  c  und  sei  in  der  Um- 
gebung der  Stelle  {a,  h,  c)  stetig:  sie  habe  ferner  in  dieser  Um- 
gebung eine  stetige  partielle  Ableitung  erster  Ordnung  nach  ?/, 
doch  sei  die  Ableitung  an  jener  Stelle  (a,  h,  c)  nicht  gleich 
Null.  Alsdann  ist  die  Gleichung  (1)  nach  Satz  15,  Nr.  696, 
in  der  Umgebung  der  Stelle  (a,  h,  c)  nach  y'  auflösbar,  d.  h. 
es  gibt  eine  Funktion: 

(2)  y-t\x,y), 

die  für  x  =  a,  y  =  h  den  Wert  c  annimmt,  ferner  in  der  Um- 
gebung der  Stelle  (a,  6)  stetig  ist  und  drittens  zu  jedem  Werte- 
paare x,  y  in  dieser  Umgebung  denjenigen  einzigen  Wert  von  y 
vorstellt,  der  die  Gleichung  fl)  befriedigt,  sobald  die  Werte  y 
auf  eine  gewisse  Umgebung  von  y'  =  c  beschränkt  werden. 

Die  neue  Gleichung  (2)  ist  wie  die  alte  eine  gewöhnliche 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  für  die  unbekannte  Funk- 
tion y  von  X.     Hieraus  folgt: 

Es  sei  das  Wertepaar  x^,  y^  in  der  Umgebung  des  Werte- 
paares a,  h  beliebig  gewählt.  Zu  x  =  Xq,  y  =  y^  gehört  als- 
dann infolge  von  (1)  ein  Wert  y  =  y^  in  der  Umgebung  von 
y  =  c,  nämlich  der  Wert  y^  =  t\xQ,y^-  Soll  nun  y  =  cp{x) 
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eine  solche  Lösung  der  Differentialgleichung  (1)  sein,  die  für 
X  =  Xq  den  Anfangswert  y^  hat,  während  ihrer  Ableitung  der 
Anfangswert  y^'  vorgeschrieben  wird,  so  muß  y  =  cp{x)  auch 
eine  solche  Lösung  der  Differentialgleichung  (2)  sein,  die  für 
x  =  Xq  den  Anfangswert  y^  hat.  Umgekehrt:  Wird  die  Stelle 
(^or  Vo)  i^^  ^^^'  Umgebung  der  Stelle  (a,  h)  gewählt,  so  ist  eine 
solche  Lösung  y  =  (p  (x)  der  Gleichung  (2),  die  für  x  =  Xq  den 
Wert  y^  annimmt,   notwendig   eine  Lösung  der  Gleichung  (1). 

Nach  dem  allgemeinen  Satze  9  von  Nr.  691  gibt  es  nun, 
sobald  f{x,  y)  gewissen  Voraussetzungen  genügt,  eine  und  nur 
eine  Lösung  y  =  cp(x)  der  Gleichung  (2),  die  für  x  =  x^  den 
Wert  ^Q  hat,  aber  es  wäre  irrig,  wollte  man  hieraus  schließen, 
daß  auch  der  vorgelegten  Gleichung  (1)  nur  eine  Lösung 
y  =  (f  (x)  mit  dem  für  x  =  Xq  vorgeschriebenen  Anfangswerte 
y^  zukäme.  Denn  die  Gleichung  (2)  stellt  ja  die  Auflösung 
der  Gleichung  (1)  nach  y'  in  der  Umgebung  der  Stelle  (a,  h) 
nur  unter  der  Voraussetzung  dar,  daß  y'  auf  eine  gewisse  Um- 
gebung des  Wertes  c  beschränkt  wird.  Es  ist  aber  möglich  und 
kommt  oft  genug  vor,  daß  die  Gleichung  (1)  nach  der  Sub- 
stitution der  Werte  x  =  a,  y  =  h  nicht  nur  durch  einen  ein- 
zigen Wert  y'  =  c  befriedigt  wird. 

Wir  müssen  demnach  unterscheiden,  ob  es  sich  darum 
handelt,  die  vorgelegte  Differentialgleichung  (1)  in  der  Um- 
gehung des  Wertepaares  x  =  a,  y  =  h  oder  in  der  Umgehung 
des  Wertsystems  x  =  «,  //  =  h,  y'  =  c  vollständig  zu  integrieren. 
Nur  die  zweite  Aufgabe  ist  identisch  mit  der,  die  neue  Diffe- 
rentialgleichung (2)  in  der  Umgebung  des  Wertepaares  x  =  a, 
y  =  h  vollständig  zu  integrieren.     Wenn  die  Gleichung: 

(3)  F{a,  h,  y')  =  0 

durch  verschiedene  Werte  y' =  c^,  c^,  .  .  .  befriedigt  wird  und 
sonst  alle  gemachten  Annahmen  zutreffen,  so  führt  sie  nicht 
nur  zu  einer  Gleichung  (2),  sondern  zu  mehreren: 

(4)  y  =  /; ix,  y),     y'  =  f2{^,y),  .... 

Die  vollständige  Litegration  der  vorgelegten  Gleichung  (1)  in 
der  Umgehung  des  Wertepaares  x  =  a,  y  =  h  ist  erst  dann  ge- 
leistet, wenn  jede  einzelne  unter  den  Gleichungen  (4)  in  der 
Umgebung  dieses  Wertepaares  vollständig  integriert  worden  ist. 
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Deuten  wir  x  und  y  als  rechtwinklige  Koordinaten  in 
der  .ry/- Ebene,  so  sind  x,  y  und  y  die  Bestimmungsstücke 
eines  Linienelements  (vgl.  Nr.  666).  Die  Differentialgleichung 
(1)  definiert  alsdann  eine  Schar  von  Linienelementen,  aber 
dem  Punkte  {a,  h)  können  sehr  wohl  mehrere  Linienelemente 
zugehören,  nämlich  dann,  wenn  sich  aus  (3)  mehrere  Werte 
y  =  c.^^  ^2?  •  •  •  eingehen.  Sollen  nun  alle  Litegralkurven  in  der 
Umgebung  des  Punktes  (a,  b)  gefunden  werden,  so  muß  man 
alle  Integralkurven  in  den  Umgebungen  der  einzelnen  Linien- 
elemente  (a,  b,  cj,  (a,  b,  c^),  . . .  bestimmen.  Dabei  braucht  kaum 
erklärt  zu  werden,  was  damit  gemeint  ist,  daß  eine  Kurve  in 
der  Umgebung  eines  Linienelements  (a,  b,  c)  liegt.  Es  be- 
deutet natürlich,  daß  die  Bestimmungsstücke  x,  y,  y  der  Linien- 
elemente der  Kurve  in  der  Umgebung  des  Wertsystems  a,  b,  c 
enthalten  sein  sollen. 

Wenn  man  voraussetzt,  daß  die  Funktion  F  in  der  Um- 
gebung der  Stelle  (a,  b,  c)  auch  stetige  partielle  Ableitungen 
erster  Ordnung  nach  x  und  //  hat,  so  kann  man  außer  dem 
Satze  15  noch  den  Satz  16  von  Nr,  696  heranziehen,  woraus 
folgt,  daß  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (2)  in  der  Umgebung 
der  Stelle  (a,  b)  eine  stetige  Funktion  mit  stetigen  partiellen 
Ableitungen  erster  Ordnung  ist.  Auf  die  Gleichung  (2)  läßt 
sich  nunmehr  der  Satz  9  von  Nr.  691  anwenden.  Also  können 
wir  sagen  : 

Satz  20:    Es   liege  eine  gewöhnliche   Differentialgleichung 

erster  Ordnimg: 

F{x,  y,  y')  =  0 

mit  einer  unbekannten  Funktion  y  der  unabhängigen  Veränder- 
lichen X  vor.  Die  Funktion  F  der  drei  Veränderlichen  x,  y,  y 
verschwinde  für  x  =  a,  y  =  b,  y  =  c  und  verhalte  sich  nebst 
ihren  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  in  der  Umgebung 
der  Stelle  (a,b,c)  stetig;  doch  sei  die  Ableitung  dF:dy'  an 
dieser  Stelle  von  Null  verschieden.  Alsdann  gibt  es  in  der 
Umgebung  der  Stelle  («,  b)  eine  und  nur  eine  solche  Lösung: 

y^(f{x), 

der  für  x  =  <x  der  Anfangsivert  b  zukommt,  während  ihrer  Ab- 
leitung für  X  =  a  der  Anfangswert  c  vorgeschrieben  ist.  Diese 
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Lösung  verhält  sich  nebst  ihrer  Ableitung  erster  Ordnung  in  einer 
gewissen   Umgebung  v&n  x  =  a  stetig. 

701.  Lösungen  eines  Systems  erster  Ordnung 
von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen.  Ganz  entspre- 
chende Überlegungen  gelten  für  ein  solches  System  erster 
Ordnung  von  gewöhnlichen  Diflfereutialgleichungen  für  n  un- 
bekannte Funktionen  y^,  y^,  •  ■  •  V»  von  ^;  das  sich  nach  dem 
Satze  17  von  Nr.  697  nach  den  n  Ableitungen  y/,  y^,  •  ■  ■  VÜ 
auflösen  läßt.  Wir  begnügen  uns  damit,  nur  die  folgende 
Verallgemeinerung  des  letzten  Satzes  zu  formulieren. 

Satz  21:  Es  liege  ein  System  erster  Ordnung  von  n  ge- 
tvöhnlichen  Differentialgleichungen : 

Fi{x,  y^,  2/2, .. .  y,„  yt,  y^,  ■  •  •  lO  =  <^      {i  =  l,2,...n) 

für  n  unbekannte  Funktionen  yi,  y.2,-  •  -Pn  df^r  unabhängigen  Ver- 
änderlichen X  vor.  Alle  n  Funktionen  Fj^,  F^,  .  .  .  F^  sollen  für 
das   Wertsystem: 

x  =  a,     y^=b^,     y.^  =.b^,  .  .,  y^=b„, 
2/i'=Ci,     2/2'=  Cg,  ..  .  ^„'=c„ 

gleich  Null  sein  und  sich  nebst  ihren  partiellen  Ableitungen 
erster  Ordnung  in  der  Umgebung  dieses  Wertsystems  stetig  ver- 
halten; doch  sei  die  Funktionaldeterminante 

^F,  F,...  F^y 

^Vi  y^ ■■■yn 

für  dieses  Wertsystem  nicht  gleich  Null.  Alsdann  gibt  es  in  der 
Umgebung  des  Wertsystems: 

x==a,      y^  =  b^,      y,  =  b^,  ...  y^  =  b^^ 
ein  und  nur  ein  solches  System  von  Lösungen: 

yi  =  fPl  (^)  ,        ?/2  =  9^2  (^).    •  •  •    2/n  =  9^n  (^); 

die  für  x  =  a  die  Werte  b^,  ftg?  •  •  •  ^„  haben,  tvährend  ihren 
Ableitungen  für  x  =  a  die  Werte  q ,  Cg ,  . . .  c„  vorgeschrieben  sind. 
Die  Lösungen  verhalten  sich  nebst  ihren  Ableitungen  erster  Ordnung 
in  einer  getvissen  Umgebung  von  x  =  a  stetig. 

702.  Lösungen  eines  Systems  höherer  Ordnung 
von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen.  In  Nr.  603 
hat  sich   gezeigt,   daß  jedes   solche  System   von  gewöhnlichen 
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Differentialgleichungen,  in  denen  Ableitungen  höherer  Ordnung 
der  unbekannten  Funktionen  auftreten,  in  ein  System  erster 
Ordnung  verwandelt  werden  kann,  vgl.  den  Satz  2  ebenda,  und 
zwar  stehen  dieser  Überführung  keinerlei  Schwierigkeiten  im 
Wege,  da  nur  Substitutionen  und  keine  Eliminationen  zu 
leisten  sind.  Die  gegebenen  Existenzbeweise  lassen  sich  als- 
dann auf  das  gewonnene  System  erster  Ordnung  anwenden, 
und  auf  diese  Art  ist  man  imstande,  auch  die  Existenz  von 
Lösungen  des  vorgelegten  Systems  zu  beweisen.  Doch  wollen 
wir  uns  vorläufig  mit  diesen  wenigen  Bemerkungen  darüber 
begnügen. 
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Drittes  Kapitel. 
Gewöhnliche  Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 


§  1.     Allgemeine  und  singulare  Lösungen. 

703.  AUgfemeiue  Lösung*  der  DifiTereutialgleichung 
y:=f{x,y).  Liegt  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung 
erster  Ordnung  für  eine  unbekannte  Funktion  y  der  unab- 
hängigen Veränderlichen  x  in  der  Form: 

(1)  y-f{^,y) 

vor,  so  soll  ein  für  allemal  hier  festgesetzt  werden,  daß  wir 
sie  nur  in  einem  solchen  Bereiche  der  Veränderlichen  x  und  y 
betrachten,  innerhalb  dessen  die  FunMion  f{x,  y)  stetig  ist  und 
eine  stetige  partielle  Ableitung  erster  Ordnung  hinsichtlich  y  hat. 
Nach  Satz  9  von  Nr.  691  und  Satz  10  von  Nr.  692  gibt  es 
eine  und  nur  eine  Lösung  y  der  Differentialgleichung,  die  für 
X  =  Xq  einen  vorgeschriebenen  Anfangswert  ;(/o  hat.    Es  sei  dies: 

(2)  y  ==  (p  {x,  Xq,  yo) . 

Sie  ist  einerseits  eine  stetige  Funktion  von  x  mit  stetiger  Ab- 
leitung  y  und  andererseits  auch  eine  solche  stetige  Funktion 
von  y^,  der  eine  stetige  Ableitung  nach  y^  zukommt. 

Die  Gesamtheit  aller  Lösungen  der  Differentialgleichung  (1) 
in  dem  festgesetzten  Bereiche  heißt  ihre  allgemeine  Lösung.  Sie 
wird  durch  (2)  dargestellt,  solange  x^  und  Vo  willkürliche  Kon- 
stanten bleiben.  Wenn  dagegen  Xq  und  «/^  bestimmt  gewählt 
werden,  so  heißt  (2)  eine  Partikularlösung.  Die  allgemeine 
Lösung  ist  die  Gesamtheit  aller  Partikularlösungen. 

Bisher  haben  wir  noch  keine  Methode  entwickelt,  nach 
der  man  imstande  ist,  die  allgemeine  Lösung  einer  vorgelegten 
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Diiferentialgleichimg  (1)  wirklicli  zu  berechnen.  Auch  im  gegen- 
wärtigen Paragraphen  genügt  uns  vorläufig  die  Tatsache  ihrer 
Existenz.  Unter  Umständen  kann  man  ohne  Rechnung  bei 
einer  gegebenen  Differentialgleichung  wenigstens  eine  Par- 
tikularlösung ausfindig  machen,  z.  B.  bei  dieser: 

,/=   (^'  +  y)y 

denn  hier  ist  augenscheinlich  die  Konstante  y  =  0  eine  Lösung, 
weil  mit  y  =  0  auch  y  =  0  ist  und  die  Gleichung  durch 
y  =  0,   y'  =  0   befriedigt  wird. 

Werden  x  und  y  wie  in  Nr.  666  als  rechtwinklige  Koor- 
dinaten in  der  Ebene  gedeutet,  so  sind  die  geometrischen 
Bilder  der  Partikularlösungen  von  (1)  Integralkurven.  Es  sind 
dies  die  Kurven,  die  in  jedem  ihrer  Punkte  (x,y)  dasjenige 
Linienelement    haben,     dessen    Winkel    x    mit    der    positiven 

a:- Achse  durch: 

tg  T  =  f{x,  y) 

bestimmt  wird.  Die  allgemeine  Lösung  wird  durch  die  Ge- 
samtheit der  Integralkurven  dargestellt,  und  da  von  jeder  An- 
fangsstelle {Xq,  y^)  eine  und  nur  eine  Integralkurve  ausgeht, 
so  .sagen  wir,  daß  die  Gesamtheit  der  Integralkurveti  den  Be- 
reich der  Differentialgleichung  überall  einfach  überdeckt.  Nir- 
gends schneiden  oder  berühren  sich  zwei  verschiedene  Integral- 
kurven. 

704.  Integrationskoustante.  Im  folgenden  beschränken 
wir  uns,  um  den  Schlüssen  volle  Strenge  zu  geben,  auf  die 
Umgebung  einer  bestimmt  gewählten  Stelle  x  =  a,  y  =  h  des 
Bereiches  der  Differentialgleichung: 

(1)  y'=f{x,y). 
Wenn  also: 

(2)  i/  =  9D  {x,  Xq,  yo) 

die  allgemeine  Lösung  vorstellt,  die  für  x  =  Xq  den  Wert  y^ 
annimmt,  so  sollen  nur  solche  Anfangs wertepaare  Xq,  y^  be- 
trachtet werden,  die  der  Umgebung  der  SteUe  (a,  h)  angehören. 
Zunächst  enthält  die  allgemeine  Lösung  (2)  zwei  willkür- 
liche Konstanten  Xq  und  y^.  Alle  Partikularlösungen  in  der 
703,  704] 


§  1.    Allgemeine  und  singulare  Lösungen. 


95 


Fig.  14. 


Umgebung  der  Stelle  {a,  h)  oder,  was  dasselbe  ist,  olle  Integral- 
kurven in  der  Umgebung  des  Punktes  {a,  V)  ergeben  sich  aber 
auch  schon  dann,  wenn  für  x^  der  bestimmte  Wert  a  gesetzt 
wird  und  nur  y^  einen  noch  willkürlichen  Wert  C  behält: 

^  =  cp{x,a,  C). 

Diejenige  Integralkurve  (2)  nämlich,  die  von  irgend  einem 
bestimmt  gewählten  Punkte  {Xq,  y^)  in  der  Umgebung  des 
Punktes  («,  h)  ausgeht,  hat  für  x  =  a  eine  bestimmte  Ordinate 
y  ^  C]  es  ist  dies  die  Ordinate  ihres 
Schnittpunktes  mit  der  Geraden  x  =  a 
(siehe  Fig.  14): 

(3)  C  =  (p{a,XQ,yQ). 

Andererseits  steht  fest,  daß  durch  den 
Schnittpunkt  (a,  C)  nur  eine  Integral- 
kurve geht,  d.  h.  daß  zu  dem  Anfangs- 
wertepaare a,  C  nur  eine  Partikular- 
lösung vorhanden  ist,  nämlich  diejenige,  die  von  der  allgemeinen 
Lösung  (2)  bei  der  Annahme  X(^  =  a,  y^  =  C  geliefert  wird. 
Demnach  ist  die  Funldion: 

y=^  (fix,  Xq,  yo) 

notwendig  dieselbe  wie  die  Funktion: 

(4)  y  =  (p{x,a,C), 

sobald  unter  C  die  Konstante  (3)  verstanden  wird.  Weil  die 
Stelle  (xq,  yo)  irgendwo  in  der  Umgebung  der  Stelle  (a,  b)  ge- 
wählt werden  kann,  bleibt  die  durch  (3)  bestimmte  Kon- 
stante C  noch  willkürlich,  so  daß  die  Funktion  (4)  noch  eine 
willkürliche  Konstante  ('  enthält,  während  a  einen  bestimmten 
Wert  hat. 

Die  allgemeine  Lösung  tvird  somit  in  der  Form  (4)  durch 
eine  Fmiktion  dargestellt,  die  nur  nocJi  eine  willlürliche  Kon- 
stante C  enthält.  Diese  Konstante  heißt  die  Integrationsion- 
stante. 

In  vielen  Fällen,  in  denen  die  Integration  der  Differential- 
gleichung mittels  elementarer  Funktionen  geleistet  werden  kann, 
gilt   diese  Schlußfolgerung   nicht  nur  für  die  Umgebung  einer 
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bestimmten  Stelle  (a,  h)  des  Bereiches,  sondern  für  den  ganzen 
Bereich.  Man  erkennt  ja,  daß  sie  gewiß  für  denjenigen  Teil 
des  Bereiches  besteht,  der  von  den  Integralkurven  bedeckt  wird, 
die  mit  der  gewählten  Geraden  x  =  a  Punkte  gemein  haben. 
Beispiel:  Die  Integralkurven  der  schon  in  Nr.  6G6  be- 
trachteten Differentialgleichung : 

,               X 
y  = 

y 

sind  alle  konzentrischen  Kreise  um  den  Anfangspunkt  0.  Der 
durch  den  Punkt  (Xq,  y^  gehende  Kreis  hat  die  Gleichung: 

X^  +  ?/"  =  ^0^  +  ?/o"; 
d.  h.  es  ist: 

(5)  y  =  y^o'  +  ^o'  -  ^\ 

die  allgemeine  Lösung.  Sie  enthält  vorerst  zwei  willkürliche 
Konstanten  x^  und  y^,  aber  man  sieht  hier  sofort,  daß  nur 
die  eine  Konstante  x^^ -\- y^^"  wesentlich  ist,  so  daß  auch: 

(6)  y  =  yc^-^' 

die  allgemeine  Lösung  vorstellt.  Es  ist  nützlich,  dies 
mittels  des  oben  angewandten  allgemeinen  Verfahrens  zu  zeigen. 
Wir  wählen  z.  B.  die  Konstante  a  ==  0,  bestimmen  also  die 
Ordinate  C  des  Schnittpunktes  des  Kreises  (5)  mit  der  Ge- 
raden X  =  0  (wobei  wir  uns  etwa  auf  den  Bereich  i/  >  0  be- 
schränken).    Diese  Ordinate  hat  nach  (5)  den  Wert: 


(7)  ^  =  yv  +  2/o'- 

Da  jeder  Kreis  um  0  die  Gerade  .^  =  0  trifft,  können  wir 
die  Anfangsstellen  aller  Integralkurven  auf  dieser  Geraden 
wählen,  d.  h.  in  (5)  einfach  Xq  =  0  und  y^  =  C  setzen,  ohne 
dadurch  die  Allgemeinheit  der  Lösung  (5)  zu  beschränken. 
So  geht  wieder  die  Form  (6)  hervor,  die  aber  auch  durch 
Substitution  des  Wertes  (7)  in  (5)  gewonnen  wird. 

Wir  kehren  zur  allgemeinen  Betrachtung  zurück.  In  der 
Form  (4)  enthält  die  allgemeine  Lösung  außer  der  Veränder- 
lichen X  nur  noch  eine  willkürliche  Konstante  C,  während  a 
eine  bestimmte  Zahl  bedeutet,  die  künftig  nicht  besonders 
unter  dem  Funktionszeichen  angemerkt  zu  werden  braucht. 
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Danach  sei  von  jetzt  an  die  allgemeine  Lösung  mit: 

(8)  y  =  ^{x,C) 

bezeichnet.  Es  steht  fest  (nach  Satz  10,  Nr.  092),  daß  diese 
Funktion  nicht  nur  eine  stetige  Ableitung  nach  x,  sondern 
auch  eine  stetige  partielle  Ableitung  erster  Ordnung  nach  der 
Integrationskonstante  C  hat.  Diese  Ableitung  ist  nicht  gleich 
Null,  weil  die  Funktion  sonst  für  alle  Werte  von  C  dieselbe 
wäre,  d.  h.  nur  eine  Partikularlösung  darstellen  würde. 

705.  Integral.  Infolge  der  letzten  Bemerkungen  können 
auf  die  Gleichung: 

(1)  ij  =  (p{x,C) 

die  Sätze  15  und  16  von  Nr.  696  angewandt  werden,  wonach 
die  Gleichung  C  als  stetige  Funktion  von  x  und  y  mit  stetigen 
partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  definiert: 

(2)  C=^co{:,,y). 
Mithin  gilt  der 

Satz  1:  Die  Gesamtheit  der  Lösungen  y  einer  geivöhnliclien 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  von  der  Form  y  =  f{x,  y) 
tvird  in  der  Umgehung  einer  Stelle  (a,  h)  ihres  Bereiches  im- 
plizite durch  eine  Gleichung: 

(o  {x,  y)  =  C 

dargestellt,  wobei  03  {x,  y)  in  der  Umgebung  der  Stelle  (a,  b)  eine 
stetige  FunJction  von  x  und  y  mit  stetigen  partiellen  Ableitungen 
erster  Ordnung  ist,  icährend  G  eine  in  der  Umgebung  des  Wertes 
CO  {a,  b)  ivillkürliche  Konstante  bedeutet. 

Eine  Funktion  von  x  und  y,  die,  gleich  einer  willkür- 
lichen Konstanten  gesetzt,  implizite  alle  Lösungen  der  Diffe- 
rentialgleichung : 

in  der  Umgebung  einer  Stelle  (a,  b)  des  Bereiches  definiert, 
heißt  allgemein  ein  Integral  der  Differentialgleichung  (3).  Dem- 
nach folgt 

Satz  2:  In  der  Umgebung  einer  Stelle  {a,  b)  des  Bereiches 
einer  geivöhnlichen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  von  der 
Form  y  =  f{x,  y)  gibt  es  stets  ein  solches  Integral  co  {x,  y)  der 
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Differentialgleichung,  das  ehenda  eine  stetige  Funktion  von  x 
und  y  mit  stetigen  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  ist. 

Beispiel:  Im  ersten  Beispiele  von  Nr. 40  handelte  es  sich 
um  die  Integration  der  Differentialgleichung: 

P 

WO  p  eine  gegebene  Konstante  bedeutet.  Die  Integralkurven, 
nämlich  die  Kurven  mit  der  konstanten  Subnormale  p,  sind 
die  Parabeln: 

y  =  y2px  +  G. 

Beschränken  wir  uns  auf  den  Bereich  ^  >  0,  so  ist  die  Wurzel 
positiv  anzunehmen.  Es  ist  dann  y  =  ]/2px  +  C  die  allgemeine 
Lösung  und  C  die  Integrationskonstante.    Auflösung  nach  C  gibt: 

C  =  y"  —  2xjx. 
Demnach  stellt  y^  —  2px  ein  Integral  der  Differentialgleichung 
vor.     Dies  Integral  ist  in  der  ganzen  :r?/-Ebene,   nicht  nur  in 
der  Umgebung  einer  Stelle,  eine  stetige  Funktion  von  x  und  y 
mit  stetigen  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung. 

Die  Sätze  1  und  2  gelten  überhaupt  sehr  oft  bei  solchen 
Differentialgleichungen,  die  mittels  der  elementaren  Funktionen 
integriert  werden  können,  nicht  nur  für  die  Umgebung  einer 
Stelle  (a,  &),  sondern  für  den  ganzen  Bereich  der  Differential- 
gleichung. 

706.  Verschiedene  Formen  der  allgemeinen  Lösung, 
der  Integrationskonstante  und  des  Integrals.  Wenn 
die  Differentialgleichung: 

(1)  y  =  f{x,  y) 

in  der  Umgebung  der  Stelle  (a,  &)  ihres  Bereiches  die  all- 
gemeine Lösung: 

(2)  y-^>{x,G) 

mit  einer  willkürlichen  Konstante,  der  Integrationskonstante  C, 
hat,  ist  es  leicht,  die  allgemeine  Lösung  auf  eine  andere  Form 
zu  bringen.  Es  sei  nämlich  etwa  a  <.  C  <.  ß  dasjenige  Inter- 
vall, in  dem  die  Konstante  C  gewählt  werden  muß,  damit  (2) 
alle  Lösungen  in  der  Umgebung  der  Stelle  [a,  h)  darstellt. 
Wenn  nun  ^(C)  eine  solche  Funktion  einer  Größe  C  ist,  die 
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bei  geeigneter  Wahl  eines  Intervalles  a  <  C  <  /3'  alle  Werte 
im  Intervalle  von  a  bis  /3  annimmt,  so  stellt  augenscheinlich: 

(3)  y  =  ^{x.,i,{C')) 

ebenfalls  die  allgemeine  Lösung  (2)  dar.  Wenn  insbesondere 
^(C)  eine  stetige  Funktion  von  C  mit  stetiger  Ableitung 
erster  Ordnung  ist,  so  hat  die  allgemeine  Lösung  in  der  neuen 
Form  (3)  ebenfalls  eine  stetige  partielle  Ableitung  hinsicht- 
lich C". 

Dadurch  also,  daß  man  die  Litegrationskonstante  C  durch 
eine  noch  in  hohem  Maße  beliebig  wählbare  Funktion  einer 
neuen  Integrationskonstante  C  ersetzt,  kann  man  die  allgemeine 
Lösung  auf  eine  andere  Form  bringen. 

Wenn  die  Auflösung  der  Gleichung  (2)  nach  C  das  In- 
tegral oj  {x,  y)  =  C  und  also  03  (x,  ij)  =  ■^{C)  liefert  und  %  die 
zu  -4)  inverse  B'unktion  ist,  so  nimmt  das  Integral  durch  Auf- 
lösung nach  der  neuen  Integrationskonstante  C  die  neue  Form: 

(4)  x{^{x,y))  =  C' 

an.  Jede  lEunldion  %{(o)  eines  Integrals  a  ist  demnach  iviederum 
ein  Integral  derselben  Differentialgleichung.  Bei  geeigneter  Wahl 
der  noch  in  hohem  Maße  willkürlichen  Funktion  %  kann  man 
erreichen,  daß  das  neue  Integral  ebenfalls  in  der  Umgebung 
der  Stelle  {a,  b)  eine  stetige  Funktion  mit  stetigen  partiellen 
Ableitungen  erster  Ordnung  wird. 

Umgekehrt:  Es  seien  co(x,y)  und  Si(x,y)  zwei  Integrale 
derselben  Differentialgleichung,  und  zwar  seien  sie  nebst  ihren 
partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  in  einem  gewissen  Be- 
reiche stetig.     Alsdann  müssen  die  beiden  Gleichungen: 

durch  denselben  Wert  (1)  von  y'  befriedigt  werden,  was  aber 
nur  dann  angeht,  wenn: 

X  y 

ist.     Daraus  folgt  nach  Satz  4,  Nr.  80: 

Satz  3:  Nicht  nur  ist  jede  FimMion  eines  Integrals  der 
gewöhnlichen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  y  =  f{x,  y) 
wiederum  ein  Integral  der  Gleichung,  sondern  es  gilt  auch  das 
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Umgelehrte:    Alle  Integrale  der  Differentialgleichung  sind  von- 
einander abhängig. 

Beispiel:    Die  Differentialgleichung: 

y 


läßt  sich  in  der  Form: 


■^  X 


dx    ,    dy       o. 

— ^  =  0 

X  y 


sofort  integrieren.     Es  ist  danach: 

lux  -\-\n.y  =  C 
ein  Integral.     Wird   es   als  das  Integral  co   gewählt  und  unter 
%{c3)  die  Funktion  e'"  verstanden,  so  lautet  die  neue  Form  (4) 
des  Integrals: 

xy  =  C 

Die  Integralkurven    sind    diejenigen    Hyperbeln ,    deren   Asym- 
ptoten mit  den  Koordinatenachsen  zusammenfallen. 

707.  Verallgemeinerung  für  den  Fall  einer  Diffe- 
rentialgleichung F{x,  y,  y)  =  0.  Wir  wollen  die  in  den 
vorhergehenden  Nummern  entwickelten  Begriffe  auch  auf  solche 
gewöhnliche  DifferentialgleichuDgen  erster  Ordnung: 

(1)  F{x,y,y)  =  0 

ausdehnen,  die  nicht  nach  y    aufgelöst  sind. 

Es  möge  X  =  a,  y  =  h  ein  bestimmtes  Wertepaar  sein, 
und  es  seien  y' =  c^,  c^,  .  .  .  alle  diejenigen  voneinander  ver- 
schiedenen Werte  von  y,  die  der  Gleichung: 

Fia,  h,  y)  =  0 
genügen.  Ferner  sei  die  Funktion  F(x,y,y)  in  den  Um- 
gebungen der  Stellen  {a,  h,  q),  (a,  li,  c^),  ...  nebst  ihren  par- 
tiellen Ableitungen  erster  Ordnung  stetig.  Insbesondere  werde 
vorausgesetzt,  daß  die  Ableitung  dF:cy'  an  keiner  der  Stellen 
(a,  h,  Cj),  {a,  h,  c^),  . . .  gleich  Null  sei.    Dann  hat  die  Gleichung 

(1)  eine  Anzahl  von  Auflösungen  nach  y  : 

(2 )  y'  =  /; {x, y),      y=  U (^, y),  ■■' 

die    für    x  =  a,    y  =  h    die   Werte    c^,  Cg,  .  . .    annehmen.     Sie 
liefern  alle  diejenigen  Werte  von  y',  die   der  Gleichung  (1)  ge- 
nügen,   falls    (x,  y)    irgend   eine   Stelle   in   der  Umgebung   der 
SteUe  (a,  h)  bedeutet.     Vgl.  Nr.  700. 
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Die  Difterentialgleichuug  (1)  wird  somit  in  der  Umgebung 
des  Punktes  («,  h)  der  xy-Ehene  durch  eine  Anzahl  von 
aufgelösten  Differentialgleichungen  (2)  ersetzt.  Da  die  Funk- 
tionen fi,  /"g,  •••  in  der  Umgebung  der  Stelle  {a,  h)  stetig  sind 
und  stetige  partielle  Ableitungen  erster  Ordnung  haben,  kommt 
jeder  Differentialgleichung  (2)  in  der  Umgebung  der  Stelle  (a,  b) 
eine  allgemeine  Lösung  zu: 

(3)  y-cpi  i^\  C),      y  =  (p^  (x,  C),  ... 

Ihre  Gesamtheit  steUt  die  allgemeine  Lösung  der  Differential- 
gleichung (1)  in  der  Umgebung  der  Stelle  {a,  b)  dar.  Weil  jede 
einzelne  Gleichung  (3)  eine  Schar  von  Integralkurven  bestimmt, 
von  denen  die  Umgebung  des  Punktes  (a,  b)  einfach  überdeckt 
wird  (vgl.  Nr.  703),  so  überdeclt  die  Gesamtheit  aller  Integral- 
Jiurven  der  vorgelegten  Differentialgleichung  die  Umgebung  des 
Piinhtes  (a,  b)  gerade  so  vielfach,  als  einzelne  Gleichungen  (2) 
hervorgegangen  sind,  d.  h.  durch  irgend  einen  Punkt  {x,  y) 
dieser  Umgebung  geht  je  eine  Integralkurve  einer  jeden  ein- 
zelnen Differentialgleichung  (2). 

Alle  von  einem  solchen  Punkte  {x,  y)  ausgehenden  Inte- 
gralkurven haben  daselbst  vei'scbiedene  Tangenten,  wenn  jene 
Umgebung  hinreichend  beschränkt  wird.  Denn  es  stellen  z.  B. 
die  beiden  Gleichungen: 

(4)  y'-fi(^,y),     y'--f^{x^,y) 

diejenigen  Auflösungen  der  Gleichung  (1)  nach  y  dar,  die  alle 
Werte  von  y  in  einer  gewissen  Umgebung  des  Wertes  Cj 
bzw.  ^2  erschöpfen,  falls  nur  die  Stelle  {x,  y)  in  der  Umgebung 
der  Stelle  (a,  b)  liegt.  (Vgl.  Satz  15,  Nr,  696,)  ;  Weil  die  Dif- 
ferenz /"i  —  /ä  an  der  Stelle  (a,  b)  gleich  q  —  f-g  H=  0  ist,  gibt 
es  nach  Satz  11,  Nr.  693,  eine  solche  Umgebung  der  Stelle 
{a,b),  innerhalb  derer  überall  ^  4= /2  i^^-  Da  f^  bzw.  f^  den 
Tangens  des  Winkels  bedeutet,  den  die  Integralkurve  der 
ersten  bzw.  zweiten  Differentialgleichung  (4)  mit  der  positiven 
aj-Achse  bildet,  so  folgt  mithin,  daß  in  einer  hinreichend 
kleinen  Umgebung  des  Punktes  (a,  b)  keine  Integi*alkurve  der 
ersten  Gleichung  eine  der  zweiten  Gleichung  berühren  kann. 
Dasselbe  gilt  für  die  Integralkurven  aller  Differentialglei- 
chungen (2). 
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Dies  Ergebnis  wollen  wir  als  Satz  formulieren.  Wir 
bemerken  dabei  ein  für  allemal  vorweg,  daß  wir  uns  bei 
der  Betrachtung  einer  DifiPerentialgleichung  von  der  Form 
F{x,  y,  y)  =  0  stets  stillschweigend  auf  einen  solchen  Bereich 
beschränken,  innerhalb  dessen  die  FmiMion  F {x,  y,  y)  der  drei 
Veränderlichen  x,  y,  y  nebst  ihren  partiellen  Ableitungen  erster 
Ordnung  stetig  ist.     Wird  dies   im  Auge  behalten,   so  gilt  der 

Satz  4:  Wenn  die  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster 
Ordnung : 

F{x,y,y)^0 

an  der  Stelle  x  =  a,  y  =  b  nur  durch  solche  Werte  von  y'  be- 
friedigt wird,  für  die  dF :  dy  von  Null  verschieden  ist,  so  gibt 
es  eine  Umgebung  des  Punlies  (a,  b)  der  xy-Ebene,  in  der 
keine  zwei  verschiedenen  Integralkurven  der  Differentialgleichung 
einander  berühren. 

Daraus  folgt,  daß  eine  Berührung  zwischen  Integralkurven 
gewiß  nur  an  solchen  Stellen  x  =  a,  y  =  b  denkbar  ist,  zu 
denen  infolge  von  F(a,  b,y')  =  0  wenigstens  ein  Wert  von  y' 
gehört,  für  den  dF :  dy'  verschwindet.  Hierauf  kommen  wir 
in  der  nächsten  Nummer  zurück. 

Ist  die  Anzahl  der  Differentialgleichungen  (2),  die  durch 
die  Auflösung  der  Gleichung  (1)  in  der  Umgebung  des  Werte- 
paares X  =  a,  y  "=  b  hervorgehen,  begrenzt,  etwa  gleich  n,  so 
kann  man  alle  n  Lösungen  (3)  in  einer  Gleichung  zusammen- 
fassen: 

[y  -  cp,  (x,  C)]  [y  -  (p,  (x,  C)\  ■  ■  ■  [y  -  (p,  {x,  0)]  =  0, 

die  implizite  die  allgemeine  Lösung  der  Differentialgleichung 
(1)  in  der  Umgebung  der  Stelle  {a,  b)  darstellt.  Bei  den- 
jenigen Differentialgleichungen  (1),  die  man  durch  die  elemen- 
taren Funktionen  zu  integrieren  imstande  ist,  ergibt  sich  häufig, 
daß  die  allgemeine  Lösung  y  durch  eine  einzige,  aber  mehr- 
wertige Funktion  ausgedrückt  werden  kann.  In  der  Theorie 
aber  sehen  wir,  wie  schon  oft  gesagt  wurde,  von  mehr- 
wertigen Funktionen  ab. 

Durch  Auflösung  der  Gleichungen  (3)  nach  C  gehen  In- 
tegrale : 

"i  (^,  y)  =  C,      CO2  {X,  y)  =  c,  ... 
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der  einzelnen  Differentialgleichungen  (2)  hervor.  Erst  ihre 
Gesamtheit  wird  man  als  Integral  der  vorgelegten  Differential- 
gleichung (1)  bezeichnen. 

Unter  einer  PartiJctilarlösung  der  Differentialgleichung  (1) 
versteht  man  irgend  eine  der  Lösungen  (3)  für  irgend  einen 
erlaubten  und  hestimmten  Wert  der  willkürlichen  Konstante  C. 

708.  Singulare  Lösungen.  Bisher  wurde  angenommen, 
daß  für  ein  solches  Wertsystem  x  ==  a,  y  =  h,  y'  =  c,  das  der 
vorgelegten  Differentialgleichung: 

(1)  Fix.  y,  y)  =  0 

genügt,  insbesondere  cF:cy'  =\=  0  sei,  denn  nur  dann  war  die 
Anwendung  des  Satzes  15  von  Nr,  696  gestattet,  nach  dem 
die  Gleichung  (1)  eine  Auflösung  von  der  Form  y'=f{x,  y) 
hat.  Nun  soll  der  bisher  ausgeschlossene  Fall  erörtert  werden, 
in  dem  dF'.dy  für  ein  Wertsystem  verschwindet,  das  der 
Gleichung  (1)  genügt.  Es  empfiehlt  sich,  alle  diejenigen 
Wertsysteme  x,  y,  y  oder  also  alle  diejenigen  Linienelemente 
{x,  y,  y')  in  der  xy-^hene  als  singulär  zu  bezeichnen,  für 
die  zugleich  die  beiden  Gleichungen  gelten : 

(2)  F(x,y,y')  =  0,       ||  =  0. 

Dann  folgt  aus  dem  Satze  4  der  letzten  Nummer  sofort: 

Sat^  5:  Wenn  zivei  IntegralJairven  der  getvöhnlicJien  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung  F{x,  y,  y')  =  0  einander  he- 
riihren,  so  ist  ihr  gemeinsames  Linienelement  singulär. 

Zunächst  ist  es  denkbar,  daß  die  zweite  Gleichung  (2) 
bloß  eine  Folge  der  ersten  Gleichung  (2)  vorstellt.  Wenn  z.  B. 
die  gegebene  Differentialgleichung  die  Form: 

(3)  W-f\^,y)Y-^ 

hat,  so  bedeutet  JPihre  linke  Seite,  so  daß  die  zweite  Gleichung  (2) 

diese  wird: 

(4)  y'-f{x,y)  =  0. 

Hier  ist  es  ganz  klar,  daß  man  die  vorgelegte  Differential- 
gleichung nicht  in  der  Form  (3),  sondern  von  vornherein  in 
der  Form  (4)  betrachten  wird,  und  dann  tritt  dieser  besondere 
Fall  nicht  mehr  ein.  Wir  wollen  voraussetzen,  daß  die  Diffe- 
rentialgleichung F{x,  y,  y')  =  0   immer  nur   in   solcher   Form 
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gegeben  sei,  wobei  die  zweite  Gleichung  (2)  nicht  bloß  eine 
Folge  der  ersten  Gleichung  (2)  ist,  d.  h.  nicht  edle  Linien- 
elemente  der  Differentialgleichung  sollen  der  zweiten  Gleichung  (2) 
genügen. 

Gibt  es  nun  überhaupt  unbegrenzt  viele  Linienelemente 
(x,  y,  y),  die  beide  Gleichungen  (2)  beMedigen,  so  brauchen 
sie  nicht  notwendig  Kurven  zu  bilden.  Ein  Beispiel  zeigt  dies 
sofort:  Man  betrachte  alle  diejenigen  Linienelemente,  die  von 
den  Punkten  einer  Kurve  ausgehen  und  zu  den  Tangenten  der 

Punkte  senkrecht  sind,  siehe  Fig.  15. 
Wenn  aber  singulare  Linienelemente 
in    unbegrenzter     Anzahl    vorhanden 

Fig.  15.  .  ^  . 

sind  und  eine  Kurve  bilden,  muß  man 
die  Kurve  als  eine  Integralkurve  bezeichnen.  Denn  alle  Linien- 
elemente {x.,y,  y)  einer  Kurve  y  ^  tl}{x)  werden  durch  die 
beiden  Gleichungen  y  =  il}{x),  y'=-^'{x)  gegeben.  Wenn  nun 
ihre  Bestimmungsstücke  den  beiden  Gleichungen  (2)  genügen, 
so  muß  insbesondere  nach  der  ersten  Gleichung  (2)  für  alle 
Werte  von  x  (innerhalb    eines  gewissen  Intervalles): 

F{x,  t(.x),  ^'(^))  =  0 

sein,  d.  h.  ^  =  i>{x)  ist  eine  Lösung  der  DiflFerentialgieichung  (1). 

Alle  diejenigen  Integralkurven,  deren  Linienelemente  sin- 
gulär  sind,  heißen  singulare  Integralkurven.  Analytisch  aus- 
gedrückt: Eine  differenzierbare  Funktion  y  =  ipix)  heißt  eine 
singidäre  Lösung  der  Differentialgleichung  (1),  wenn  die  beiden 
Gleichungen  (2)  durch  die  Substitutionen  y='4)(x),  y'=ip'{x) 
befriedigt  werden. 

Es  erhellt,  daß  die  Differentialgleichung  (1)  außer  den  in 
voriger  Nummer  betrachteten  Lösungen  und  den  etwa  vor- 
handenen singulären  Lösungen  keine  anderen  Lösungen  haben 
kann.  Die  nicht  singulären  Lösungen  bzw.  Integralkurven  heißen 
regulär.  Es  leuchtet  ferner  ein,  daß  durch  einen  Punkt  {x,  y) 
gewiß  keine  singulare  Integralkurve  geht,  sobald  sich  aus  der 
Forderung  F{x,  y,  y)  =  0  nur  solche  Werte  von  y  ergeben, 
für  die  cF:cy'  =^0  ist. 

Wenn  y  =  i}^(x)  eine  singulare  Lösung  vorstellt,  müssen 
die  Werte  y  =  ip  (x)  und  y'=ilf'(x),  wie  schon  gesagt,  den 
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beiden  Gleichungen  (2)  genügen.  Anders  ausgedrückt:  Eine 
singulare  Lösung  y  ist  vorhanden,  wenn  die  beiden  Glei- 
chungen (2)  durch  zwei  Funktionen  y  und  y  von  x  befriedigt 
werden,  von  denen  die  zweite  die  Ableitung  der  ersten  ist. 
Nun  aber  gibt  die  vollständige  Differentiation  der  ersten  Glei- 
chung (2): 

d X        dy  dx       cy'  dx 

oder  einfacher  wegen  des  Bestehens  der  zweiten  Gleichung  (2): 

oi^   I   ^K.  ^-  =  0 
dx        dy  dx 

Also  ist  zu  fordern,  daß  der  hieraus  zu  berechnende  Wert  von 
dy :  dx  mit  y    übereinstimme.     Daher  gilt  der 

Satz  6:  Die  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung F{x,  y,  ij)  =  0  hat  dann  und  nur  dann  eine  singulare 
Lösung,  ivenn  es  eine  stetige  und  differenzierhare  FunMion  y  von  x 
gihtj  die  zusammen  mit  ihrer  Ableitung  y    den  drei  Gleichungen: 


i^=0. 


0 ,     - — [■  y  -^^  =  0 
'       ex    '   ^   dy 


Genüge  leistet. 

Hieraus  folgt,  daß  edle  etwa  vorhandenen  singulären  Lö- 
sungen allein  durch  Elimination  und  Substitution,  d.  h.  ohne 
jedes  Integrationsverfahren  berechnet  werden  können. 

709.  Beispiel.  Die  Schar 
aller  Kreise  vom  Radius  /",  deren 
Mittelpunkte  auf  der  Geraden  x  =  y 
liegen  (siehe  Fig.  16),  hat  die 
Gleichung : 

(x~Cf+{y-Cf=r^^ 
mit  der  willkürlichen  Konstante  C. 
Vollständige  Differentiation  nach  x 
gibt: 

x-G-\-  y\y  -  0)  =  0. 

AUe  Linienelemente  {x,  y,  y')  aller  dieser  Kreise  genügen 
mithin  derjenigen  Gleichung,  die  aus  den  beiden  vorhergehenden 
Gleichungen  durch  Elimination  von  C  gewonnen  wird.   Dadurch 
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ergibt  sich  die  Differentialgleicliunff: 

(1)  F^{x-  yf  (1  +  /2)  -  r'  (1  +  yj  =  0 , 

und  zu  ihren  Integralkurven  gehören  die  Kreise  der  gegebenen 
Schar.  (Vgl.  die  Methode,  mittels  derer  in  Nr.  86  die  Diffe- 
rentialgleichung einer  gegebenen  Kurvenschar  gewonnen  wurde.) 
Die  Funktion  F  von  x,  y,  y  ist  nebst  ihren  partiellen  Ab- 
leitungen überall  stetig.     Insbesondere  wird: 

Die  Differentialgleichung  (1)  ist  hinsichtlich  y  quadratisch  und 
hat  daher  zwei  Auflösungen  nach  y''. 


\^)  y  (a,  —  yY  —  r« 

und  für  diese  Auflösungen  wird: 

dF 


^y,^±2{x-y)y2r^^-{x-yY. 

Beide  Auflösungen  (2)  sind  nur  dann  reell  und  verschieden, 
wenn  x  —  y  =^0  und  (x  —  y)^  <  2r^  ist,  ferner  reeU  und  gleich, 
wenn  entweder  x —  y  =  0  oder  (a;  —  yY  =  2r^  ist,  und  drittens 
imaginär,  wenn  (x  —  ^)^>  2r^  ist.  Die  Punkte  (x,  y),  für  die 
beide  Auflösungen  reeU  und  gleich  werden,  sind  also  diejenigen, 
für  die  dF'.dy  =  0  wird,  nämlich  die  der  drei  Greraden  x  =  y, 
X  —  y  =  r]/2  und  x  —  y  =  —  >*l/2.  Die  erste  Gerade  ist  der 
Ort  der  Kreismitten,  während  die  beiden  anderen  die  Einhüllenden 
der  Kreisschar  vorstellen  (vgl.  Nr.  210).  Außerhalb  des  von  den 
beiden  letzten  Geraden  begrenzten  Streifens  hat  die  Differential- 
gleichung (1)  nur  imaginäre  Auflösungen  nach  y',  d.  h.  dort 
gibt  es  überhaupt  keine  (reellen)  Integralkurven.  Innerhalb 
des  Streifens  dagegen  hat  die  Gleichung  (1)  zwei  reelle  ver- 
schiedene Auflösungen  nach  y,  sobald  man  von  der  Mittel- 
geraden X  ==  y  absieht.  Dies  Gebiet  wird  somit  nach  Nr.  707 
durch  Integralkurven  doppelt  überdeckt.  In  der  Tat  tun  es  die 
Kreise  der  Schar.  Daher  stellen  sie  alle  regulären  Integral- 
kurven vor.  Der  Satz  4  von  Nr.  707  wird  bestätigt:  In  dem 
Streifen,  abgesehen  von  seiner  Mittellinie,  für  deren  Stellen  ja 
dF:  dy  =  0  ist,  berühren  keine  zwei  der  Kreise  einander. 
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Die  singulärenLmiene\em.ente,  d.h.  diejenigen, für  die  cF'.cy 
=  0  ist,  gehen  von  den  Punkten  der  drei  Geraden  aus.  Insbesondere 
für  diejenigen,  deren  Punkte  {x,  y)  auf  den  Geraden  x  —  y  =  r  '\/2 
und  X  —  y  =  —  ry2  liegen,  ergibt  sich  aus  (1)  oder  (2)  der 
Wert  ?/'=!,  d.  h.  es  sind  die  Linien elemente  der  beiden  Ge- 
raden selbst,  siehe  Fig.  17.  Da- 
gegen geht  für  diejenigen  singu- 
lären  Linienelemente,  deren  Punkte  y 

{x,  y)  auf  der  Mittelgeraden  x  =  y  / 

liegen,  y  =  —  1  hervor,  d.  h.  diese  / 


Linienelemente     sind    zur    Mittel-         /        \^- 


^     X' 


~7^ 


geraden    senkrecht.      Kurven    wer-     / 

den   also  nur  von    den    singulären  V'  y 

Linienelementen     der    beiden    Ge-       N^'  /^^ 

raden  a;  —  ?/  =  +  r  1/2  gebildet,  die 

also  die  einzigen  singulären  Integral- 

Jcurven   vorstellen,    d.  h.   die   beiden  Funktionen  y  =  x  +  rY2 

sind  die  einzigen  singulären  Lösungen. 

Wir  wollen  sie  nach  Satz  6  der  letzten  Nummer  auch  ana- 
lytisch bestimmen.     Die  Gleichung: 

^  +  ?'^^-  =  0 
dx       "^    dy 

ergibt  hier: 

(3)  (^a:-y){l-\-y''){l-y')  =  0, 

d.h.  y  ^=  X  oder  y  =  \,  weil  von  imaginären  Werten  abgesehen 

wird.     Ist  y  =  x,  so  geht   aus  (1)   der  Wert  y  =  —  \   hervor. 

Zwar  wird  dann  auch  dF'.cy  -=  0,  aber  i/'  =  —  1  ist  nicht  die 

Ableitung   von  y  =  x.     Deshalb   ist  y  =  x  keine   singulare,  ja 

überhaupt  gar  keine  Lösung.      Ist  dagegen   y  =  \,   so   folgen 

aus  (1)  die  Werte  y  =  x  +  ry2,  für  die  auch  cF:dy'  =  0  wird. 

Da  außerdem  die  Funktionen  y  =  x+  r'\/2  die  Ableitung  y  =  l 

haben,  sind  sie  die  einzigen  singulären  Lösungen. 

710.  Die  Einhüllende  einer  Schar  von  Integral- 
kurven als  singulare  Integralkurve.  Es  ist  leicht  zu 
zeigen,  daß  eine  etwa  vorhandene  Einhüllende  einer  Schar  von 
Integralkurven  stets  eine  singulare  Integralkurve  sein  muß. 

Stellt  nämlich: 
(1)  y  =  cp{x,C) 
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eine  Schar  von  Integralkurven  der  Differentialgleichung  F{x,  y,  y) 
=  0  vor,  wobei  die  Veränderliche  x  und  die  willkürliche 
Konstante  C  gewissen  Intervallen  angehören,  so  ist: 

(2)  F(^,^(,,C),^^)  =  0. 

Nach  Nr.  210  hat  die  Schar  eine  Einhüllende,  wenn  es  eine 
Funktion  a  von  x  und  y  gibt,  die  der  Gleichung: 

(3)  —ff^  =  0 

genügt,  und  wenn  überdies: 

(4)  y  =  (p(x,a) 

die  Veränderliche  y  als  stetige  und  differenzierbare  Funktion  von 
X  definiert.  Die  Werte,  die  dabei  der  Funktion  a  für  die  ver- 
schiedenen Punkte  (x,  y)  der  Einhüllenden  (4)  zukommen, 
sind  diejenigen  Werte,  die  der  willkürlichen  Konstante  C  in 
der  Schar  (1)  gestattet  sind. 

Die  Ableitung  der  Funktion  (4),  nämlich: 

, d(p{x,  a)         dq>{x,cc)  da 

^  dx  da       dx' 

nimmt  nach  (3)  den  Wert  an: 

(5)  ,  _  d(p{x,a)  _ 

"  dx 

Da  nun  die  Gleichung  (2)  für  alle  Werte  x  und  C  (in 
den  erlaubten  Intervallen)  gilt  und  da  die  Funktion  a  dieselben 
Werte  annimmt,  die  der  willkürlichen  Konstante  C  gestattet 
sind,  so  gilt  die  Gleichung  (2)  auch  nach  der  Substitution  von 
a  statt  0;  alsdann  aber  besagt  sie  nach  (4)  und  (5),  daß  die 
Funktion  (4)  in  der  Tat  eine  Lösung  der  Differentialgleichung 
ist.     Die  Einhüllende  muß  demnach  eine  Integralkurve  sein. 

Geometrisch  ergibt  sich  dasselbe  so:  Alle  Linienelemente 
aller  Integralkurven  (1)  gehören  zu  denen  der  Differential- 
gleichung, und  weil  die  Einhüllende  (4)  mit  jeder  Integralkurve 
nach  Satz  17,  Nr.  212,  ein  Linienelement  gemein  hat,  gehören 
folglich  alle  ihre  Linienelemente  zu  denen  der  Differential- 
gleichung,  d.  h.  sie  ist  ebenfalls  eine  Integralkurve. 

Daß  die  Einhüllende  eine  singulare  Integralkurve  sein  muß, 
folgt  sofort  daraus,   daß   durch  jeden   ihrer  Punkte   zwei   ver- 
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schiedene  Integralkurven  gehen,  die  einander  dort  berühren, 
nämlich  erstens  die  Einhüllende  und  zweitens  eine  Kurve  der 
Schar  (1);  mithin  sind  alle  Linienelemente  der  Einhüllenden 
nach  Satz  5,  Nr.  708,  singulär. 

Satz  7 :  Hat  eine  Schar  von  Integralhirven  der  gewöhn- 
lichen Differentialgleichung  erster  Ordnung  F{x,  y,  y)  =  0  eine 
Einhüllende,  so  ist  die  Einhidlende  eine  singulare  Integralkurve. 

Es  ist  aber  hiermit  nicht  gesagt,  daß  jede  singulare  Inte- 
gralkurve eine  Einhüllende  einer  Schar  von  Integralkurven 
sein  müßte.     Zum  Belege  diene  das 

Beispiel:  Die  singulären  Linienelemente  der  Differential- 
gleichung: 

F  =  y-~  +  y^-e^=^0 

sind  diejenigen,  deren  Bestimmungsstücke  x,y,  ij  dieser  Gleichung 
und  der  Gleichung: 

oy 

genügen.  Für  sie  wird  y' =  0  und  y  =  0,  d.  h.  die  a;- Achse 
ist  die  einzige  singulare  Integralkurve.  Im  übrigen  aber  gibt 
es  gar  keine  Integralkurven,  auch  keine  regulären,  denn  die 
Gleichung  1=0  gibt  nach  y'  aufgelöst: 

also  nur  imaginäre  Werte,  abgesehen  vom  Falle  y  =  0. 

711.  Diskrimiuautenort  der  Differentialgleichung 
F{x,  ?/,  i/)  =  0.     Wenn  die  beiden  Gleichungen: 

(1)  F{x,y,y')  =  0,      ||  =  0, 

denen  alle  singulären  Liuienelemente  der  Differentialgleichung 
F=  0  genügen,  durch  Elimination  von  y  zu  einer  Gleichung: 

(2)  0(x,  y)  =  0 

führen,  gibt  diese  Gleichung  den  Ort  der  Punkte  aller  sin- 
gulärer  Linienelemente  der  Differentialgleichung  F  =  0  an. 

Ist  insbesondere  F  eine  ganze  rationale  Funktion  von  x,  y 
und  «/',  so  gilt  dasselbe  von  cF'.cy.  Alsdann  gelingt  es  durch 
Determinantenbildung,  y  aus  den  beiden  Gleichungen  (1)  zu 
eliminieren,  wodurch  eine  Gleichung  ^(.r,  y)  =  0  hervorgeht, 
deren  linke  Seite  ^  eine  ganze  rationale  Funktion  von  x  und  y 
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ist.  Man  neunt  diese  Funktion  0  die  DisJcriminante  der  Funk- 
tion F  hinsichtlich  y  und  die  Gleichung  0  =  0  die  IHskrimi- 
nantengleichung. 

Indem  man  diese  Bezeichnung  verallgemeinert,  nennt  man 
auch  sonst  die  durch  Elimination  von  y'  aus  den  Gleichungen  (1) 
gewonnene  Gleichung  (2)  die  Diskrhninantengleichimg  der  Diffe- 
rentialgleichung F  =  0.  Dementsprechend  soll  im  folgenden  der 
geometrische  Ort  der  Punkte  aller  singulärer  Linienelemente 
der  Differentialgleichung  F  =  0  der  Disliriminantenort  der 
Differentialgleichung  heißen.  Es  ist  nicht  gesagt,  daß  er  stets 
durch  eine  Gleichung  (2)  darstellbar  sei,  vielmehr  kann  er  aus 
einzelnen  Kurven  und  aus  einzelnen  Punkten  bestehen. 

Differentialgleichungen  von  der  Form  y  =  f{x,  y)  haben, 
da  hier  F  =  y'  —  f  und  also  oF'.cy  =  1  ist,  nie  einen  Diskri- 
minantenort  wie  überhaupt  nie  eine  singulare  Lösung  (in  ihrem 
Bereiche,  vgl.  Nr.  707).  Obgleich  eine  Differentialgleichung 
F{x^  y,  y')  =  0  nach  Nr.  707  in  der  Umgebung  einer  Stelle 
X  =  a,  y  =  h  auf  eine  Anzahl  von  Gleichungen  von  dieser  Form 
y  =  f{x,  y)  zurückkommt,  darf  doch  nicht  geschlossen  werden, 
daß  ihre  regulären  Litegralkurven  nirgends  Stellen  mit  dem 
Diskriminantenorte  gemein  hätten,  denn  die  Betrachtungen  be- 
zogen sich  immer  nur  auf  eine  Umgebung  einer  Stelle  (a,  h). 

Eine  Integralkurve  ist  vielmehr  nach  Nr.  708  nur  soweit 
als  regulär  zu  bezeichnen,  als  ihre  Linienelemente  nicht  sin- 
gulär  sind.  Es  kann  sehr  wohl  vorkommen,  daß  eine  Lösung 
y  =  (p  (x)  auch  dann  noch  stetig  und  differenzierbar  bleibt, 
wenn  x  einen  Wert  erreicht,  für  den  y  =  (p{x)  und  y'  =  (p'(x) 
ein  singuläres  Linienelement  bestimmen.  Dies  war  z.  B.  bei 
den  Kreisen  in  Nr.  709  da  der  Fall,  wo  sie  die  Geraden 
y  =  x'^  ry2  berühren,  und  da,  wo  sie  die  Gerade  y  ==  x 
schneiden.  Ebenso  ist  es  stets  der  Fall  bei  einer  Schar  von 
Integralkurven,  die  eine  Einhüllende  hat,  nach  Satz  7,  Nr.  710. 

In  einem  Intervalle,  in  dem  die  Integralkurve  y  =  cp{x) 
regulär  bleibt,  hat  (p(x)  überall  eine  stetige  Ableitung,  folglich 
tritt  dort  nirgends  ein  singulärer  Punkt  (vgl.  Nr.  187  und  191) 
auf.  Aber  es  kann  sein,  daß  die  Integralkurve  an  den  Grenzen 
des  Intervalles  singulare  Punkte  hat,  indem  sie  zugleich  aufhört, 
regulär  zu  sein,  d.  h.  indem  sie  dort  singulare  Linienelemente 
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hat.  Alsdann  aber  liegen  diese  singulären  Punkte  als  Punkte 
von    singulären   Linienelementen   auf  dem   Diskriminantenorte. 

Demnach  sagen  wir  zusammenfassend: 

Satz  8:  Dem  Diskriminantenorte  der  getv'ölinlichen  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung  F{x,  y,  y')  =  0  gehören  alle  etwa 
vorhandenen  Berührungspunlite  zwischen  Integrcdkurven,  alle  etwa 
vorhandenen  singulären  Funlde  von  Integralkurven,  alle  etwa 
vorhandenen  Einhidlenden  von  Scharen  von  Integralkurven  sowie 
alle  etwa  vorhandenen  singulären  Integralkurven  an. 

1.  Beispiel:  Nach   (4)  in  Nr.  232  ist: 

F=yy'-2a  +  y  =  0 

die  Differentialgleichung  derjenigen  gemeinen  Zykloiden,  die 
durch  Rollen  eines  Kreises  vom  Radius  a  längs  der  oberen  Seite 
der  Abszissenachse  hervorgehen.  Weil  cF:  cy'  den  Wert  2yy 
hat,  ist  für  den  Diskriminantenort  entweder  y  =  0  oder  y  =  0. 
Im  Falle  y  =  0  geht  aus  der  Differentialgleichung,  die  ja: 


y 


'-±V 


2«  — 2/ 


y 


ergibt,  noch  y'  =  +  <x>  hervor,  im  Falle  y  =  0  dagegen  y  =  2a. 
Der  Diskriminantenort  besteht  demnach  aus  den  beiden  Geraden 
y  =  0  und  y  =  2a,  doch  sind  die  von  den  Punkten  beider  Ge- 
raden ausgehenden  singulären  Linienelemente  von  verschiedener 
Art,  denn  diejenigen,  deren  Punkte  auf  der  Abszissenachse 
y  =  0  liegen,  stehen  auf  der  Achse  senkrecht,  während  die- 
jenigen, deren  Punkte  anf  der  Parallelen  y  =  2a  zur  Abszissen- 
achse liegen,  die  Richtung  dieser  Achse  haben.  Deshalb  bilden 
nur  die  Elemente  der  zweiten  Art  eine  singulare  Litegralkurve, 


Fig.  18. 


nämlich  die  Gerade  y  =  2a,  die  Einhüllende  aller  Zykloiden. 
Die  Abszissenachse  dagegen  ist  der  Ort  der  Spitzen  aller 
Zykloiden.     Siehe  Fig.  18. 

[711 


112     Kap.  ni.    Gewöhnliche  Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 


Dis- 

Als 


Die  Differentialgleichungen  von  der  Form  y'  =  f{x,  y) 
haben,  wie  schon  l^enierkt  wurde,  gar  keine  singulare  Integral- 
kurve; aber  auch  dann,  wenn  die  Integralkurven  einer  Diffe- 
rentialgleichung Fix,  y ,  y)  =  0  einen  Bereich  mehrfach  über- 
decken (vgl.  Nr.  707),  braucht  nicht  stets  eine  singulare 
Integralkurve  vorhanden  zu  sein.  Vielmehr  kann  der 
kriminantenort  aus  lauter  singulären  Punkten  bestehen. 
Beleg  diene  das 

2.  Beispiel:    Die  Differentialgleichung: 
F=4y'^-9x  =  0 
gibt,  nach  y'  aufgelöst: 

«/'==  + 1 V^- 

Demnach  stellt: 


y 


=  ±  I  fVxdx  =  ±xYx  +  C 


die  allgemeine  Lösung  dar.  Alle  Integralkurven  gehen  aus  der 
Kurve  y  =  +  xYx  oder  y'^ —  x^=  0,  die  in  Nr.  184  untersucht 
und  daselbst  in  Fig.  33  wiedergegeben  wurde,  durch  Ver- 
schiebung längs  der  y-Achse  um  will- 
kürlich gewählte  Strecken  0  hervor,  siehe 
Fig.  19.  Wegen  cF:Gy'=8y'  ist  der 
Diskriminantenort  die  Gerade  x  =  0,  die 
alle  Spitzen  der  Kurven  enthält.  Die 
singulären  Linienelemente,  die  von  den 
Punkten  der  Geraden  x  =  0  ausgehen, 
sind  zur  ä;-Achse  parallel.  Es  gibt  dem- 
nach keine  singulare  Integralkurve.  Das 
Gebiet  ä;  >  0  wird  doppelt,  das  Gebiet 
X  <^0   gar  nicht   von  Integralkurven  überdeckt. 

Schließlich  muß  noch  erwähnt  werden:  Eine  Integral- 
kurve braucht  da,  wo  sie  den  Diskriminantenort  trifft,  durch- 
aus nicht  entweder  eine  singulare  SteUe  zu  haben  oder  von 
einer  singulären  Integralkurve  berührt  zu  werden.  Denn  wenn 
der  Punkt  x  =  a,  y  =  h  auf  dem  Diskriminantenorte  liegt, 
besagt  dies  zwar,  daß  die  Gleichungen: 


Fig.  19. 


F{oc,  y,  y')  =  0, 


dy' 


=  0 
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für  X  =  a,  y  =  h  eine  gemeinsame  Auflösung  y  =  c  haben, 
so  daß  das  Linienelement  (r<,  &,  r)  singulär  ist;  aber  die 
Grleichung  F  =  0  kann  für  x  =  a,  y  =^  h  außer  y  =  c  nocK 
wenigstens  eine  andere  Auflösung  y'  haben,  für  die  cF\cy 
nicht  verschwindet.  Alsdann  geht  durch  den  Punkt  (a,  h)  eine 
reguläre  Integralkurve,  die  dort  den  Diskriminantenort  schneidet. 
Das  Beispiel,  das  die  nächste  Nummer  bringt,  dient  auch 
zur  Erläuterung  dieser  Erscheinung. 

712.  Singulare  Integralkurveu  als  G-reuzlageu  von 
regulären  Integralkurven.     Stellt: 

(1)  y  =  ^{x,C) 

eine  Schar  von  regulären  Lösungen  der  Differentialgleichung 
F{x,  y,  y')  =  0  so  lange  vor,  als  die  willkürliche  Konstante  C 
auf  das  Innere  eines  lutervaUes  a  <  0  <  /3  beschränkt  wird,  so 
kann  der  Fall  eintreten,  daß  dieselbe  Punktion  für  C  =  a  oder 
C  ==  ß  eine  singulare  Lösung  wird.  In  einem  solchen  Falle  zu 
sagen,  daß  die  singulare  Lösung  zugleich  eine  Partikularlösung 
sei,  ist  durchaus  nicht  korrekt,  denn  die  Partikularlösungen 
sind  nach  den  Definitionen  in  Nr.  703  und  707    stets  regulär. 

Es  kann  sein,  daß  die  besprochene  für  C  =  a  oder  C  =  ß 
etwa  vorhandene  singulare  Lösung  y  =  (p{x,  a)  oder  y  =  (p{x,  ß) 
überdies  eine  Einhüllende  der  Schar  (1)  vorstellt.  Dann  ist  es 
ebenfalls  nicht  korrekt  zu  sagen,  daß  die  Einhüllende  zur  Schar 
der  regulären  Integralkurven  (1),  d.  h.  zur  allgemeinen  Lösung 
der  Differentialgleichung  gehöre. 

Man  darf  nur  sagen,  daß  die  für  C  =  a  oder  C  =  ß  her- 
vorgehende singulare  Lösung  aus  den  regulären  Lösungen  beim 
Grenzüberyanye  lim  C  =  a  oder  lim  C  =  ß  entsteht ,  also  eine 
Grenze  für  die  Schar  ist.     Zur  Erläuterung  diene  das 

Beispiel:    Liegt  die  Parabelschar: 

(2)  y=C{x-  C)' 

vor,  so  ergibt  sich  durch  Differentiation: 

(3)  y'=2C{x-C), 

daher  durch  Elimination  von  ij'  aus  beiden  Gleichungen  die 
Differentialgleichung : 

(4)  F==y-'-4.xyy-V^y^=0, 
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die  alle  Parabeln  der  Schar  (2)  zu  Integralkurven  hat.  Aber 
nicht  alle  diese  Kurven  sind  reguläre  Integralkurven,  Um 
dies  zu  erkennen,  bestimmen  wir  den  Diskriminantenort.    Da: 

ist,  so  muß  y'^^^xy  in  (4)  eingesetzt  vrerden,  wodurch  zu- 
nächst: 

hervorgeht.  Für  die  singulären  Linienelemente  ist  deshalb 
entweder: 

(5)  y  =  0,     /=0 
oder: 

y-^^y,   y'^  =  i^y- 

Die  beiden  letzten  Gleichungen,  in  denen  «/'  +  0  gewählt  werden 
muß,  weil  sie  sonst  auf  (5)  zurückkommen,  ergeben: 

(6)  y  =  A-x^,    y'=ix\ 

Sowohl  in  (5)  als  auch  in  (6)  ist  der  für  y'  gefundene  Wert 
die  Ableitung  des  für  y  gefundenen  Wertes.  Demnach  sind 
die  Abszissenachse  y  =  0  und  die  Kurve  dritter  Ordnung 
y  =  glj  x^  singulare  Integralkurven.  Beide  zusammen  bilden  den 
Diskriminantenort.  Nun  geht  die  Gleichung  y  -=  0  auch  aus  (2) 
im  Falle  (7=0  hervor.  Demnach  sind  alle  Parabeln  (2),  ab- 
gesehen von  der  Geraden  y  =  0,  reguläre  Integralkurven. 

Die  Einhüllende  der  Parabelschar  (2)  geht  hervor,  wenn 
die  Gleichung  (2)  nach  C  differenziert  wird: 

{x-Cy-2C(x-C)==0, 

worauf  die  hieraus  folgenden  Werte  C  =  x  oder  C  ^\-x  in  (2) 
zu  substituieren  sind  (nach  Nr.  210).  Dadurch  ergeben  sich 
wieder  die  beiden  singulären  Integralkurven  y  =  0  und  y  =  ^^  x^. 

Die  Gleidmng  der  JEinhüllenden  der  regulären  Integral- 
Icurven  geht  also  heim  Grenzühergange  lim  (7  =  0  aus  der  Gleichung 
dieser  Kurven  hervor,  definiert  aber  eine  singulare  Integralkurve. 
Siehe  Fig.  20. 

Die  Differentialgleichung  (4)  ist  in  bezug  auf  y'  vom  dritten 
Grade  und  hat  für 

(7)  x>0,     0<y<  ^\  x^     und     x<0,     gt  ^'  <  2/  <  0 
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drei  verschiedene  reelle  Wurzeln  y  ^  so  daß  also  die  beiden 
durch  (7)  bestimmten  Gebiete,  die  in  Fig.  20  nicht  schraffiert 
sind,  dreifach  von  Integralkurven  überdeckt  werden.  Das  in 
Fig.  20  schraffierte  Gebiet  dagegen  gehört  zu  Wertepaaren 
Xy  y,  für  die  sich  aus  (4j  nur  ein  reeller  Wert  und  zwei  kon- 
jugiert komplexe  Werte  von  y  ergeben.  Dieser  Bereich  wird 
von  den  Parabeln  (2)  einfach  überdeckt.  Die  Kurve  y  =  ^^  x^ 
ist  der  Ort  derjenigen 
Punkte  {x,  y),  für 
die  die  Gleichung  (4) 
eine  reelle  Doppel- 
wurzel y'  und  eine 
davon  verschiedene 
einfache  Wurzel  y' 
hat,  womit  im  Ein- 
klänge steht,  daß 
durch'  jeden  solchen 
Punkt  zwei  einander 
berührende  Integral- 
kurveu  außer  einer 
dritten  Parabel  der 
Schar  (2)  gehen.  Diese  Parabel  ist,  obwohl  sie  dort  den 
Diskriminantenort  schneidet,  dennoch  ebenda  eine  reguläre 
Integralkurve  (vgl.  die  letzte  Bemerkung  in  der  vorigen  Num- 
mer). Schließlich  fallen  alle  drei  Wurzeln  y'  der  Gleichung  (4) 
in  eine  reelle  Wurzel  zusammen,  falls  y  =  0  ist.  In  der  Tat 
gehen  durch  jeden  Punkt  x  =  a,  y  =  0  der  Abszissenachse 
drei  Integralkurven,  die  einander  dort  berühren,  nämlich  außer 
der  Geraden  y  =  0  selbst  noch  eine  doppelt  zählende  Parabel  (2), 
weil   (2)   für  x  =  a,  y  =  0  eine  Doppelwurzel  C  =  a  hat. 


Fig.  20. 


§  2.  Integration  einiger  Klassen  yon  gewöhnlichen 
Dilfereutialgleichungen  erster  Ordnung. 

713.  Vollständige  Dififereutiale,  insbesondere  ge- 
trennte Veränderliche.  Nachdem  wir  die  allgemeinen  Grund- 
lagen der  Theorie  der  gewöhnlichen  Difierentialgleichuugen 
entwickelt    haben,    besprechen    wir    einige    Methoden,    mittels 
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derer  die  Integration  gewisser  Klassen  von  solchen  Gleichungen 
auf  Quadraturen  (vgl.  Nr.  674),  unter  Umständen  verbunden 
mit  Eliminationen,  zurückführbar  ist.  Auf  die  Frage,  ob  die 
Quadraturen  oder  Eliminationen  wirklich  geleistet  werden 
können,  gehen  wir  nicht  ein  wie  überhaupt  auch  nicht  auf 
die  Erörterung  derjenigen  Voraussetzungen,  die  über  die  auf- 
tretenden Funktionen  zu  machen  sind.  Liegt  eine  bestimmte 
Differentialgleichung  vor,  auf  die  man  eine  der  zu  entwickelnden 
Methoden  anwenden  wiU,  so  muß  man  sich  über  diese  Voraus- 
setzungen auf  Grund  der  Theorie  des  zweiten  Kapitels  Klarheit 
verschaffen. 

Wenn  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung in  der  nach  y    aufgelösten  Form: 

y  =  /"(^;  y)      oder      ^  =  fix,  y) 

vorliegt,  kann  sie  nach  Nr.  676  in  eine  totale  verwandelt 
werden,  indem  man  die  Funktion  fix,  y)  in  einen  Bruch  zer- 
legt und  alle  Nenner  entfernt.  Wir  ziehen  es  hier  vor,  den 
Bruch  nicht  wie  in  Nr.  676  mit  Y :  X,  sondel-n  mit  —   U :  V 

zu  bezeichnen: 

r/         N  U(x ,  y) 

IKPC,y)  -    -  Yi^^yy 

sodaß  die  totale  Differentialgleichung  die  Form  annimmt: 
(1)  U{x,  y)  dx  +  Vix,  y)  dy  =  0. 

Der  einfachste  Fall  ist  nun  dieser: 

Die  linke  Seite  der  Gleichung  (1)  Tiann  ein  vollständiges 
Differential  sein.  Dazu  ist  nach  Satz  1,  Nr.  609,  erforderlich, 
daß  die  beiden  Funktionen   U  und    V  der  Bedingung  genügen: 

^  ''  dy        ox 

Ist    sie    erfüllt,    so    kann    man    nach  jenem   Satze   durch   zwei 

Quadraturen  eine  Funktion: 

X  y 

(3)  w  =j  U{x,  y)  dx  +j  F(a,  y)  dy 

(l  h 

finden,  deren  vollständiges  Differential  d(o  mit  der  linken  Seite 
von  (1)  identisch  ist,  so  daß  dco  =  0  die  Differentialgleichung 
vorstellt.  Also  wird  gefordert:  Es  soll  y  eine  Funktion  von  x 
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sein,  nach  deren  Substitution  die  Funktion  C3(x,  y)  das  Dif- 
ferential Null  bekommt,  daher  konstant  wird.  (Vgl.  Satz  8, 
Nr.  74.)    Die  Gleichung: 

(4)  co{x,y)=C, 

in  der  C  eine  willkürliche  Konstante  bedeutet,  definiert  also 
implizite  die  Lösungen  y  der  Differentialgleichung.  Oder  auch, 
nach  Nr.  705:  Die  Funktion  co{x,  y)  ist  ein  Integral  der  Diffe- 
rentialgleichung (1),  deren  allgemeine  Integration  also  nur  die 
Ausführung  der  beiden  Quadraturen  (3)  verlangt.  Dabei  können 
die  in  (3)  auftretenden  Konstanten  a  und  h  bestimmt  gewählt 
werden. 

Insbesondere  liegt  der  besprochene  Fall  stets  vor,  wenn 
die  Veränderlichen  in  der  Differentialgleichung  (1)  getrennt  sind, 
d.  h.  wenn  die  Funktion  U  nur  von  x  und  die  Fuuktion  V  nur 
von  y  abhängt,  also  im  Falle: 

(5)  V{x)dx^  V{y)dy^O, 

da  alsdann  die  Bedingung  (2)  erfüllt  ist.  Hier  lautet  das 
Integral : 

X  y 

(6)  fu{x)dx+fviy)dy=C. 

a  b 

Es  definiert  y  im  Falle  C  =  0  implizite  als  diejenige  Lösung, 
die  für  x  =  a  den  Wert  y  =  h  hat.  Wenn  also  für  C  der 
Wert  Null  gesetzt,  aber  b  willkürlich  gelassen  wird,  so  defi- 
niert (6)  immer  noch  die  allgemeine  Lösung.  Alsdann  ist  h 
die  Integrationskonstante. 

Es  ist  öfters  möglich,  eine  Difi'erentialgleichung,  in  der  die 
Veränderlichen  nicht  getrennt  sind,  durch  Multiplikation  mit 
einer  geeigneten  Funktion  auf  die  Form  (5)  zu  bringen. 

1.  Beispiel:    Die  Differentialgleichung 

(7)  (l-:,^)y'^(l-,/)  =  0 

läßt  sich  sofort  auf  jene  Form  bringen,  indem  man  sie  so  schreibt: 


1  —  x^        1  —  y 
Nach  (6)  hat  sie  demnach  das  Integral: 

^lni±-  +  .-ln^+^  =  6'      oder     t- In  jj^J^^ ^^  =  0 . 
''       1  —  a;'^       1  —  y  ^        {1  —x){l  —  y) 
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Nach  Nr.  706  ist  folglich  auch: 

/ox  (1  +  a;)  (1  +  y)  _  ^ 

ein  Integral.  Auflösung  nach  y  gibt  die  allgemeine  Lösung. 
Wenn  man  darin  die  willkürliche  Konstante  (c  -j-  1)  :  (c  —  1) 
mit  li  bezeichnet,  so  nimmt  die  allgemeine  Lösung  die  be- 
quemere Form  an: 

kx—  1 

Ihre  Auflösung  nach  h  muß  wieder  ein  Integral  geben.  Es  lautet: 


(9) 


x-\-y 


-k. 


und  die  linke  Seite  von  (8)  ist,  wie  es  sein  muß,  eine  Funktion 
dieses  Integrals,  da  sie  sich  so  schreiben  läßt: 


x-fy 


+  1 


xy  +  i 

x-{-y 


c. 


2.  Beispiel:  Bei  tvelchen  Kurven  in  der  Ebene  ist  die 
Tangente,  gemessen  vom  BerühnmgspunJde  31  bis  zum  Schnitt- 
punMe  T  mit  einer  festen  Geraden,  von  konstanter  Länge  a? 
Eine  solche  Kurve  beschreibt  ein  Endpunkt  M  eines  schweren 
Stabes   MT  auf   einer    wagerechten    Ebene,    falls    der    andere 


Fig    21. 

Endpunkt  T  die  feste  Gerade  durchläuft,  siehe  Fig.  21.  Deshalb 
heißen  die  gesuchten  Kurven  Schleppkurven  oder  Traldrizen  mit 
gerader  Leitlinie. 

Wird    die   feste    Gerade    als    Abszissenachse    gewählt,    so 
zeigt  der  in  Nr.  170  angegebene  Wert  von  MT,  daß: 
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f i  (1  +  y")  =  «^ 

die  analytische  Bedingung  der  Aufgabe  ist.     Sie  stellt  eine  ge- 
wöhnliche Differentialgleichung  erster  Ordnung  vor: 

(10)  ia^--,/)iß-i/=^0, 

deren  Auflösung  nach  y'  liefert: 


(11)  y' 


y 


Va^-y' 


wobei  die  Wurzel  positiv  oder  negativ  sein  kann.  Reell  kann 
eine  Integralkurve  demnach  nur  im  Bereiche  \y\-^a  sein;  dies 
leuchtet  auch  geometrisch  ein.     In  der  Form: 


y        ^ 

sind  die  Veränderlichen  getrennt.  Die  Ausführung  der  Qua- 
dratur gibt  mittels  der  Substitution  t^  -=  a}  —  y-  und  mit  Rück- 
sicht auf  Nr.  461  das  Integral: 


« 1^  (+ «L=J^^!zi£)  +  y«2^rp  _  ^  ^  C 


Weil  a — ]/a^— ?/^  nie  negativ  wird,  gilt  beim  Numerus  das 
obere  oder  untere  Vorzeichen,  je  nachdem  y  >  0  oder  <  0  ist. 
Wir  beschränken  uns  auf  das  Gebiet  */  >  0  oberhalb  der  x-Achse. 
Wird  die  Hilfsveränderliche  x  vermöge  y  =  a  sin  t  eingeführt, 
so  ist  alsdann  x  auf  den  Bereich  0  ^  t  <  :;r  zu  beschränken,  und 
es  geht  die  Parameterdarstellung  der  Traktrizen  in  der  Form: 

(12)  ic  =  a(cosT  +  Intg -|-t)  —  C,      i/  =  asinr 

hervor.  Insbesondere  stellt  die  Fig.  21  die  zu  C  =  0  gehörige 
Traktrix: 

(13)  a;  =  a  (cos T -f  In  tg 4- t) ,      y  =  asinT 

dar;  alle  übrigen  gehen  aus  dieser  durch  Verschieben  längs  der 
a- Achse  hervor.  Sie  überdecken  das  Gebiet  0  <  _j/  <  a  doppelt, 
was  damit  im  Einklänge  steht,  daß  die  Differentialgleichung  (10) 
in  diesem  Gebiete  zwei  verschiedene  reelle  Wurzeln  y  hat 
(vgl.  Nr.  707).  Die  Hilfsveränderliche  x  ist  übrigens  wegen 
y  =  asmx  der  Tangenten winkel  der  Traktrix  (vgl.  Nr.  169). 
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Durcliläuft  T  den  ersten  Quadranten^  so  wächst  x  von 
—  oü  bis  0,  durcMäuft  r  den  zweiten,  so  wächst  x  weiter  von 
0  bis  +  Oü.  Die  Kurve  (13)  ist  zur  ?/-Achse  symmetrisch  und 
hat  auf  der  ^/- Achse  eine  Spitze.  Dies  entspricht  dem  Satz  8, 
Nr.  711,  denn  der  Diskriminantenort  der  Differentialgleichung  (10) 
wird  durch  Elimination  von  y  aus  (10)  und  aus  derjenigen 
Gleichung : 

gewonnen,  die  durch  Differentiation  von  (10)  nach  y  hervor- 
geht. Für  die  singulären  Linienelemente  ist  demnach  entweder 
y  =  0  oder  y  =  a.  Im  Falle  y'  =  0  gibt  (10)  noch  y  =  0, 
also  die  Abszissenachse  als  Ort  singulärer  Linienelemente.  Die 
Abszissenachse  ist  daher  eine  singulare  Integralkurve.  Ferner 
ergibt  sich  für  y -=  a  aus  (10)  oder  (11)  der  Wert  y'=oo, 
so  daß  auch  alle  diejenigen  Linienelemente  singulär  sind,  deren 
Punkte  auf  der  Geraden  y  =  a  liegen  und  deren  Richtungen 
zu  dieser  Geraden  senkrecht  sind.  Die  Gerade  y  =  a  ist  folg- 
lich keine  singulare  Integralkurve,  dagegen  ist  sie  der  Ort  der 
Spitzen  aller  Integralkurven.  Nach  Nr.  171  erkennt  mau 
leicht,  daß  die  Abszissenachse  eine  Asymptote  ist. 

Nebenbei  sei  bemerkt,  daß  die  Evolute  der  Traktrix  (13) 
die  Kettenlinie  (vgl.  Nr.  225)  ist: 

5.  Beispiel:    Es  liege  die  Differentialgleichung  vor: 

(f -f  ln^)^^-t-(^+lna,')^i/  =  0. 

Hier  sind  die  Veränderlichen  nicht  getrennt;  sie  lassen  sich 
auch  nicht  durch  Multiplikation  der  Gleichung  mit  einer  passend 
gewählten  Funktion  trennen.  Aber  die  linke  Seite  ist  ein  voll- 
ständiges Differential,  weil  die  Bedingung  (2)  erfüllt  ist.  Wird 
in  der  allgemeinen  Integralformel  (3)  insbesondere  a  ==h  =  \ 
gewählt,  was  geschehen  darf,  so  sind  die  Quadraturen  aus- 
zuführen: 

.T  V 

j  (^^  +  \ny^dx  =  y\nx-{-xlny-\ny,       j    ^  =\ny, 
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SO  daß  das  Integral: 

y\nx  +  x\ny  =  C 

hervorgeht,  das  sich  durch  das  Integral: 

x^  ■  y^  =  c 
ersetzen  läßt. 

714.  Einführung  von  neuen  Veränderlichen.  Sehr 
oft  macht  man  von  dem  Umstände  Gebrauch,  daß  eine  vor- 
gelegte Differentialgleichung  F(x,  y,  y)  =  0  durch  die  Ein- 
führung geeignet  gewählter  neuer  Veränderlicher  j  und  t)  an- 
stelle von  X  und  y  auf  eine  für  das  Integrationsgeschäft  be- 
quemere Form  gebracht  werden  kann.  Die  dabei  auszuführende 
Rechnung  wurde  schon  in  Nr.  94  besprochen,  weshalb  wir  uns 
hier  ganz  kurz  fassen. 

Wenn  x  und  y  als  voneinander  unabhängige  Funktionen 
der  neuen  Veränderlichen  j  und  \)  gegeben  werden: 

(1)  rr  =  X(s,  t)),     y=  Y{i,  Xf). 

so  kommt: 

^^  ^       dx        X^dic  +  X^  dt)        X^  -^  X^^'' 

wenn  i)'  den  Differentialquotienten  di)  :  di  bezeichnet.  Mithin 
geht  die  Differentialgleichung  F{x,  y,  y)  =  0  vermöge  der  Ein- 
führung der  neuen  Veränderlichen  5  und  l)  über  in: 

(3)  f(x():,„),     F(j,„),     i±^{)-0. 

Dies  aber  ist  eine  Gleichung  in  j,  t)  und  t)',  d.  h.  eine  gewöhn- 
liche Differentialgleichung  erster  Ordnung  für  eine  unbekannte 
Funktion  t)  von  j. 

Wenn  man  die  Gleichung  (3),  die  unter  Umständen  ein- 
facher als  die  ursprünglich  vorgelegte  Gleichung  F^x,  y,  y)  =  0 
sein  kann,  zu  integrieren  vermag,  wenn  also  z.  B.  \)  =  O  (j) 
eine  ihrer  Lösungen  ist,  so  braucht  man  bierin  nur  rückwärts 
wieder  die  alten  Veränderlichen  x  und  y  einzuführen,  um  zu 
einer  Gleichung  in  x  und  y  zu  gelangen,  die  y  implizite  als 
Lösung  der  vorgelegten  Differentialgleichung  F  =  0  definiert. 
Denn  man  kann  die  Einführung  der  neuen  Veränderlichen  ^ 
und  \)  als   die  Einführimg  eines  neuen,   im  allgemeinen  hrumni- 
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linigen  Koordinutensystems  in  der  Ebene  deuten,  so  daß  also  der 
Punkt  {x,  y)  genau  derselbe  wie  der  Punkt  (5,  Ij)  ist,  sobald 
die  Gleichungen  (1)  bestehen.  Dann  aber  werden  die  Kurven 
der  Ebene,  insbesondere  die  Integralkurven  der  Diiferential- 
gleichung  F{x,  y,  y)  =  0  durch  die  Einführung  der  neuen 
Veränderlichen  j  und  t)  nicht  geändert,  sie  bekommen  eben 
nur  eine  andere  analytische  Darstellung. 

Z.  ß.  wird  es  sich  bei  manchen  geometrischen  Aufgaben 
empfehlen,  statt  der  rechtwinkligen  Koordinaten  x  und  y  Polar- 
koordiuaten  oj  und  q  einzuführen  (wie  in  Nr.  94).  Alsdann  ist 
statt  (1)  und  (2)  zu  setzen: 

, , .  .  ,        p'  sin  0)  -)-  o  cos  (B 

(4)  X  =  Q  cos  tö ,     w  =  osm  w,     y  =  -, . —  , 

wobei  q'  den  Differentialquotienten  dg  :  da  bezeichnet. 

Beispiel:  Welche  Kurven  in  der  Ebene  schneiden  alle 
Radienvektoren  unter  dem  gegebenen  Winkel  ^i?  Da  der  Radius- 
vektor des  Punktes  (x,  y)  mit  der  positiven  :r-Achse  einen 
Winkel  bildet,  dessen  Tangens  den  Wert  y  :  x  hat,  während  y' 
den  Tangens  des  Winkels  bedeutet,  den  die  Kurventangente  mit 
der  positiven  :r- Achse  bildet,  so  ist  zu  fordern: 

y 

(5)  ^=tg/*- 

Dies  ist  die  Differentialgleichung  des  Problems.  Sie  wird 
durch  die  Einführung  der  Polarkoordinaten  bedeutend  verein- 
facht, denn  dann  geht  sie  nach  (4)  über  in: 

^=tg^i    oder    ~=ctg^, 

was  nach  (4)  in  Nr.  206  vorauszusehen  war.  In  der  neuen 
Form  der  Differentialgleichung,  die  auch  so  geschrieben  werden 
kann: 

1=  ctg^-  dco, 

sind  die  Veränderlichen  q   und  co   getrennt.     Also   ergibt   sich 

durch  Quadratur: 

In  p  =  ö  ctg  ^  +  konst. 
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oder 

Q  =  Ce'""^^'". 

Die   gesuchten   Kurven    sind    demnach   logarithmische  Spiralen, 
was  nach  Nr.  247  vorauszusehen  vrar.     Es  ist  auch: 

ein  Integral.     Werden  wieder  x  und  y  eingeführt,  so  folgt,  daß 

y 

—  2  ctff  /(  .  aro  is  — 

{x^^y'')e  -=C2 

ein  Integral  der  vorgelegten  Differentialgleichung  (5)  ist.  — 

Oben  wurde  die  allgemeinste  Art  der  Einführung  neuer 
Veränderlicher  j  und  t)  statt  x  und  y  besprochen.  Sehr  oft 
ist  es  zweckmäßig,  nur  statt  y  eine  neue  Funktion  einzuführen 
und  die  unabhängige  Veränderliche  x  beizubehalten.  In  einem 
solchen  Falle  sei  die  neue  Funktion  z  genannt.  Sie  soU  ver- 
möge einer  Annahme: 
(6)  y  =  Y{x,  z) 

eingeführt  werden.     Alsdann   ist  mit  y  auch  z  eine  Funktion 
von  x,  so  daß  vollständige  Differentiation  nach  x  liefert: 

y  =  Y^+Y\z, 

demnach  die  Differentialgleichung  F{x,  y,  y)  =  0  übergeht  in: 

(7)  F{x,Y{x,z),    r,+  ry)  =  o, 

nämlich   in   eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung für  die  Funktion  z  von  x. 

Ein  anderer  spezieller  Fall  ist  der,  durch  den  ein  Wechsel 
zwischen  den  Rollen  herbeigeführt  wird,  die  x  und  y  spielen. 
Wird  nämlich  gesetzt: 

(8)  3C  =  {),     y  =  i, 
so  kommt: 

^        dx        dX^         X)    ' 
so  daß  die   Differentialgleichung   F{x,  y,  y)  =  0   übergeht  in: 

(9)  i^(9,  £,1)  =  0. 

Nach  (8)  bedeutet  dies   diejenige   Differentialgleichung,   in    die 
sich  die  vorgelegte  verwandelt,  wenn  nicht  x,  sondern  y  als  die 
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unabhängige  Veränderliche  und  dementsprechend  nicht  y,  son- 
dern X  als  die  gesuchte  Funktion  aufgefaßt  wird. 

Die  Einführung  neuer  Veränderlicher  entspricht  der  Sub- 
stitutionsmethode bei  der  Berechnung  von  Quadraturen  (vgl. 
Nr.  417).  Im  zweiten  Bande  kamen  öfters  Quadraturen  vor, 
die  erst  nach  und  nach,  d.  h.  nach  Ausführung  einer  Anzahl 
von  einzelnen  Substitutionen,  auf  eine  berechenbare  Form  ge- 
bracht wurden.  Entsprechendes  gilt  auch  hier:  Da  man  bei 
einer  vorgelegten  Differentialgleichung  F{x,  y^  y)  =  0  von 
vornherein  nicht  weiß,  welche  Substitutionen  neuer  Veränder- 
licher zweckmäßig  sind,  wird  man  schrittweise  vorgehen  und 
bei  jedem  einzelnen  Schritte  nur  möglichst  einfach  gebaute  Sub- 
stitutionen anwenden.  Alsdann  kann  man  sich  nach  jedem 
einzelnen  Schritte  überlegen,  ob  ein  Fortschritt  erzielt  wurde 
oder  nicht. 

In  den  folgenden  Nummei'n  werden  wiederholt  verhältnis- 
mäßig einfache  Substitutionen  neuer  Veränderlicher  angewandt 
werden. 

715.  Homogene  Differentialgleichungen.  Die  Diffe- 
rentialgleichung y  =  f{x,y)  heißt  homogen,  wenn  f{x,y)  eine 
homogene  Funktion  nullten  Grades  von  x  und  y,  d.  h.  nach 
Nr.  91  eine  Funktion  von  y  :  x  allein  ist: 


(1)  y=f(S} 


Hier  empfiehlt  es  sich,  ^  :  a;  als  neue  unbekannte  Funktion 
2  einzuführen,  also  zu  setzen: 

(2)  y  =  xz,         y  ^  z  ^  xz\ 

wodurch  (1)  übergeht  in: 

^  +  a:/  =  f{z)       oder       xz  =  f{z)  —  z . 

Denn  wenn  man  /  wieder  mit  dz  :  äx  bezeichnet,  so  sieht  man 
daß  die  Veränderlichen  x  und  z  in  der  neuen  DiflFerential- 
gleichung  in  der  Form : 

dx  [dz  ., 

getrennt  sind  (vgl.  Nr.  713).     Durch  Quadratur  ergibt  sich  so- 
mit das  Integral: 
714,  715] 


§  2.  Integration  einiger  Klassen  v.  gewöhnl.  DiiFerentialgleichungen,    125 


c 


(3)  ln.+fj4^^- 

Ist  die  Quadratur  erledigt  worden,  so  führt  man  nachträglich 
wieder  z  =  y  :  x  ein.  Dann  geht  ein  Integral  der  vorgelegten 
homogenen  Differentialgleichung  (1)  hervor. 

Die  Differentialgleichung  F{x,y,y')  =  0  heißt  homogen, 
sobald  sie  eine  Auflösung  von  der  Form  (1)  zuläßt.  Dies  ist 
der  Fall,  wenn  F  hinsichtlich  x  und  y  eine  homogene  Funk- 
tion von  irgend  einem  Grade  m  ist.  Denn  dann  läßt  sich  die 
Gleichung  nach  Nr.  91  in  der  Form: 

x^^^F[l,l,y')=0 

schreiben,  und  der  Faktor  x^'  kann  gestrichen  werden. 

Beispiel:  Bei  ivelchen  Kurven  in  der  Ebene  ist  jeder 
KurvenpunJct  gerade  so  tveit  wie  der  SchniffpunM  seiner  Tangente 
mit  der  y- Achse  vom  AnfangspimMe  entfernt?  Weil  y  —  xy  die 
Ordinate  des  Schnittpunktes  der  Tangente  des  Kurvenpunktes 
{x,  y\vi\i  der  ^- Achse  ist,  besteht  die  Forderung  in  der 
Differentialgleichung: 

(4)  {y  -  xyj  -  (x^^  +  f)  =  0, 

deren  linke  Seite  vom  zweiten  Grade  homogen  in  x  und  y  ist. 
Die  Substitution  (2)  gibt  die  Gleichung: 
dx  dz  p. 

wobei  die  Wurzel  positiv  oder  negativ  sein  kann.  Da  jetzt  die 
Veränderlichen  getrennt  sind,  ergibt  sich  durch  Quadratur  (mit 
Rücksicht  auf  Nr.  461)  das  Integral: 

hl  X  -  hi[±{z  +  l/r+^)]  =  konst. 
Man  sieht  aber,    daß    hieraus,    wie   auch    das  Vorzeichen    des 
zweiten  Numerus  gewählt  sein  mag,  stets  folgt: 

^ /nf 

wo  C  eine  Konstante  bedeutet.  Wird  die  Wurzel  durch  ge- 
eignetes Quadrieren  entfernt  und  wieder  z  =  y  :  x  sustituiert 
so  nimmt  die  allgemeine  Lösung  die  Gestalt  an: 


a;*  —  C* 
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SO  daß  sich  diejenigen  Parabeln  ergeben,  die  den  Anfangspunkt 
zum  Brennpunkte  und  die  y-Achse  zur  Achse  haben.  Die  Ab- 
leitung der  linken  Seite  von  (4)  nach  y'  ist  gleich  Null  für 
x  =  0  und  für  y  =  xy'.  Daraus  folgt  nach  Nr.  708:  Die  sin- 
gulären  Linienelemente  sind  alle  diejenigen,  deren  Punkte  auf 
der  2/-Achse  liegen.  Mithin  ist  die  i/-Achse  die  einzige  singulare 
Integralkurve.  Aber  auch  jeder  einzelne  Punkt  der  ?/ -Achse 
kann,  da  alle  von  ihm  ausgehenden  Linienelemente  singulär 
sind,  als  eine  Lösung  der  Aufgabe  bezeichnet  werden,  wenn 
man  ihn  als  Grrenzform  einer  Kurve  betrachtet  (vgl.  Nr.  685). 
Alle  Geraden  durch  den  Punkt  hat  man  nämlich  dann  als  die 
Tangenten  aufzufassen,  und  sie  erfüllen  die  in  der  Aufgabe  ge- 
stellte Bedingung,  weil  für  sie  der  Berührungspunkt  und  der 
Schnittpunkt  mit  der  i/- Achse  zusammenfallen. 

716.  Lineare  DifTereutialgleichuugeu.  Eine  gewöhn- 
liche Differentialgleichung  erster  Ordnung  heißt  linear,  wenn 
sie  die  Ableitung  y  der  gesuchten  P'unktion  y  als  eine  ganze 
lineare  Funktion  von  y  definiert,  deren  Koeffizienten  noch  von  x 
abhängen  können: 

(1)  y-f,{^)y  +  h{^)- 

Zwischen  ihr  und  einer  anderen  Differentialgleichung  besteht, 
wie  wir  nachher  sehen  werden,  eine  wichtige  Beziehung.  Wenn 
man  nämlich  das  Glied  f^  {x)  streicht,  so  geht  die  zugehörige 
verkürzte  lineare  Differentialgleichung  hervor: 

Natürlich  sind  ihre  Lösungen  y  andere  als  die  der  Gleichung  (1). 
Zunächst  wollen   wir   die    verkürzte   Gleichung  (2)   betrachten. 
Sie  ist  in  der  Form: 

weil  die  Veränderlichen  hier  getrennt  sind,  durch  Quadratur 
integrierbar: 

X 

(3)  \ny  =  I  f^  (x)  dx  -f  konst. 

a 
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Wenn  die  Quadratur  auf  der  rechten  Seite  von  einer  hestimmt 
gewählten  unteren  Grenze  a  an  ausgeführt  wird,  so  stellt: 

X 

ffo{x)dx 

(4)  u  ■=  e" 

eine  Partikularlösung  von  (2)  vor,  und  die  Gleichung  (3)  oder: 

X 

ffo{x)dx 

y^Ce"  ==  Cu 

lehrt:  Die  allgemeine  Lösung  der  verkürzten  linearen  Differential- 
gleichung (2)  ist  gleich  irgend  einer  ihrer  Partikularlösungen, 
multipliziert  mit  einer  willkürlichen  Konstante  C. 

Dies  ist  eine  Eigenschaft,  die  nur  den  verkürzten  linearen 
Differentialgleichungen  zukommt.  Soll  nämlich  eine  gewöhn- 
liche Differentialgleichung  erster  Ordnung  y'  =  f(x,  y)  eine 
allgemeine  Lösung  von  der  Form  y  =  Cu  (x)  haben,  wo  C  die 
Integrationskonstante  bedeutet,  die  in  ii  (x)  nicht  auftritt,  so 
geht  die  Differentialgleichung  durch  Elimination  von  C  aus: 
y-=Cu{.i)       und       y'=Ctc(x) 

hervor  in  der  Form: 

^  ^  u{x) 

y       u{x)  ' 

Wird  nun  u'{x):h{x)  mit  f^i^x)  bezeichnet,  so  ergibt  sich 
y'  =fo{x)y  wie  in  (2).     Demnach  gilt  der 

Sat^  9:  Eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung ist  dann  und  nur  dann  eine  verkürzte  lineare,  wenn  ihre 
allgemeine  Lösung  aus  einer  Partihdarlösung  durch  Multiplikation 
mit  einer  willkürlichen  Konstante  hervorgeht. 

Wir  wenden  uns  nun  zur  allgemeinen  linearen  Differential- 
gleichung (1).  Wir  behaupten,  daß  sie  integriert  werden  kann, 
sobald  man  eine  Partikularlösung  u{x)  der  zugehörigen  ver- 
kürzten linearen  Differentialgleichung  (2)  kennt.  Wenn  näm- 
lich eine  Funktion  u[x)  bekannt  ist,  die  der  Bedingung: 

(5)  u{x)^f,{x)u{x) 

genügt,  so  werde  in  (1)  die  neue  unbekannte  Funktion  z  ver- 
möge der  Substitution: 

(6)  y  =  u[x)z^  y'  =  u' (a;)  z  -|_  u (^x)  Z 
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eingeführt,  wodurch  sie  übergeht  in: 

u  {x)  z  +  u {x)  z  =  f^ {£)  u (x)  z  -\-  f[{x) . 

Diese  Gleichung  aber  wird   wegen  (5)    frei  von   den  Gliedern, 
die  mit  z  behaftet  sind,  so  daß  bleibt: 

U{X) 

Eine  Quadratur  gibt  demnach: 

X 

^=  f^''hx  +  c, 

b 

wobei  die  untere  Grenze  b  bestimmt  gewählt  werden  darf,  oder 
nach  Multiplikation  mit  u(x)  wegen  (6): 


(7)  tl  =  <^y^fi^ä.  +  C^y 

Dies  also  ist  die  allgemeine  Lösung  der  Differentialgleichung  (1). 
Da  u(x)  die  Form  (4)  hat,  kann  die  allgemeine  Lösung  von  (1) 
auch  so  geschrieben  werden: 


J/o  [x)  d  X 

(8)  y  =  e^ 


X  -ffo{x)dx 

j  f^{x)e  "  dx  -\-  C 


Es  ist  einerlei,  ob  die  Grenze  b  bestimmt  und  C  willkürlich 
gelassen,  oder  ob  b  willkürlich  gelassen  und  C  etwa  gleich 
Null  gesetzt  wird.  Deshalb  läßt  sich  die  allgemeine  Lösung 
von  (1)  auch  so  schreiben: 

X  X 

ffo  {x)dx  X  ~ffo  {x)  d  X 

(9)  y  =  e""  •//i(^)ß"  ^^' 

c 

Hier  ist  a  eine  zwar  beliebig,  aber  bestimmt  wählbare  Grenze, 
dagegen  c  die  ivillhürlich  bleibende  IntegrationsJconstante. 

Für  die  praktische  Anwendung  ist  es  jedoch  vorteilhafter, 
sich   statt  der  umständlichen  Endformel  nur   die   3Iethode   zur 
Integration    der    allgemeinen    linearen    Differcntialgleiclmng   zu 
merken.     Sie  besteht,  kurz  zusammengefaßt,  in  folgendem: 
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Es  wird  y  =  uz  substituiert  und  dadurch  z  als  neue  unbe- 
kannte Funktion  eingeführt,  während  die  passende  Wahl  der 
Funktion  u  von  x  vorbehalten  bleibt.     Dann  geht  (1)  über  in: 

(10)  u  z  -\-  uz  =  f^{x)  uz  +  f\  {x) . 

Man  wählt  nun  u  so,  daß  sich  die  mit  z  behafteten  Glieder 
fortheben,  d.  h.  man  unterwirft  u  der  Bedingung: 

u'  =fü(x)u, 
aus  der  sofort: 

X 

ffo{x)dx 

-^^=/o(^);        also       u  =  e 

folgt,  wobei  a  bestimmt  gewählt  werden  darf.  Nunmehr  ist 
von  (10)  übriggeblieben: 

uz  =  /i  ix) ,       d.  h.      j-  =  '-—  ^ , 

woraus  sich  z  durch  Quadratur  mit  ivillkürlich  gelassener  unterer 
Grenze  ergibt.  Multiplikation  von  z  mit  u  liefert  schließlich 
die  gesuchte  allgemeine  Lösung  y  der  vorgelegten  linearen 
Differentialgleichung  (1). 

Da  die  Differentialgleichung: 

(11)  F,ix)  +  F,{x)y  +  F,{x)y'=^0 

durch  Division  mit  F^  (x)   auf  die  Form  (1)  gebracht  werden 
kann,  gehört  sie  zu  den  linearen  und  ist  ebenso  zu  behandeln. 
Beispiel:    Die  lineare  Differentialgleichung: 

(1  +  x^)i/—xy  =  1 

geht  vermöge  der  Substitution  y  =  uz  über  in: 

(1  +  x^)  (uz  +  i('^')  —  xuz  =  1  . 

Nullsetzen  des  Koeffizienten  von  z  gibt: 

(1  +  X-')  u  -xu  =  0       oder      -j^  =  ^^-^  • 


Also  darf  In  u  gleich  In  "j/l  -\-  x^ ,   d.  h.  u  =  ]/l  +  o;^   gewählt 
werden.     Nunmehr  ist  noch  zu  integrieren: 

(1  +  x^)  uz  =  1       oder       /  = 
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Hieraus  folgt: 


=  0 


Multiplikation  mit  m  =  ]/!  +  x^  gibt  die  gesuchte  allgemeine 
Lösung: 

y  =  x-\-  cyi  -\-  X^. 

Die  Form  (8)  der  allgemeinen  Lösung  der  linearen  Diffe- 
rentialgleichung (1)  zeigt,  daß  die  Lösung  eine  ganze  lineare 
Funktion  der  Integrationskonstante  C  ist.  Dies  ist  eine  für 
die  linearen  Differentialgleichungen  charakteristische  Eigenschaft. 
Denn  wenn  die  Differentialgleichung  y'  =  f(x,  y)  eine  allgemeine 
Lösung  von  der  Form: 

(12)  y^C(p(x)  +  t{x) 

mit  der  Integrationskonstante  C  hat,  geht  die  Differential- 
gleichung selbst  durch  Elimination  von  C  aus  dieser  Gleichung 

und  der  Gleichung 

y'  =  C(p'{x)  +  i>'{x)    - 
in  der  Form: 

y-ip{x)     (p(x) 

y-  tl^'{x)  cp'(x) 

hervor.  Diese  Gleichung  ordnet  sich  aber  der  allgemeinen 
Gleichung  (11)  unter.     Somit  gilt  der 

Sats  10:  Eine  gewohnliche  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung ist  dann  und  nur  dann  linear,  wenn  ihre  allgemeine  Lösung 
als  eine  Funlction  dargestellt  werden  Jcann,  die  hinsichtlich  der 
Integrationslionstante  ganz  und  linear  ist. 

Es  muß  nämlich  beachtet  werden,  daß  es  leicht  ist,  die 
allgemeine  Lösung  auf  eine  Form  zu  bringen,  in  der  sie  nicht 
mehr  eine  ganze  lineare  Funktion  der  Integrationskonstante 
vorstellt.  Denn  in  (12)  läßt  sich  ja  eine  neue  Integrations- 
konstante c  vermöge  einer  Substitution  G  =  x{c)  einführen 
(vgl.  Nr.  706). 

717.  Differentialgleichungen,  die  auf  lineare  zurück- 
geführt werden  können.  Hierher  gehören  zunächst  die 
Bernoullischen  Differentialgleichungen,  nämlich  die  von  der  Form: 

(1)  y'  =  f,{^)y-^fA^)r, 
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worin  n  eine  Konstante  bedeutet,  die  von  Null  und  Eins  ver- 
schieden angenommen  werden  kann,  denn  im  Falle  w  =  0  wäre 
die  Gleichung  eine  lineare  und  im  Falle  n  =  1  eine  verkürzte 
lineare.  Wird  eine  neue  unbekannte  Funktion  z  mittels  der 
Substitution: 

1  re 

(2)  y^z~^-',    y=--^_zi^"^^^' 

eingeführt,  so  geht  die  lineare  Differentialgleichung  für  z  hervor: 
z  =  a  -  n)f,{x)z  +  {1  -  n)f,{x). 
Ferner    gehören    hierher    die    verallgemeinerten   homogenen 
Differentialgleichungen,  nämlich  diejenigen  von  der  Form: 

(3)  (f  (.r ,  y)  {x  y  —  y)  +  %  (x,  y)  y  -f  ^  {x,  y)  =  0, 

deren  linke  Seiten  also  ganze  lineare  Funktionen  von  xy' — y 
und  y  sind,  während  die  Koeffizienten  (p,  i^ip  solche  Funktionen 
von  X  und  y  sein  sollen,  deren  Verhältnisse  homogene  FimMionen 
von  gleichem  Grade  sind.  Zunächst  gibt  die  Division  mit  cp  (x,  y) 
eine  Differentialgleichung  von  der  Form: 

xy  —y  -^  u {x,  y)  y-\rv(x,y)  =  0, 

worin  u  und  v  homogene  Funktionen  gleichen  Grades  bedeuten, 
etwa  vom  Grade  m.  Wie  in  Nr.  715  machen  wir  die  Sub- 
stitution: 

(4)  y  =  xz,         y'=z  +  xz. 

Dabei  gehen  u  und  v  nach  (1)  in  Nr.  91  über  in  Funktionen 
von  der  Form  x"'-^{z)  und  x'^W{z),  so  daß  kommt: 

/  +  x"'-^^{z)  (z  +  xz')  +  x"'-^  W{z)  =  0 . 

Nun  werde  ein  Wechsel  in  der  Bedeutung  von  x  und  z  ein- 
geführt, d.  h.  von  jetzt  an  soll  z  als  die  unabhängige  Ver- 
änderliche und  x  als  die  unbekannte  Funktion  von  z  betrachtet 
werden,  vgl.  (8)  und  (9)  in  Nr.  714.  Zu  diesem  Zwecke  wird 
z'  durch  dz  :  dx  ersetzt  und  die  Gleichung  nach  dx  :  dz  auf- 
gelöst: 

^^^  dz  2$-Hy>         Z^+W^ 

Da  hier  O  und  W  nur  die  unabhängige  Veränderliche  z  ent- 
halten, liegt  jetzt  für   die  unbekannte  Funktion  x  von  z  eine 
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Bernoullische  Differentialgleichung  vor,  deren  Integration  oben 
besprochen  wurde. 

Hat  man  x  als  Funktion  von  z  und  einer  Integrations- 
konstante C  gefunden,  so  gibt  nach  (4)  die  Substitution  z  =  y  :  x 
eine  Gleichung  zwischen  x,  y  und  C\  deren  Auflösung  nach  y 
die  allgemeine  Lösung  der  vorgelegten  Differentialgleichung  (3) 
liefert.  Nur  im  Falle,  wo  z^  -\-  W  gleich  NuU  ist,  versagt 
diese  Methode.  Man  erkennt  leicht,  daß  die  vorgelegte  Dif- 
ferentialgleichung (3)  alsdann  auf  die  einfache  Form  xy'  —  y  =  0 
zurückkommt,  deren  allgemeine  Lösung  y  =  Cx  ist. 

718.  Allgemeine  Riccatische  Differentialglei- 
chungen. Um  die  Sätze  9  und  10  von  Nr.  710  zu  verall- 
gemeinern, suchen  wir  die  Form  derjenigen  gewöhnlichen  Diffe- 
rentialgleichungen, die  eine  allgemeine  Lösung  von  der  Gestalt 
haben: 

^^  ^       Ccp,{x)  +  ^,{x)' 

d.  h.  eine  allgemeine  Lösung,  die  hinsichtlich  der  Integrations- 
konstante C  eine  gebrochene  lineare  Funktion  ist.  Ein  spezieller 
und  schon  durch  Satz  10  von  Nr.  716  erledigter  FaU  liegt  vor, 
wenn  diese  Funktion  ganz  ist. 

Statt  (1)  kann  man  schreiben: 

[y(p2{x)  -  (pi{x)]  C  -f  yilK^  (x)  —  xpi{x)  =  0, 
und   hieraus    geht    durch    vollständige    Differentiation    nach   x 
hervor: 

[«/V2  +  y(P2  —  9^1']  <^  +  !/>2  +  yt-2  -  ^'1  =  0 . 

Elimination  von  C  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  gibt 
diejenige  Differentialgleichung: 

!      1/92  —  <Pi  y%  -  ^1 

\y'(p-2  +  y(P2  —  9i       y'^2^  y^'—'^i 

deren   allgemeine   Lösung    durch    (1)   dargestellt   wird.     Multi- 
pliziert man  die  Determinante  aus,   so   heben  sich  die  Glieder 
mit  yy    fort,  und  es  ergibt  sich  eine  Differentialgleichung,  die 
sich  der  folgenden  Form  unterordnet: 
(2)  ?/'  =  ^(^•)2/'^  +  2/;(rr)i/-f/,Cr). 

Jede  Differentialgleichung  von  dieser  Form  heißt  eine  RiccaUscJie. 
717,  718] 
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Man  kann  nun  umgekehrt  nachweisen,  daß  ihre  allgemeine 
Lösung  stets,  wie  auch  die  Funktionen  /"o(a'),  f\(:x:),  f^ipc)  ge- 
wählt sein  mögen,  auf  die  Form  (1)  gebracht  werden  kann. 
Mit  diesem  Nachweise  verbinden  wir  zugleich  die  Methode, 
mittels  derer  die  Riccatische  Gleichung  (2)  integriert  werden 
kann,  vorausgesetzt^  daß  irgend  eine  ihrer  Partihüarlösungen 
schon  bekannt  ist. 

Es  sei  nämlich  h(x)  eine  schon  bekannte  Funktion  von  x, 
die  der  Riccatischen  Diiferentialgleichung  (2)  genügt,  d.  h. 
es  sei: 

(3)  u  =  /o  (x)  u'  +  2  /;  (x)  u  +  f,  {x) . 
Wird  nun  in  (2)  vermöge  y  —  u  =  z  oder: 

(4)  y  =  u  -\-  z,         ij  =-  11+  z 

die  neue  unbekannte  Funktion  z  eingeführt,  so  kommt: 

u  +  /  =  Ux)  («2  J^2uz-\-z'')  +  2  f,{x)  [u  +  z)+  f,{x)  . 
Da  u    den  Wert  (3)  hat,  verbleibt  nur: 

(5)  /  =  f,{x)z^  +  2lf,{x)u{x)  +  f,{xj\z. 

Dies  ist  wieder  eine  Riccatische  Differentialgleichung  für  z, 
aber  von  spezieller  Form:  Es  fehlt  rechts  das  von  z  freie 
Glied.  Außerdem  ist  dies  aber  auch  eine  Bernoullische  Diffe- 
rentialgleichung, vgl.  (1)  in  Nr.  717,  worin  jetzt  n  =  2  an- 
genommen werden  muß.  Entsprechend  der  dort  unter  (2)  ge- 
machten Substitution  führen  wir  demnach  eine  neue  unbekannte 
Funktion  Z  statt  z  ein  vermöge: 

(6)  z  =  Z-\         z'=-Z-'-Z', 
wodurch  (5)  übergeht  in: 

(7)  Z'=-Ux)-2\f,{x)u{x)  +  f\{x)\Z. 

Hier  liegt  nun  eine  lineare  Differentialgleichung  für  Z  vor,  die 
wir  nach  Nr.  716  zu  integrieren  vermögen. 

Nach  Satz  10  in  Nr.  716  läßt  sich  die  allgemeine  Lösung 
der  Gleichung  (7)  auf  die  Form  einer  Funktion  bringen,  die 
hinsichtlich  der  Integrationskonstante  C  ganz  und  linear  ist. 
Wenn  also  etwa: 

Z=  Cq){x)  -\-  t{x) 
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die  allgemeine  Lösung  von  (7)  vorstellt,  so  folgt,  da  nach  (4) 
und  (6): 

(8)  y  =  u+^^ 

ist,  daß  die  allgemeine  Lösung  der  Riccatischen  Gleichung  (2) 
die  Form  erhält: 

y  =  u{x)  +  Cq>WH^) 
oder: 

Cu(x)  qp  (x)  4"  u(x)  1/)  (a?)  -f- 1 

^  ^  C9(ic)  +  i/j(a;) 

Dies  aber  ist  eine  gebrochene  lineare  Funktion  von  C. 

Mit  Rücksicht  auf  Satz  10  von  Nr.  716  läßt  sich  somit 
der  Satz  aussprechen: 

Sat2  11:  Die  allgemeine  Lösung  einer  gewöhnlichen  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung  kann  dann  und  nur  dann  auf 
die  Form  einer  Funktion  gebracht  werden,  die  hinsichtlich  der 
Integrationskonstante  C  linear  ist: 

_  CqPi  jx)  +  %  (x)  ^ 

wenn   die   Differentialgleichung   eine   Riccatische   ist,    d.  h.    die 
Form  hat: 

y'  =  /o  (^)  1/'  +  2  /;  (a;)  ^  +  /2  {x) . 
Die  in  Bede  stehende  lineare  Funktion  ist  insbesondere  dann  und 
nur  dann  eine  ganze  lineare  Funktion  von  C,   wenn   die  Diffe- 
rentialgleichung linear  ist,  d.  h.  wenn  fQ(x)  verschwindet. 

Zugleich  haben  wir  erkannt,  daß  und  wie  die  Riccatische 
Differentialgleichung  integriert  werden  kann,  sobald  eine  Par- 
tikularlösung von  ihr  bekannt  ist. 

Beispiel:  Die  Differentialgleichung: 
y'^(y-k){Py-\-Q), 
in  der  P  und  Q  Funktionen  von  x  sein  sollen  und  k  eine 
Konstante  bedeute,  ist  eine  Riccatische.  Man  sieht  sofort,  daß 
die  Konstaute  y  =  k  selbst  eine  Lösung  ist,  denn  für  sie  ist 
y  =  0.  F'olglich  läßt  sich  die  vorliegende  Gleichung  allgemein 
integrieren.  Li  der  Substitutionsformel  (S)  ist  u  =  k  zu  setzen, 
d.  h.  wir  führen  die  neue  unbekannte  Funktion  Z  vermöge: 

?/  =  ^-  +  -;^,    y  --z^ 
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ein  und  erhalten  die  für  Z  lineare  Differentialgleichung: 

i^'=-P-(PÄ;-f  q)Z, 

deren  allgemeine  Lösung  nach  (1)  und  (9)  in  Nr.  716  sofort 
mittels  Quadraturen  gefunden  wird.  Man  findet  aus  ihr  schließ- 
lich als  allgemeine  Lösung  der  vorgelegten  Differentialgleichung: 


«/  =  /.-- 


e° 

X 

^      f{Pk  +  q)dx 
fPe"  dx 


Hier  ist  a  bestimmt  wählbar  und  c  die  willkürliche  Litegrations- 
konstante. 

719.  Die  spezielle  Riccatische  DifTereutialgleichung. 

Darunter  versteht  man  die  von  Eiccati  selbst  untersuchte  Diffe- 
rentialgleichung : 

(1)  ij  -^af=^hx"', 

in  der  a,  h  und  m  Konstanten  bedeuten.  Man  bemerkt,  daß 
sich  diese  Gleichung  der  allgemeinen  Form  (2)  in  voriger  Nummer 
unterordnet,  indem  hier  fo=  —  a,  /i  =  0  und  fg  =  hx"*  ist.  Da 
keine  Partikularlösung  der  Gleichung  (1)  bekannt  ist,  kann  die 
in  der  letzten  Nummer  entwickelte  Integrationsmethode  nicht 
benutzt  werden. 

Im  Falle  a  =  0  ist  die  Integration  aUerdiugs  sofort  zu  leisten, 
ebenso  wenn  a  =t=  0  und  w  =  0  ist,  denn  in  diesem  Falle  liegt 
die  Gleichung  vor: 

(2)  y^+ay'=h, 

in  der  sich  die  Veränderlichen  in  der  Form: 

dy 


,  +  adx  =  0 


^        a 


trennen  lassen.     Ist  5  :  a  >  0,  etwa  b  =  alc^,  so  kommt: 


A 


-\-  ax  =  konst. 


iy-k)(y-\-k) 

oder,  wenn  die  Quadratur  ausgeführt,  die  lutegrationskonstante 
mit  aC  bezeichnet  und  die  Gleichung  nach  y  aufgelöst  wird: 
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(^)  ?/  =  ^  ^ka(x-C)  _^-ka{x-C)  ' 

Ist  dagegen  &  :  a  <  0,  etwa  h  =  —  alc^,  so  kommt: 


/; 


,-rT^  +  aa;  =  konst., 


woraus  ebenso  folgt: 

(4)  y^-liig\Tia{x-C)\. 

Wenn  endlich  &  =  0  ist,  ergibt  sich  noch  einfacher: 

_        1 

y  ~  ä{x  —  G) ' 

Die  spezielle  Riccatische  Gleichung  (1)  ist  aber  noch  in 
gewissen  anderen  Fällen  mittels  Exponentialfunktionen  oder 
goniometrischer  Funktionen  integrierbar,  und  zwar  gelingt  dies 
dadurch,  daß  man  in  diesen  anderen  Fällen  die  Gleichung  (1) 
durch  geeignete  Substitutionen  auf  die  soeben  besprochene  be- 
sondere Form  (2)  bringt. 

Es  seien  nämlich  unter  u  und  v  Funktionen  von  x  ver- 
standen, deren  geeignete  Wahl  noch  vorbehalten  bleibt.  Vermöge 

y  =  U2  -\-  V,     ij  =  «/  +  U0  +  V 
werde  die  neue  unbekannte  Funktion  2  in  (1)  eingeführt: 

us'  +  («/  +  2auv)2!  -\:  au^z^  +  [v'  +  av^  —  hx'"-)  =  0. 
Insbesondere  lassen  sich  u  und  v  so  wählen,  daß: 

v-\-av'^=0,     u-\-2auv  =  0 
wird;  denn  die  erste  Bedingung  ist  bei  der  Annahme  v  =  l:ax 
erfüllt  und  infolge  davon  die  zweite  bei  der  Annahme  ii=l:  x^. 
Also  soll  in  (1)  die  Substitution  gemacht  werden: 

(5)  ^=^  +  i' 
wodurch  hervorgeht: 

(6)  z'-j-a'^]-bx"'  +  ^=0. 

Insbesondere  im  Falle  m  =  —  2  ist  dies  eine  homogene 
Differentialgleichung  für  z,  die  also  nach  Nr.  715  durch  eine 
Quadratur  integriert  werden  kann.  Ist  dagegen  )h  =[=  —  2,  so 
liegt  eine  Differentialgleichung  für  z  vor,  die  zwar  nicht  mehr 
die  Form  der  speziellen  Riccatischen  Gleichung  hat,  jedoch  durch 
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eine  geeignete  neue  Substitution  wieder  auf  diese  Form  ge- 
bracht werden  kann.  Einerseits  werde  als  neue  unabhängige 
Veränderliche  x^  die  Potenz  x"^'^^  und  anderseits  als  neue  un- 
bekannte Funktion  y^  der  reziproke  Wert  von  2  eingeführt, 
d.  h.  es  werde  gesetzt: 

1 
(7)  X  =- x,'^+^ ,    z  =  —- 

Dabei  ist: 

1  »H-2 

,      dz  ~'^~^    y^  X  ""+^(11/ 

'  -  1  =  ^"-^—  =  -(».  +  3)  ^■-,  -  ^' , 

+  3  da;, 


so  daß  aus  (6)  hervorgeht: 

Dies  ist  wieder  eine   spezielle   Riccatische   Gleichung   von   der 

Form  (1).     Fassen   wir   die  beiden   Substitutionen  (5)  und  (7) 

zusammen,  so  folgt: 

Wird  in  die  spezielle  liiccatische    Gleichung  (1)   eine  neue 

unabhängige  Veränderliche  x^  und  eine  neue  tinbeJcannte  FunMion  y^ 

vermöge: 

1 

(9)  X  =  x,"^+'^ ,     «  =  ^-  +  — 

eingeführt,  so  geht  wieder  eine  spezielle  Riccatische  Gleichung: 

(10)  tl[+a,y,'^b,xr^ 

hervor,  und  zwar  haben  hier  die  drei  Konstanten  die   Werte: 

Dies   Verfahren   ist   wiederholt   anwendbar,  d.  h.  weiterhin 
setzen  wir  entsprechend  (9): 

1 

x^  =  iCg"^^^ ,     y,  =  -4-  +  -— 

und  führen  dadurch  x^  und  y^  ein,  usw.  Nach  insgesamt 
h  Anwendungen  desselben  Verfahrens  geht  eine  spezielle  Ric- 
catische Gleichung: 
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hervor,  und  zwar  gelten  dabei  nach  der  letzten  Gleichung  (11) 
die  Rekursionsformeln: 


m  +  4 
nii  = — -  ,      »1^  = 

m,  +  4 
m^  4-  3 ' 

woraus  man  leicht  findet: 

(\K)                              m.  =  - 

(2Ä;  — 1)to  +  4A- 

"^      ^  *  Ä;w+(2Ä;-fl) 

Da  nun  die  spezielle  Riccatische  Gleichung  (1)  im  Falle 
m  =  0  integriert  werden  kann,  so  folgt:  Die  /i;-malige  An- 
wendung des  Verfahrens  führt  zu  einer  mittels  Exponential- 
funktionen   oder     goniometrischer    Funktionen    integrierbaren 

h.  wenn   die   Zahl   m    die 


Gleichung, 

wenn    rrif.  =  0    wird,    d. 

Form  hat: 

(14) 

4Ä 

wo  Je  eine  ganze  Zahl  bedeutet.  Daß  hier  k  auch  eine  nega- 
tive ganze  Zahl  sein  darf,  folgt  daraus,  daß  das  angewandte 
Verfahren  auch  umgekehrt  werden  kann:  Wenn  nämlich  x,y,  a, 
h  und  m  mit  x^,  y^,  a^,  \  und  m^  vertauscht  werden,  so  folgt 
aus  (9)  und  (11): 

(15)  x  =  Xi~'^^+^,'   y  =  ^ -. .—r, 

und  vermöge  dieser  Substitution  geht  die  spezielle  Riccatische 
Gleichung  (1)  in  die  Gleichung  (10)  über,  wobei  aber  jetzt 
statt  (11)  die  Formeln  gelten: 

,'■,  n\  b  7  «  3  m  4-  i 

Hier  geht  statt  (13)  bei  /.-maliger  Anwendung  des  Verfahrens 

(2A;  +  l)w  +  4^•' 
"**  ^-„1^(2^:  — 1) 

hervor,   so  daß  w?^.  ==  0  für  m  =  —  4k  :  (l  +  2A-)  wird.     Dieser 
Wert    ergibt    sich    aber    aus   (14),    wenn    darin    k    durch   —  k 
ersetzt  wird. 
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720.  Clairautsche  Diflferentialgleichungen.  So  heißeu 
DifferentialgleichuDgen,  die  eine  Beziehung  zwischen  y  —  xy 
und  y  allein  ausdrücken.  Sie  lauten  in  der  nach  y  —  xy  auf- 
gelösten Form: 

(1)  ij  —  xy=fiy')     oder:     y  =  xy  -\- f{y') . 

Die  Differentialgleichung  (1)  ordnet  einem  Punkte  Mq 
oder  {Xq,  y^)  ein  Linienelement  {x^,  y^,  y^)  zu,  für  das: 

(2)  «/o  =  ^0  ?/o'  +  ({Vq) 
ist.     Dies  Element  liegt  auf  der  Geraden: 

(3)  y-yo  =  yo(^-  ^o), 

geschrieben   in   den   laufenden  Koordinaten  x,  y.     Wegen  (2) 
läßt  sich  diese  Gleichung  so  schreiben: 

(4)  y  —  yoX  =  f{yo)  ■ 

Ist  nun  M  oder  {x,  y)  irgend  ein  Punkt  der  Geraden,  so  gehört 
auch  ihm  vermöge  der  Differentialgleichung  (1)  ein  Linienelement 
(x,  y,  y)  zu.  Die  Yergleichung  von 
(1)  und  (4)  lehrt  aber,  daß  die  Glei- 
chung (1)  durch  den  Wert  y  =  y^  be- 
friedigt wird,  d.  h.  die  Differential- 
gleichung ordnet  jedem  Punkte  31 
der  Geraden  (3)  ein  Linienelement  zu, 
das  auf  derselben  Geraden  liegt  (siehe 
Fig.  22).  Mithin  ist  die  Gerade  (3) 
oder  (4)  eirte  Integralkurve. 

Wir  können  aber  auch  rein  ana- 
lytisch bestätigen,    daß    die    Clairautsche   Differentialgleichung 
lauter  Geraden  zu  regulären  Integralkurven  hat.    Denn  die  ganze 
lineare  Funktion: 

y  =  Cx  -f  a 

hat  die  Ableitung  y  =  C.     Einsetzen  beider  Werte  in  (1)  'gibt 
nun  einfach  a  =  /(  G).   Demnach  ist  die  ganze  lineare  Funktion: 

(5)  y  ^Gx  +  f{G) 

für  jeden  Wert  der  Konstante  G  eine  Lösung. 

Vergleichung  von  (1)  und  (5)  lehrt,  daß  sich  die  Clairautsche 
Differentialgleichung  (1)   sofort  in  ihre  allgemeine  Lösung  (5) 
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umwandelt,  wenn  man  die  Ableitung  y  durcli  die  Integrations- 
Txonstante  C  erseizt. 

Die  Geradenschar  (5)  hat  eine  Einhüllende.  Zu  ihrer  Be- 
stimmung ist  die  Gleichung  (5)  nach  C  zu  differenzieren: 

(6)  •  0  =  :r  +  f\C) 

und  dann  die  hieraus  folgende  Funktion  C  von  x  in  (5)  ein- 
zusetzen. Oder  auch:  Wenn  statt  C  in  (5)  und  (6)  eine  Ver- 
änderliche t  geschrieben  wird,  geht  die  Darstellung: 

(7)  X=~f'{t),     y  =  fiS)~tf\t) 

der  Einhüllenden  mittels  einer  Hilfsveränderlichen  t  hervor.  Die 
Einhüllende  ist  nach  Satz  7,  Nr.  710,  eine  singulare  Integral- 
kurve, und  man  erkennt,  daß  t  den  Tangens  ihres  Tangenten- 
winkels bedeutet. 

Um  alle  singulären  Linien elemente  zu  bestimmen,  bilden 
wir  nach  Nr.  708  die  durch  Differentiation  von  (1)  nach  y 
hervorgehende  Gleichung: 

x  =  -f\y)' 

Man  sieht  daraus,  daß  durch: 

x  =  -f\i),    y-m-tf'{ß),    y'-t 

alle  singulären  Linienelemente  {x,  y,  y)  dargestellt  werden  und 
daß  es  einzig  und  allein  die  der  Einhüllenden  (7)  sind,  die 
somit  die  einzige  singulare  Integralkurve  ist. 

Man  kann  die  Betrachtung  umkehren:  Jede  gewöhnliche 
Differentialgleichung  erster  Ordnung,  die  eine  Schar  von  Geraden 
zu  Integralkurven  hat,  ist  eine  Clairautsche.  In  der  Tat  wird 
eine   Geradenschar  allgemein  in  der  Form: 

y  =  Cx  4-  fiC) 
mit  einer  willkürlichen  Konstante  C  dargestellt.    Hieraus  aber 
folgt  y'  =  C,  so  daß  zwischen  x,  y,  y   die  Gleichung  (1)  besteht. 

721.  Beispiele  von  Clairautschen  Differeutialgclei- 
chuugeu.  Eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung F{x,  y,  y)  =  0  drückt  eine  Eigenschaft  aus,  die  den 
Linienelementen  (x,  y,  y')  einer  Kurvenschar,  der  Schar  der 
Integralkurven,  zukommt,  d.  h.  eine  Eigenschaft,  die  den  Funkten 
(x,  y)  der  Kurven  und  ihren  Tangenten  zukommt.  Insbesondere 
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aber  kann  diese  Eigenschaft  von  der  Lage  des  Berührungs- 
punktes der  Tangente  unabhängig^  also  eine  Eigenschaff  der 
Tangente  allein  sein.  Da  die  Gleichung  der  Tangente  des 
Kurvenpunktes  (x,  y)  in  den  laufenden  Koordinaten  j,  l)  lautet: 

(1)  l)  —  y  =  y  il  -  x)     oder:     i)  =  y'l-\-  iy  —  xy'), 

hängt  die  Lage  der  Tangeute  nur  von  y'  und  y  —  xy'  ab.  Die 
in  Rede  stehende  Eigenschaft  wird  somit  durch  eine  Gleichung 
zwischen  y'  und  y  —  xy'  allein,  also  durch  eine  Clairautsche 
DiffereyiHalgleichung  ausgedrücM.  Von  vornherein  ist  dann  klar, 
daß  alle  Geraden,  denen  diese  Tangenteneigenschaft  zukommt, 
zu  den  Kurven  mit  der  vorgeschriebenen  Eigenschaft  gehören. 
Sie  bieten  geringeres  Interesse  als  die  krummlinigen  Kurven 
denen  die  Eigenschaft  zukommt.  Dies  aber  sind  nach  voriger 
Nummer  die  Einhüllenden  der  Geraden. 

Aufgaben  also,  in  denen  es  sich  um  die  Ermittelung  von 
solchen  Kurven  handelt,  deren  Tangenten  eine  von  ihren  Be- 
rührungspunkten unabhängige  Eigenschaft  haben,  bieten  das 
Eigentümliche,  daß  nicht  die  regidären,  sondern  nur  die  singu- 
lären  Lösungen  die  interessanten  sind.  Nach  den  Entwicklungen 
der  letzten  Nummer  verlangt  die  vollständige  Erledigung  der- 
artiger Aufgaben  keinerlei  Integration. 

1.  Beispiel:  Gesucht  iverden  diejenigen  Kurven  in  der 
Ebene,  hei  denen  das  ProduM  der  Abstände  der  Tangente  von 
zivei  festen  Funkten  F  und  F'  konstant  ist.  Jede  Gerade,  deren 
Abstände  von  F  und  F'  das  gegebene  Produkt,  etwa  b^,  haben, 
ist  eine  Lösung  der  Aufgabe.  Die  Schar  dieser  Geraden  um- 
hüUt  die  einzige  krummlinige  gesuchte  Kurve.  Obgleich  sie 
ohne  die  Theorie  der  Differentialgleichungen  nach  Nr.  210  ge- 
funden werden  kann,  soll  doch  die  Clairautsche  Differential- 
gleichung des  Problems  aufgestellt  werden:  Das  Achsenkreuz 
sei  so  gewählt,  daß  F  und  F'  auf  der  Abszissenachse  liegen 
und  die  Abszissen  +  c  haben.  Die  Gleichung  der  Tangente  (1) 
lautet  in  der  Normalform: 

y'£  — 9  +  y  — gy  ^  q 

80  daß  die  linke  Seite  für  J  ==  +  c,  t)  =  0  die  Abstände  von  F  und  F' 
angibt.    Diese  Abstände  können  verschiedene  Vorzeichen  haben. 

[721 
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Daher  setzen  wir  das  Produkt  gleich  +  h^.    So  gehen  die  beiden 
Clairautschen  Differentialgleichungen  des  Problems  hervor: 

1  +  2/  — 

Auflösung   nach  y  —  xij    gibt,   wenn   noch  c^+t»^=a^  gesetzt 
wird: 


y  —  xy  =  ya^y'^  +  V^ . 

Wird  y'  durch  die  Integrationskonstante  C  ersetzt,  so  geht  die 
allgemeine  Lösung: 


2/  =  Cxi-YäHJ^±h^ 

hervor,    die   lauter    Geraden    darstellt.      Nach   (7)   in    voriger 
Nummer  geben  die  Gleichungen: 

—  aH  +6- 

X  =  -  ^ -=r^ ,    y  =     ~ 


die  singulare  Lösung,  und  Elimination  der  Hilf s veränderlichen  t 
zeigt,  daß  sie  eine  Ellipse  oder  Hyperbel: 

(:r-(fr=i 

mit  den  Brennpunkten  F  und  jP'  ist. 

2.  Beispiel:  Gesucht  werden  diejenigen  Kurven  in  der 
Ebene,  von  deren  Tangenten  die  Koordinatenachsen  eine  Strecke 
von  konstanter  Länge  a  abschneiden.  Zunächst  ist  jede  Gerade,  von 
der  die  Achsen  diese  Strecke  abschneiden,  eine  triviale  Lösung 
der  Aufgabe.  Die  einzige  interessante  Lösung  ist  die  Einhüllende 
dieser  Gerade,  nämlich  nach  Nr.  249  die  Ästroide: 

X  X  X 

x'^  ^  y^  -=  a^ , 

Die  Behandlung  der  Aufgabe  mittels  der  zugehörigen  Clairaut- 
schen Differentialgleichung: 

y  —  xy  = 


sei  dem  Leser  überlassen. 

722.  Einführung  der  Ableitung  //'  als  neuer  unab- 
hängiger Veränderlicher.  Schließlich  soll  ein  Integrations- 
verfahren besprochen  werden,  das  auf  der  Idee  beruht,  die  Ab- 
leitung y    der    gesuchten  Funktion  y    von    x   als    neue    unab- 
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hängige  Vei'änderliclie  einzuführen.  Wenn  nämlich  die  Integral- 
kurven der  vorgelegten  Differentialgleichung: 

(1)  F{^,  y,  y)  =  0 

keine  Geraden  sind,  d.  h.  die  Differentialgleichung  Iteine  Clairaut- 
sche  (vgl.  Nr.  720)  ist,  stellt  sich  eine  allgemeine  Lösung  y 
als  eine  solche  Funktion  von  x  dar,  deren  Ableitung  y  nicJit 
konstant,  vielmehr  eine  Funktion  von  x  ist  und  daher  als  un- 
abhängige Veränderliche  benutzt  werden  darf.  Es  fragt  sich 
nur,  wie  dies  analytisch  zu  erreichen  ist.  Zunächst  empfiehlt 
es  sich,  die  Ableitung  y'  bequemer  zu  bezeichnen,  etwa  mit^: 

(2)  '£-p- 

Die  Differentialgleichung  (1)  hat  alsdann  die  Form: 

(3)  F(x,y,p)  =  0, 
und  vollständige  Differentiation  gibt: 

(4)  Fjx  +  F^dy  +  F^dp  =  0. 
Nach  (2)  ist  außerdem: 

dy  =  pdx . 

Werden  die  beiden  letzten  Gleichungen  mit  dp  dividiert,  so 
gehen  zwei  lineare  Gleichungen  für  dx :  dp  und  dy :  dp  hervor, 
deren  Auflösung  ergibt: 

/c .  dse  ^ —Fp  dy  ^     —pFp 

^^  dp       F^+pF/      dp        F^^pF^' 

Dies  sind  die  Werte,  die  den  Ableitungen  von  x  und  y  nach 
'i/  oder  p  zukommen. 

Die  Größe  p  als  unabhängige  Veränderliche  zu  benutzen, 
empfiehlt  sich  nun  insbesondere  dann,  wenn  die  vorgelegte 
Differentialgleichung  (1)  in  der  nach  y  oder  x  aufgelösten 
Form : 

y  —  f{y',^)     bzw.     x  =  f(y',y) 
gegeben  ist. 

Wenn  nämlich  die  Differentialgleichung: 

(6)  y  =  f{y',  ^) 

vorliegt,  ist  F  gleich  y  —  f(y',  x)   oder  y  —  f{p,  x)   zu   setzen, 
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sodaß  die  erste  Grleichung  (5)  liefert: 


dp        p  —  f^' 

Beehts  treten  nur  p  und  x  auf,  d.  h.  in  (7)  liegt  eine  gewöhn- 
liche Differentialgleichung  erster  Ordnung  für  die  unbekannte 
FunMion  x  von  p  vor.  Wenn  x  =  (p  {]),  C)  ihre  allgemeine 
Lösung  mit  der  Integrationskonstante  G  vorstellt,  folgt  aus 
(6)  oder  y  =  f{p,  x^  durch  Substitution  des  Wertes  (p  {p,  C) 
für  X  auch  der  Ausdruck  von  y  durch  p  und  C,  d.  h.  man  ge- 
langt zu  Gleichungen: 

(8)  x  =  (pip,C),     y  =  t{p,C), 

vermöge  derer  die  gesuchten  Integralkurven  mittels  der  Hilfsver- 
änderlichen p  oder  y    dargestellt  werden. 

Entsprechende  Schlüsse  lassen  sich  machen,  wenn  die  vor- 
gelegte Differentialgleichung  (1)  in  der  nach  x  aufgelösten 
Form  gegeben  ist: 

(9)  x^f{y\y). 

Denn  dann  ist  F  gleich  x  —  f{y,  y)  oder  x  —  f(p,  y)  zu  setzen, 
sodaß  die  zweite  Gleichung  (5)  liefert: 

■^  dp  i-Pfy' 

Hier  treten  rechts  nur  p  und  y  auf,  d.  h.  dies  ist  eine  gewöhn- 
liche Differentialgleichung  erster  Ordnung  für  die  nnhekannte 
Funktion  y  von  p.  Läßt  sich  ihre  allgemeine  Lösung  y  =  ip  (p,  C) 
finden,  so  gibt  die  Substitution  dieses  Wertes  in  rc  =  /"(«/',  y) 
oder  X  =  f(j),  y)  auch  x  als  Funktion  von  p  und  C,  sodaß  mau 
wieder  zu  einer  Darstellung  der  gesuchten  Integralkurven  in 
der  Form  (8)  gelangt. 

Die  vorgelegte  Differentialgleichung  auf  eine  Differential- 
gleichung zwischen  p  und  x  bzw.  zwischen  p  und  y  in  der 
Form  (7)  bzw.  (10)  zurückzuführen,  wird  sich  natürlich  nur 
dann  empfehlen,  wenn  die  neue  Differentialgleichung  nach  einer 
der  früheren  Methoden  integriert  werden  kann.  Da  das  Ver- 
fahren wesentlich  auf  der  Benutzung  der  durch  Differentiation 
gewonnenen  Gleichung  (4)  beruht,  so  bezeichnet  man  es  ge- 
722\ 
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legentlich  nicht  ganz  zutreffend  als  Methode  der  Integration 
durch  Differentiation. 

Weil  p  oder  y  den  Tangens  des  Winkels  x  bedeutet,  den 
die  Kurventangente  mit  der  positiven  a;-Achse  bildet,  so  geben 
die  Gleichungen  (8)  oder: 

(11)  x  =  ip{igr,C),     y  =  t(tgx,C) 

eine  Barstellung  der  Integralkurven  mittels  des  Tangentenwinkels 
X  (wie  in  Nr.  213). 

723.  Differentialgleichung'eu,  die  in  beiden  Ver- 
änderlichen linear  sind.  Die  soeben  entvrickelte  Methode 
dient  insbesondere  zur  Integration  solcher  Differentialgleichungen 
F{x^  y,  y)  =  0,  bei  denen  die  linke  Seite  in  x  und  y  linear  ist: 

(1)  9'0/)^  +  z(2/')2/  +  ^(2/')  =  O. 

Da  diese  Gleichung  für  jeden  bestimmten  Wert  c  von  y  eine 
Gerade  der  Geraden  schar: 

^){c)x^l{c)y^ri>{c)  =  ^ 

darstellt,  sind  ihre  Integralkurven  diejenigen  Kurven,  die  jede 
einzelne  Gerade  dieser  Schar  in  einer  vorgeschriebenen  Richtung 
durchsetzen.  Diese  Richtung  ist  im  allgemeinen  von  Gerade 
zu  Gerade  eine  andere. 

Wenn  zunächst  %{y'^  =  0  ist,  ergibt  sich  eine  Differential- 
gleichung von  der  Form: 

(2)  x  =  f{y)=f{iß), 

und  dieser  Fall  ordnet  sich  der  Gleichung  (9)  der  letzten 
Nummer  unter;  insbesondere  ist  hier  /'(p)  in  der  dort  ange- 
gebenen Differentialgleichung  (10)  zwischen  p  und  y  frei  von 
v/,  sodaß  eine  Quadratur  liefert: 

(3)  y^j^^dv-\-C. 

Die  Gleichungen  (2)  und  (3)  stellen   zusammen    die  regulären 
Integralkurven  dar,  ausgedrückt  mittels  der  Hilfsveränderlichen  p. 
Wenn  dagegen  xivf^  in  (1)  nicht  gleich  Null  ist,  läßt  sich 
die  Gleichung  auf  die  Form  bringen: 

(4)  y^xl{xj)\\i{ij). 

Serret-Scheffers,  Diff.-u. Integral-Rechnung.  III.  3.  Aufl.  10    r'J'gg    T23 


146     Kap.  III.     Gewöhnliclie  DiflFerentialgleichungen  erster  Ordnung. 

Sie  ordnet  sich  der  Form  (6)  der  letzten  Nummer  unter,  so- 
daß  die  dort  angegebene  Differentialgleichung  (7)  zwischen^  und 
X  hervorgeht.    Weil  hier /"(j;)  gleich  xXij)) -{•  yi(yP)  zu  setzen  ist, 

kommt: 

dx       xX  -\-  [i 
dp         p  —  l   ' 

also  eine  lineare  Differentialgleichung  für  die  gesuchte  Funk- 
tion X  von  ^,  vgl.  (1)  in  Nr.  716,  worin  x,  y  und  y  durch  p, 
X  und  dx  :  dp  sowie  /J,  und  f\  durch  ?i' :  (p  —  X)  und  ^' :  (p  —  A) 
zu  ersetzen  sind,  sodaß  die  dort  unter  (8)  angegebene  allge- 
meine Lösung  jetzt  lautet: 

p  p 

/'X'dp  rX'dp 

(5)  x==e^         Ifp^^''^        ^^+^' 

b 

Wird  dieser  Wert  von  x  in  (4)  eingesetzt,  so  wird  auch  y  als 
Funktion  von  p  und  0  gefunden. 

Jedoch  im  Falle,  wo  sich  A(^)  auf  ^  selbst  reduziert,  ver- 
sagt dies  Verfahren,  weil  p  —  A  in  den  Nennern  der  Integranden 
auftritt.  Dies  ist  nicht  überraschend,  denn  dann  ist  (4)  eine 
Clairautsche  Differentialgleichung  (nach  Nr.  720),  bei  der  die 
Methode  der  letzten  Nummer  ja  überhaupt  nicht  angewandt 
werden  kann. 

Beispiel:  Die  Differentialgleichung: 

(6)  y-2xy'-y''==0 

gehört  zu  denen  von  der  Form  (4).  Da  hier  l  =  2p,  ^  =  p^ 
zu  setzen  ist,   ergeben   die  Quadraturen  für  a  =  1  und  &  =  0: 

T-^  e'^^-'dp  =  l-2e'''"'dp  ^f-  2p^dp  =  -  ^p"^ 
nach  (5)  und  (6): 

Wird  3(7  mit  c  bezeichnet,  so  lauten  die  Gleichungen  der  In- 
tegralkurven: 
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2p3 


2c  — p^ 


K^J  ^—      spi     y       y  3_p       • 

Durch  Elimination  von  p  geht  die  in  x  und  y  algebraische 
Gleichung  hervor: 

(8)  ?>xSf  -  Acx^ +  4.1/ -^cxy-c^  =  0; 

die  Integralkurven  sind  demnach  algebraische  Kurven  vie>ier 
Ordnung  (nach  Nr.  187).    Man  kann  sie  auch  so  darstellen: 

(3^7/  +  2:r=^  +  c)2  =  4(?/  +  xy. 

Die  singulären  Linienelemente  {x,  y,  y')  der  Differentialglei- 
chung (6)  genügen  außer  dieser  Gleichung  (6)  noch  der  durch 
Differentiation  nach  y'  hervorgehenden;  sie  gibt  y' =  —  x,  so- 
daß  durch: 

y  =  -  x\     tj'==  —  x 

alle  singulären  Elemente  dargestellt  werden.  Sie  sind  aber 
nicJit  die  Linienelemente  der  Kurve  «/  =  —  x^,  des  Ortes  ihrer 
Pimkte,  weil  tj  =  —  x  nicht  die  Ableitung  von  y  =  —  x^  ist. 
Eine  singulare  Lösung  gibt  es  also  nicht.    Der  Diskriminanten- 


ort  y 


ist  vielmehr  eine  Parabel,  avif  der  die  singulären 


Punkte  (Spitzen)  der  Integralkurven  (8)  liegen.  In  der  Tat: 
Nach  Nr.  191  erfüllen  die  singulären  Punkte  (a;,  y)  der  Kurven 

(8)  außer  der  Gleichung  (8)  noch  die  beiden  aus  (8)  durch 
partielle  Differentiation  nach  x  bzw.  y  hervorgehenden  Glei- 
chungen: \J'    4\J'n 

xy'^  —  2cx^  —  cy  =  0, 

x^y  +  2y^  —  ex  =  0. 

Alle  drei  Gleichungen 
ergeben: 

(9)  x=Vc,   y  =  ^i'?. 

Zu  jedem  Werte  von  c 
gehört  eine  Integral- 
kurve (8),  und  sie  hat 
die  durch  (9)  bestimmte 
Spitze.  Der  Ort  aller 
Spitzen  geht  aus  (9)  in 

y    "^  •^'  Fig.  23. 


der     Form 


10^ 
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hervor  und  ist  demnach,  wie  zu  erwarten  war,  der  Diskrimi- 
iiantenort. 

In  Fig.  23  sind  einige  Integralkurven  dargestellt,  zu- 
sammengehörige Zweige  tragen  die  gleiche  Nummer.  Für  c  =  0 
zerfällt  die  Integralkurve  in  die  doppeltzählende  a?- Achse  und 
die  Parabel  y  -=  —  Ix^. 

§  'i.  Multiplikatoren  gewöhnlicher  Diiferentialgleichungen 
erster  Ordnung. 

724.  Existeuzbeweis  für  die  Multiplikatoren.  Wenn 
die  linke  Seite  der  Differentialgleichung: 

(1)  U{x,  y)dx  +  V{x,  y)dy  =  0 

kein  vollständiges  Differential  ist,  kann  man  die  Gleichung  doch 
nach  Nr.  713  mittels  zweier  Quadraturen  integrieren,  sobald 
sich  ihre  linke  Seite  durch  Multiplikation  mit  einer  passend 
gewählten  Funktion  M,  d.  h.  mit  einem  sogenannten  Eulerschen 
IntegrabUitätsfak'tor  oder  Multiplikator,  zu  einem  vollständigen 
Differential  machen  läßt.  Schon  in  Nr.  612  wurde  die  Be- 
dingung für  einen  Multiplikator  aufgestellt.  Es  soll  jetzt  noch 
gezeigt  werden,  daß  es  stets  Multiplikatoren  gibt. 

Dabei  werde  vorausgesetzt,  daß  die  Funktionen  U  und  V 
von  X  und  y  nebst  ihren  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung 
in  der  Umgebung  einer  Stelle  x  =  a,  y  =  b  stetig  seien.  Über- 
dies soll  diese  Umgebung  keine  Stelle  enthalten,  an  der  sowohl 
U  als  auch  V  verschtvindet.  Nach  Satz  1,  Nr.  705,  gibt  es  als- 
dann stets  ein  Integral  co{x,  y)  =  C  der  Differentialgleichung  (1), 
und  zwar  verhalten  sich  co,  a^  und  co  in  jener  Umgebung 
stetig.  Die  Richtung  dy :  dx  der  durch  den  Punkt  (^x,  y)  gehen- 
den Integralkurve  ergibt  sich  aus: 

cj^dx  -f-  co^dy  =  0, 

d.  h.  es  ist  dy  :  dx  sowohl  gleich  —  Z7 :  V  als  auch  gleich 
—  C3^:  CO  ,  woraus  folgt: 

03,  :  «j,  =  [/ :  F. 

Demnach  gibt  es  eine  Funktion  M  derart,  daß: 

(2)  co,-=MU,      o,^=^MV 
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wird.  Mithin  geht  die  linke  Seite  von  (1)  durch  Multiplika- 
tion mit  M  in  das  vollständige  Differential  da  über,  d.  h.  M 
ist  ein  Multiplikator.  Weil  M  =  a^:  ü  =  Oy-.V  ist,  verhält 
sich  M  unter  den  gemachten  Annahmen  in  der  Umgebung  der 
Stelle  {a,  h)  stetig.     Mithin  gilt  der 

Satz  12:   Liegt  die  getvohnliche  Differentialgleichung  erster 

Ordnung: 

U{x,  y)dx  +  V{x,  y)dy  =  0 

vor  und  sind  U  und  V  nebst  ihren  partiellen  Ableitungen  erster 
Ordnung  in  der  Umgebung  einer  Stelle  stetige  Funktionen  von 
X  und  y,  tväiirend  U  und  V  an  keiner  Stelle  der  Umgebung  gleich- 
zeitig verschicinden,  so  gibt  es  einen  in  dieser  Umgebung  stetigen 
Midtiplihator  der  Differentialgleichung. 

Zu  jedem  Multiplikator  M  der  Differentialgleichung  (1) 
gehört  ein  Integral  03[x,y),  nämlich  dasjenige,  dessen  vollstän- 
diges Differential  M(Udx -\-  Vdy)  ist.  Jede  Funktion  von  a 
stellt  nach  Satz  3,  Nr.  706,  wiederum  ein  Integral  vor;  um- 
gekehrt ist  auch  jedes  Integral  eine  Funktion  von  co  allein. 
Nach  den  Sätzen  von  Nr.  614  ergibt  sich  daher  der 

Satz  13:  Ist  M  ein  Mtdtipliliator  und  (o  ein  Integral  der 
Differentialgleichung  Udx  -\-  Vdy  =  0,  so  ist  jede  Funktion  von 
der  Form  iß(w)- Jll  ebenfalls  ein  Multiplikator;  andererseits  hcd 
jeder  Multiplikator  diese  Form.  Der  Quotient  zweier  Multiplika- 
toren stellt,  wenn  er  nicht  konstant  ist,  ein  Integral  vor,  d.  h.  tr 
ist  von  der  Form  Sl(ci).  Dabei  bedeutet  Sl  eine  Funktion  von 
03  allein. 

Wenn  ein  Multiplikator  31  der  Differentialgleichung  (1) 
bekannt  ist,  liefern  zwei  Quadraturen  wie  in  Nr.  713  ein  Integral: 

X  IJ 

(3)      (ß{x,  y)  =fM(x,  y)  U{x,  y)dx  +fM{a,  y)  F(a,  y)dy. 

a  b 

Aber  im  allgemeinen  ist  es  nicht  leicht,  einen  Multiplikator 
zu  finden,  weil  die  Bedingung,  die  er  erfüllen  muß,  nämlich 
nach  (3)  in  Nr.  612  die  Gleichung: 

^  ^  dy  dx    ' 

keine  einfache  Gestalt  hat.  Bei  gewissen  Klassen  von  Differential- 
gleichungen,   die    schon    im    vorigen   Paragraphen    besprochen 
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wurden,  gelingt  es  aber  doch.  Man  kommt  so  zu  anderen 
Methoden,  jene  Differentialgleichungen  zu  integrieren;  aber  daß 
man  dabei  zu  denselben  Ergebnissen  gelangen  muß,  ist  selbst- 
verständlich.   Wir  führen  im  folgenden  zwei  Beispiele  vor. 

725.  Multiplikator  einer  homogenen  Differential- 
gleichung.   Nach  Nr.  715  heißt  die  Differentialgleichung: 

(1)  Udx  +  Vdy  =  0 

homogen,  wenn  TJ :  V  eine  homogene  Funktion  nullten  Grades 
von  y  :  x  ist.  Man  kann  dann  durch  Multiplikation  mit  einer 
geeigneten  Funktion  immer  erreichen,  daß  U  und  V  homogene 
Funktionen  gleichen  Grades  m  werden. 

Unter  dieser  Voraussetzung  läßt  sich  nun  leicht  ein  Multi- 
plikator M  finden.  Man  wird  nämlich  vermuten,  daß  ein  homo- 
gener Multiplikator  vorhanden  sei.  Demnach  bedeute  M  eiAe 
homogene  Funktion  n^^"-  Grades  von  x  und  y,  sodaß  MU 
homogen  vom  {in  -{-  n)^'^  Grade  wird,  also  nach  Satz  9,  Nr.  91, 
die  Gleichung  besteht: 

dMU   .       üMU       ,       ,      .    7,^,. 
^  ~ä^  +  y  ^^  =  (w  -f  n)  Md. 

Nach  der  in  voriger  Nummer  angegebenen  Bedingung  (4)  für 
einen  Multiplikator  kann  oMUi'dy  durch  oMV'.dx  ersetzt 
werden,  sodaß  kommt: 

Die  linke  Seite  wäre  nun  die  partielle  Ableitung  von  M{Ux -f  Vy)^ 
wenn  noch  der  Summand  M  ü  aufträte.  Demnach  addieren  wir 
ihn  beiderseits  und  erhalten: 

dMjUx-^Vy) 

Ebenso  kommt: 

dM{Ux-\-  Vy) 

dy 

Über  den  Grad  n  des  gesuchten  homogenen  Multiplikators 
steht  noch  die  Verfügung  frei.  Wird  er  gleich  —  m  —  1  ge- 
wählt, so  lehren  beide  Gleichungen,  daß  M{TJx  ^-  Vy)  konstant 
sein  muß.  Da  ein  konstanter  Faktor  beim  vollständigen  Diffe- 
rential M(Udx  +  Vdy)  unwesentlich  ist,  kann  er  auch  beim 
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Multiplikator  bestimmt  gewählt  werden.  Somit  schließen  wir 
auf  den  Multiplikator: 

(2)  ^-ü^y 

In  der  Tat  ist  dies  eine  homogene  Funktion  vom  Grade 
—  m  —  1,  und  man  bestätigt  leicht,  daß  dieser  Multiplikator 
die  Bedingung  (4)  der  letzten  Nummer  erfüllt.  Hiernach  ist 
die  linke  Seite  der  Gleichung: 

/QN  Udx  -f  Vdy  _  . 

^'^>  Ux  +  Vy     ~  ^ 

ein  vollständiges  Differential,  fcdls  U  und  V  homogene  Funk- 
tionen gleichen  Grades  sind.  Zwei  Quadraturen  liefern  also  das 
Integral. 

Bei  dem  Verfahren  in  Nr.  715  wurde  y  =  xz  substituiert 
und  dadurch  die  Trennung  der  Veränderlichen  bewirkt.  Das 
jetzige  Verfahren  führt  zu  demselben  Ergebnisse,  denn  dort 
wurde  die  Differentialffleichunff  in  der  Form: 


y=m 


angenommen,  sodaß,  wie  die  Vergleichung  mit  (Ij  lehrt: 
kommt  und  die  linke  Seite  von  (3)  die  Form  annimmt: 


-f{^yx  +  dy 


Sie  ist  nach  wie  vor  ein  vollständiges  Differential  und  bleibt 
es  auch,  wenn  y  =  xz,  d.  h.  dy  =  zdx  -\-  xdz  substituiert  wird. 
Alsdann  ergibt  sich  das  vollständige  Differential: 

dx  dz 

"^  "*"  J-^fiz) 

einer  Funktion  von  x  und  z,  so  daß  man  in  der  Tat  zu  dem- 
selben Integral  (3)  wie  in  Nr.  715  gelangt. 

Es  kann  sein,  daß  die  linke  Seite  der  homogenen  Differential- 
gleichung (1)  selbst  schon  ein  vollständiges  Differential  ist. 
Dies  tritt  ein,  wenn  die  homogenen  Funktionen  w**°  Grades 
JJ  und   F  die  Bedingungen 
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(A\  dU  ^dV 

^  >'  dy        ex 

erfüllen.     Alsdann   ist   außer  dem   Multiplikator   (2)   noch   der 

Multiplikator  M  =  1  bekannt.     Der  Quotient  von  beiden,  also 

die  Funktion  Ux  +  Vy,  muß  nach  Satz  13  der  letzten  Nummer 

ein  Integral  sein,  falls  er  keine  Konstante  ist. 

Wenn  also  die  homogene  Differentialgleichung  (1)  so  be- 
schaffen ist,  daß  die  Gleichung  (4)  besteht  und  Ux  +  Vy  nicht 
konstant  tvird,  so  ist  Ux  +  Vy  ein  Integral,  so  daß  man  die 
vollständige  Lösung  ohne  Integrationsverfahren  gewinnt. 

Noch  ist  hinzuzufügen:  Wenn  die  beiden  homogenen  Funk- 
tionen gleichen  Grades  U  und  V  so  beschaffen  sind,  daß  Ux  +  Vy 
konstant  ist,  so  liefert  (2)  den  Multiplikator  M  =  konst,  d.  h. 
die  linke  Seite  der  Differentialgleichung  (1)  ist  in  diesem  Falle 
ein   vollständiges  Differential. 

726.  Multiplikator  einer  linearen  Differentialglei- 
chung'.    Die  Differentialgleichung: 

vgl,  Nr.  716,  lautet,  als  totale  Differentialgleichung  geschrieben,  so: 

(foy  -\'fd(^^  —  dy  =  0. 

Hier  ist  U  =  f^y  ■\- f\  und  F=  -  1.  Weil  U^^f^'(x)  und 
V^  =  0  ist,  vermuten  wir,  daß  sich  die  Bedingung  (4)  in  Nr.  724 
für  den  Multiplikator,  die  hier  die  Form  hat: 

dM{f,y^f,)    .    dM  _^ 
dy  dx 

durch  eine  nur  von  x  abhängige  Funktion  M  erfüllen  läßt. 
In  der  Tat  geht  sie  für  eine  solche  Funktion  über  in: 

dM  ,,  j  <^ln^ 
,  =0  oder  — 7— 
dx  dx 


^/o+    ^:.    =^    oder    -;^-  =  -/o, 


so  daß: 

X 

-fMx)dx 

Jf=e" 

einen  Multiplikator  vorstellt.     Daher    ist    die    linke  Seite    der 
Differentialgleichung : 

X 
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ein  vollständiges  Differential,  nämlich  das  von: 


ß 


-fh'lx  -ff od. 

'/"^e"        dx  —  ye' 

b 

Wird  dies  Integral  gleich  —  C  gesetzt,  so  ergibt  sich  durch 
Auflösung  nach  y  die  in  Nr.  716  gefundene  allgemeine  Lösung 
(8)  der  linearen  Differentialgleichung. 

727.  Ermittelung  eines  Multiplikators  aus  seiner 
geometrischen  Deutung.  Wenn  a  (x,  y)  =  C  ein  Integral 
der  Differentialgleichung: 

(1)  Udx  +  Vdy  =  0 

ist,  lehrt  der  Satz  4  von  Nr.  613,  worin  wir  /"  durch  cd  und 
z/a  als  Zuwachs  von  f  durch  z/o  ersetzen  wollen,  daß  der 
zugehörige  Multiplikator  M  als  Grenzwert: 

(2)  Jf=Um         ^"^ 


dargestellt  werden  kann.  Hierin  bedeutet  z/co  den  Zuwachs, 
den  die  Funktion  coix,  y)  erfährt,  wenn  ein  Punkt  (x,  y)  einer 
Integralkurve  co  =  C  längs  ihrer  Normale  um  eine  Strecke  li 
bis  zu  einem  Punkte  (x  +  ^x,  y  -\-  zJy)  weiter  wandert. 

Bei  geometrischen  Problemen,  in  denen  man  aus  den  For- 
derungen etwas  über  den  Abstand  zwischen  Integralkurven  er- 
mitteln kann,  ehe  die  Kurven  selbst  bestimmt  worden  sind, 
gelingt  es  zuweilen,  mittels  dieses  Grenzwertes  (2)  einen  Multi- 
plikator ausfindig  zu  machen.     Hierzu  ein 

Beispiel:  Angenommen,  es  sei  (1)  die  Differentialgleichung 
einer  Schar  ton  Parallelkurven.  Unter  einer  solchen  Schar  wird 
Folgendes  verstanden:  Ist  li^  eine  Kurve  der  Schar,  so  soll 
jede  andere  Kurve  li  der  Schar  aus  ihr  dadurch  hervorgehen, 
daß  man  alle  Punkte  von  Aq  längs  der  Normalen  um  ein  und  die- 
selbe beliebige  Strecke  C  wandern  läßt,  siehe  Fig.  24.  Wenn 
nun  Y  die  Evolute  von  k^  ist,  so  leuchtet  nach  Nr.  201  ein, 
daß  die  ParallelJmrvenschar  aus  allen  Evolventen  ein  und  der- 
selben Kurve  y  bestellt.  Weil  zu  jedem  Werte  von  C  eine  Kurve 
k  der  Schar  gehört,  so  dürfen  wir  annehmen,  daß  (o(x,  y)  =  C 
die  Gleichung  der  Schar  sei.    Allerdings  ist  das  Integral  C3(x,  y) 
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noch  imbekannt.  Es  sei  nun  {x,  y)  ein  Punkt  einer  Kurve  h 
oder  (x){x,y)  =  C,  und  er  wandere  längs  ihrer  Normale  um 
eine  Strecke  h  weiter  bis  zu  einem  Punkte  {x  +  zJx,  y  +  ^y)- 


Jacy^Jy) 


Fig.  24. 

Dieser  neue  Punkt   liegt  alsdann  auf  der   zu  C  -{-  h  gehörigen 

Kurve  der  Schar,  was  bedeutet,   daß  03  den  Zuwachs  zJco  =  h 

erfährt.      Die  Formel   (2)   wird  somit  ft-ei   von  h   und   ergibt: 

Sat0  14:   Wenn  die  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster 

Ordnung: 

U(x,  y)  dx  -\-  V{x,  y)dy  =  0 

in  der  Ebene  mit  den  rechtwinJdigen  Koordinaten  x  und  y  eine 
Schar  von  Parallelkurven  definiert,  so  ist: 

ilf=         ' 


ein  Multiplikator  der  Gleichung. 

Es  ist  besonders  bemerkenswert,  daß  sich  dies  ergeben 
hat,  obgleich  die  Form  der  Differentialgleichung  selbst  noch 
nicht  gefunden  ist.  Sie  läßt  sich  aber  leicht  angeben.  Denn 
die  Tangenten  der  Evolute  y  müssen  nach  Nr.  720  die  regu- 
lären Integralkurven   einer   Clairautschen  Differentialgleichung: 

y  =  xy'  +  f{y) 

sein.  Weil  nun  die  Kurven  h  alle  diese  Tangenten  senkrecht 
schneiden,  geht  ihre  Differentialgleichung  einfach  dadurch  her- 
vor, daß  man  y    durch  —  ^  '•  y    ersetzt: 

^=-7 +'■(-;■)■ 
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Diese  Differentialgleichung  hat  die  allgemeine  Form: 

(3)  Fiy,  X  +  yy)  =  0 . 

Will  man  eine  Differentialgleichung  von  dieser  Form  auf 
Grund  des  Satzes  14  integiüeren ,  so  muß  man  sie  natürlich 
7Ainächst   in    eine    totale   Differentialgleichung   (1)    überführen. 

Daß  diese  Differentialgleichung  einer  Schar  von  Parallel- 
kurven durch  Quadraturen  integrierbar  ist^  war  übrigens  voraus- 
zusehen: Denn  wenn  y  in  ihr  durch  —  ^  '•  y'  ersetzt  wird,  er- 
gibt sich  diejenige  Clairautsche  Differentialgleichung,  deren 
Integralkurven  die  Normalen  der  Schar  sind.  Die  Einhüllende 
der  Normalen  ist  nach  Nr.  720  ohne  jede  Quadratur  zu  be- 
stimmen; sie  ist  die  Evolute  y  der  gesuchten  Kurven.  Wenn 
man  ihre  Bogenlänge  bestimmt  hat,  was  nach  Nr.  542  durch 
eine  Quadratur  zu  erreichen  ist,  kann  man  die  Evolventen  nach 
Nr.  201   ohne  Integration  ermitteln. 

728.  DifTereutialgleichungeu  mit  Multiplikatoren 
von  gegebener  Form.  Um  zu  Klassen  von  gewöhnlichen 
Differentialgleichungen  zu  gelangen,  die  mittels  Multiplikatoren 
durch  Quadraturen  zu  integrieren  sind,  kann  man  so  vorgehen: 
Man  nimmt  von  vornherein  die  Gestalt  des  Multiplikators  M 
der  fraglichen  Differentialgleichung: 

(Ij  Udx  +  Vdy  =  0 

an,  sei  es  als  eine  Funktion  von  x  und  y  oder  als  eine  Funk- 
tion, die  auch  von  U  und  V  abhängt,  und  versucht  alsdann 
zu  ermitteln,  welche  Form  die  Differentialgleichung  (1)  haben 
muß.     Die  Bedingung  dafür  ist  nach  (4)  in  Nr.  724: 

(2)     ^  =  -^   «d^r    M{U^  -  F,)  =  VM^  -  U3I,^, 

also  eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung  für  die 
beiden  Funktionen  U  und  V  von  x  und  y  (siehe  Nr.  669). 
Zuweilen  gelingt  es,  die  gesuchten  Formen  von  ü  und  V  in 
allgemeinster  Weise  zu  finden  oder  wenigstens  einige  Formen 
von  ü  und  V  zu  erkennen,  die  der  Bedingung  (2)  bei  gege- 
benem M  genügen.     Hierfür  einige  Beispiele. 

1.  Beispiel:  Es  soll  ein  Multiplikator  31  vorhanden  sein, 
der  nur  von  x  abhängt.     In  diesem  Falle  gibt  (2): 
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U„—  V^         M'        d\nM 
^^  V  M  dx 

wo  die  rechte  Seite  nur  von  x  abhängt.  Sobald  also  (  JJ  —  FJ  :  V 
eine  Funktion  von  x  allein  ist,  gibt  es  einen  Multiplikator, 
der  ebenfalls  nur  von  x  abhängt.  Er  wird  dann  durch  die  Qua- 
dratur gewonnen: 

(4)  M==^e'       ' 

Insbesondere  gilt  dies  bei  den  linearen  Differentialgleichungen, 
vgl.  Nr.  726. 

2.  Beispiel:  Es  soll  ein  Multiplikator  vorhanden  sein,  der 
das  Produkt  von  einer  Funktion  von  x  allein  mit  einer  Funktion 
von  y  dllein  ist.     Er  kann  in  der  Form: 

M  = ^~ 

(p{x)ip(y) 

angenommen  werden,  und  Einsetzen  dieses  Wertes  in  f2)  gibt: 

y  ^  dy  dx 

Wird  die  Ableitung  von  In  rp  mit  X(a;)  und  die  von  In  ^  mit 
Y{y)  bezeichnet,  so  kommt: 

(5)  f,^_>;=C/r_FX. 

Sobald  also  Uy—  V^  auf  die  Form  UY  —  VX  gebracht 
werden  kann,  in  der  X  nur  von  x  und  Y  nur  von  y  abhängt, 
ist  ein  Multiplikator  von  der  gesuchten  Art  vorhanden.  Näm- 
lich dann  kommt: 

In  gj  =  /  Xdx,       In  ^  =  /  Ydy , 
d.  h.  es  ist: 

(6)  M^e--!''"--^'" 

ein  Multiplikator  der  Differentialgleichung. 
Liegt  z.  B.  die  Differentialgleichung  vor: 

lAx^+2Bxy-\-Gy^^-^2{A+H)x-{-2{Bi-K)y  +  2{H+L)]dx  + 
{Ax^-^2Bxy+Cy''+2{B-^H)x^2{G+K)y-{-2{K^L)\dy=^0, 

wo  Ä,  B,  C,  H,  K,  L  Konstanten  bedeuten,  so  läßt  sich  die 
Bedingung  (5)  durch  die  Annahme  X  =  Y  =  —  1  erfüllen,  so 
daß  nach  (ö): 

M  =  e+y     . 
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ein  Multiplikator  ist.  Als  zugehöriges  Integral  geht  durch 
Quadratur  hervor: 

(f+y^Ax^  +  2Bxy  +  Cif  +  2{Hx  +  Ky  -h  L)\  =  konst. 

5.  Beispiel:  Die  Differentialgleichung  (1)  soll  einen  Multi- 
plikator von  der  Form: 

(V  M       =        jj^  ,  y^ 

haben.  Einsetzen  dieses  Wertes  in  (2)  ^liefert  die  Bedingung, 
die    ü  und   V  erfüllen  müssen: 

Natürlich  läßt  sich  jede  Differentialgleichung  (1)  durch  Multi- 
plikation mit  einem  geeigneten  Faktor  auf  eine  solche  Fonn 
bringen,  bei  der  (7)  einen  Multiplikator  gibt.  Denn  die  Diffe- 
rentialgleichung irgend  einer  Kurvenschar  co[x,  y)  =  C  läßt 
sich  in  der  Form: 

ca^dx  4-co„dy 


«.r^  +  "^^ 


schreiben,  worin  also: 


d.  h. 


JJ  = ^-         V  = ^ 


=  G)/  +  C3„ 


ist,  sodaß  die  Differentialgleichung  (9)  durch  Multiplikation 
mit  dem  Multiplikator  (7)  in  der  Tat  die  Form  dco  =  0  eines 
gleich  Null  gesetzten  vollständigen  Differentials  annimmt. 

Jedoch  die  Aufgabe,  einen  geeigneten  Faktor  zu  finden, 
der  eine  vorgelegte  Differentialgleichung  auf  eine  Form  bringt, 
bei  der  die  Bedingung  (8)  besteht,  ist  als  ebenso  schwer  zu 
bezeichnen  wie  die  Aufgabe,  einen  Multiplikator  der  Differen- 
tialgleichung zu  ermitteln.  Aber  ein  besonderes  Interesse  bietet 
hier  ein  spezieller  Fall,  in  dem  die  Bedingung  (8)  erfüllt  ist, 
nämlich  der  FaU,  in  dem  U  und  V  den  Gleichungen  genügen: 

Diesen  Fall  besprechen  wir  in  der  nächsten  Nummer. 
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729.  DifTereutialgleichung  einer  Isothermenschar. 

Soeben  wurde  erkannt,  daß  die  Differentialgleichung: 

(1)  Uix,  ij)dx  +  V{x,  y)dy  =  0, 

bei  der   U  und   V  die  beiden  Bedingungen: 

erfüllen,  stets  den  Multiplikator: 

(3)  .    ^=jp^. 

hat  und  daher  durch  Quadraturen  integriert  werden  kann. 

Die  Bedingungen  (2)  haben  die  Form  der  Cauehy-Rie- 
mannschen  Gleichungen  (2)  in  Nr.  623,  d.  h.  es  ist  U  -\-  iV  eine 
monogene  Funktion  der  homplexen  Veränderlichen  x  +  iy.  Um 
die  Bedeutung  dieses  Umstandes  zu  erklären,  betreten  wir  hier 
ausnalimsiveise  den  Bereich  der  komplexen  Veränderlichen. 

Wenn  U  -\-  iV  etwa  die  monogene  Funktion  F[z)  von 
2  =  X  -i-  iy  ist,  so  bedeutet  U  —  iV  die  Funktion  F{2),  worin 

0  die  zu    2    konjugiert    komplexe    Veränderliche    x  —  iy    sein 
soll.     Aus: 

X  -\-  iy  =  z ,     X  —  iy  =  s 
folgt: 

2x  =  2  -\-  z    und    2y  =  —  iz  +  is . 

Werden  z  und  z   in  (1)   als  Veränderliche   statt   x  und  y  ein- 
geführt, so  kommt  also: 

U{dz  +  dz)  +  F(-  idz  +  idz)  =  0 
oder: 

{U  -  iV)dz  +  {ü  -\-  iV)dz  =  0, 
d.  h.: 

F{z)dz  +  F{z)dz  =  0 
oder  schließlich: 

f.-.  dz  dz    ^ 

^    '  F\z)  +  I'lf)  ~  ^  • 

In  dieser  Form  (4)  sind  die  Veränderlichen  getrennt.  Wenn 
nun  die  monogene  Funktion  f{z)  ein  Integral  von  1  :  F{z)  ist 
(vgl.    Satz  15,   Nr.  633),    so    bedeutet   f{z)    ein    Integral    von 

1  :  F{z),    sodaß    die   Integration    der  Differentialgleichung   (4) 
liefert: 

(5)  f{z)  +  f{z)  ==  konst. 

739] 


§  3.  Multiplikatoren  gewöhnl.  Dift'erentialgleichungen  erst.  Ordnung.   159 

Dies  also  wird  das  Integral  der  Differentialgleichung  (1)  sein, 
jedoch  geschrieben  in  den  beiden  konjugiert  komplexen  Ver- 
änderlichen z  und  z  oder  x  +  iy  und  x  —  iy.  Es  ist  leicht, 
das  Integral  auf  eine  reelle  Form  zu  bringen:  Wir  zerlegen 
die  monogene  Funktion  f{z)  in  ihren  reellen  und  rein  imagi- 
nären Teil: 

f  z)  =  u{x,y)  +  iv{x,y). 
Alsdann  ist: 

f{ß)  =  u{x,y)-iv{x,y), 

sodaß  aus  (5)  die  reelle  Form  des  Integrals  von  (1)  folgt: 

(6)  u{x,  y)  =  konst. 

Da  wir  eine  Integration  im  komplexen  Bereiche  ausgeführt 
haben,  muß  dies  Ergebnis  nachträglich  auf  reellem  Wege  be- 
stätigt werden:  Es  war  angenommen  worden,  daß  F{z)  gleich 
U  -\-  iV  sei,  also : 

1     _        1        _        U       _  .        V 

F(z)  ~  'U-{-iV  ~  U-  +  F^       *  U^  +  F^  ■ 

Nach  (3)  in  Nr.  629  ist  demnach  der  reelle  Teil  u(x,y)  des 
Integrals  f{ß)  von  1  :  F{z)  dieser: 

lx-\-  Vdy 


_  fUda 


+  F* 


wobei  h  einen  Integrationsweg  bezeichnet.  Weil  aber  1 :  (  6^  +  F^) 
nach  (3)  ein  Multiplikator  ist,  stellt  dieser  Wert  in  der  Tat 
das   Integral  vor. 

Aus  der  Form  (6)  des  Integrals  kann  man  auch  die  geo- 
metrische Bedeutung  der  vorgelegten  Differentialgleichung  (1) 
erkennen : 

Da  u  +  iv  eine  monogene  Funktion  ist,  vermitteln  die 
Grleichungen : 

w(^;2/)  =  E,     v(x,y)  =  \) 

nach  Satz  G  und  Satz  7,  Nr,  626  und  627,  eine  Tionforme  Äb- 
hildung  der  Ebene  mit  den  rechtwinkligen  Koordinaten  j,  t) 
in  der  Ebene  mit  den  rechtwinkligen  Koordinaten  x,  y.  Ins- 
besondere sind  die  Integralkurven  (6)  in  der  xy- Ebene  die  Bilder 
der  parallelen  Geraden  j:  =  lonst.  der  ^i)- Ebene.  Solche  Kurven  (6) 
spielten    zuerst    in    der  Wärmetheorie   eine    Rolle    als    Kurven 
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konstanter  Temperatur,  und  deshalb  nennt  man  sie  eine  Schar 
von  Isothermen. 

Satz  15:  Die  Differentialgleichung: 

U(x,  y)  dx  +  y{x,  y)dy  =  0 

definiert  in  der  Ebene  mit  den  rechiwinUigen  Koordinaten  x,  y 
dann  und  nur  dann  eine  Isothermenschar,  wenn  U  -j-  iV  eine 
monogene  FunJäion  der  komplexen  Veränderlichen  x  -\-  iy  vor- 
stellt, d.  h.  wenn: 

ist.  Die  Differentialgleichung  hat  alsdann  den  reziproJcen  Wert 
von  U^  +  V^  oder  {U  -\-  iV)  (U  —  iV)  als  Midtiplihator. 

Beispiel:  Wird  z^  oder  (x  -f  iyY  als  die  monogene  Funk- 
tion C/ +  «  F  gewählt,  so  ist  U  =  x^  —  'S>xy^  und  V~^x^y  —  y^. 
Demnach  definiert  die  Differentialgleichung: 

(x^  —  'dxy^)dx  +  i^x^y  —  y^)dy  =  0 
eine  Isothermenschar,  und  sie  hat  den  Multiplikator: 

31= ' = ' 

Durch  Quadraturen  ermittelt  man  leicht  das  Integral: 


x-  —  y^ 

{x'  +  yy 


konst. 


730.  Die  Euler  sehe  Differentialgleichung.    Man  ver- 
steht hierunter  die  Differentialgleichung: 

n^  ^^       _  +  ^y       —  =  0 

wo  die  Wurzeln  etwa  positiv  seien  und  k^  eine  positive  Kon- 
stante kleiner  als  Eins  bedeuten  soll.  Diese  Differentialgleichung 
bietet  die  schon  von  Euler  erkannte  Merkwürdigkeit,  daß  einer- 
seits die  Veränderlichen  in  ihr  getrennt  sind  und  daß  sich 
andererseits  ein  Multiplikator  ermitteln  läßt,  der  nicht  bloß 
eine  Konstante  ist.  Mithin  kann  man  das  Integral  in  zwei 
verschiedenen  Formen  darstellen,  und  daraus  fließt  ein  wich- 
tiger Satz  über  die  Addition  elliptischer  Integrale. 

Da  die  Veränderlichen  x  und  y  in  (1)  getrennt  sind,  ge- 
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iiügt  diejenige  Lösung  y,  die  für  x  =  0  den  willkürlichen  An- 
fangswert z  hat,  der  Gleichung: 


y 
dx  f*  dy 


x^{l—k^x^     J  V{l  —  y^){l  —  k^y^) 


=  0, 


worin  das  erste  Integral  den  Anfangswert  0,  das  zweite  Integral 
den  Anfangswert  z  hat.    Das  zweite  Integral  kann  in  der  Form: 

/  dy  _  r  dy 

0  0 

geschrieben  werden.  Dabei  dürfen  wir  im  letzten  Integranden 
y  durch  z  ersetzen.  Somit  folgt:  Diejenige  Lösung  y  der  Differen- 
tialgleichung (1),  die  für  x  =  0  den  willkürlich  gewählten  Än- 
fangsivert  z  hat,  genügt  der  Gleichung: 


/2\    f  dx r  dy ^  r  dz       

^  Jy{l-x'){l-Tc'x')     Jyi;L-y^{i-hHj^     J  y{\-z^){l-k^z^' 

0  0  0 

Hier  treten  nach  Nr.  445  drei  elliptische  Normalintegrale  erster 
Gattung  mit  demselben  Modul  Je  auf. 

Um  nun  den  erwähnten  Multiplikator  zu  ermitteln,  setzen 
wir  zur  Abkürzung: 

(3)    X  =  (1  -  x^)  (1  -  i-^x'),    r=  (1  -  f)  (1  -  jcY), 

sodaß  die  Differentialgleichung  (1)  die  Form  annimmt: 
(4)-  ^1  +  4^  =  0. 

^/  yx    yr 

Multipliziert   man    sie  mit  ]/X  ]/Z    und    einer   Funktion    T, 
deren  geeignete  Wahl  noch  vorbehalten  bleibe,  so  kommt: 

TyYdx-[-  TyXdy^O. 

Nun   aber  ist  für  irgend   drei   Funktionen  X,    Y  und   T  von 
x  und  y: 

TyYdx  =  d(xTyY)  -  -^  dY-xYYdT, 
T-yXdy  =  di^yiyX)  -^dX-  yVXdT, 
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sodaß  die  Differentialgleicliung  die  Form  erhält: 
(5)  ^d{xTyY+y  lyX)  =  ^äX  + 

Nach  (3)  ist: 

dX  =  -  2x{l  +h^-  2Jc^x^)dx, 

dY^-2y{\+l^-21c'y')dy, 
und  wenn: 

*^^)  ^  ^  l  —  k^x^y^ 

gewählt  wird,  kommt  außerdem: 

dT       2k^xy{ydx  -\-  xdy) 
~Y  ^         1  —  k^x^y^ 

Demnach  hat  dx  bzw.  dy  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung 
(5)  als  Koeffizienten  den  Wert,  der  aus: 

^  =  i-Xv  t^^'^^V"^  yY-l-¥  +  2¥{x'  +  f)  - 

durch  Dividieren  mit  ^X  bzw.  ]/  Y  hervorgeht.  Somit  ergibt 
sich  als  neue  Form  der  Differentialgleichung  diese: 

d{xTyY+yTVX)=ST(^^^  +  ^). 

Demnach  macht  die  Multiplikation  der  Eulerschen  Gleichung 
(1)  oder  (4)  mit  dem  Faktor  ST  die  linke  Seite  der  Gleichung 
zu  einem  vollständigen  Differential,  nämlich  zu  dem  von 
xTyY-\-yTyX,  d.h.  l:ST  ist  ein  MiütiiMhator  der  Euler- 
schen  Differentialgleichung  (1)  und 

xTyY-\-yTyX==C 

ein  Integral.  Soll  das  Integral  insbesondere  y  als  diejenige 
Lösung  definieren,  die  für  x  =  0  den  Anfangs  wert  £  hat,  so  ist 
die  Integrationskonstante  C  gleich  z  zu  wählen.  Demnach  wird 
die  Lösung  implizite  gegeben  durch  die  Gleichung: 

xTyY-]-yTyx=^2. 

Wegen  der  Bedeutungen  (3)  und  (6)  der  Funktionen  X,  Y  und 
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T  ist  diese  Gleichung  iu  x,  y  und  z  algebraisch,   (vgl.  Nr.  6), 
nämlich  diese: 


^^^  l-k^xHf  ~^- 

Da  aber  die  Differentialgleichung  (1)  nach  Satz  9,  Nr.  691, 
nur  eine  Lösung  y  hat,  der  für  x  =  0  der  Anfangswert  z  zu- 
kommt, so  ist  der  Schluß  zu  ziehen,  daß  die  Gleichungen  (2) 
und  (7)  dieselbe  Funktion  y  von  x  implizite  definieren.  Hieraus 
folgt  der 

Satz  16:  Die  Summe  des  bis  x  und  des  bis  y  erstrecMen 
elliptischen  Nornialintegrals  erster  Gattimg: 


J  V(l  -x'){l-k'x')      J  1/(1 


dy 


y'){l-k'y^ 

0  0 

ist  wiederum  ein  elliptisches  Normalintegral  erster  Gattung: 

z 

äz 


/> 


1/(1  —  ^2)  (1  — /t«2«)' 

0 

und  zivar  ist  die  obere  Grenze  z  dieses  Integrals  die  algebraische 
Funktion  von  x  und  y: 


^  _  a:l/(l  -y^jl-  k^y^  +  yVÖT-  x')  (1  -  k'^x') 
1  —  k^x-y- 

Dies  ist  das  Eulersche  Additionstheorem  für  die  elliptischen 
Normalintegrale  erster  Gattung. 

Insbesondere  wird  das  bis  x  erstreckte  elliptische  Normal- 
integral erster  Gattung  gleich 

l-\-x 


arc 


sin  X    bzw.    ^  In  t-      , 
•^       1  —  x' 


wenn  der  Modul  J:  gleich  NuU  oder  Eins  wird  (nach  Nr.  449, 
450).     Daher  gelten  insbesondere  die  Additionstheoreme: 

arc  sin  x  +  arc  sin  y  =  arc  sin  ;^, 
wenn 

xYl  —  y^  +  yYl  —  x^  =  z 
ist,  und: 

In  — ! h  In  7^^*^  =  In  — ^  , 

1  — X  1— 2/  1  —  3' 
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wenn 

l-\rxy 

ist.  Das  erste  besagt  nichts  anderes  als  die  bekannte  Formel 
der  Goniometrie  für  den  Sinus  einer  Summe  und  das  zweite 
nichts  anderes  als  den  Satz,  nach  dem  der  Logarithmus  eines 
Produktes  gleich  der  Summe  der  Logarithmen  der  Faktoren  ist. 


§  4.  Infiiiitesimale  Traiisformationeii 
gewöhnlicher  Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 

731.  G-ruppeneigeuschaft  der  Lösungen  des  Systems 
dx  :  dt  =X,  dy  :  dt  =  Y.  Die  von  Euler  entwickelte  Theorie 
der  Multiplikatoren  ist  wesentlich  analytisch,  denn  auch  die 
geometrische  Deutung  der  Multiplikatoren  (siehe  Satz  4,  Nr.  613, 
und  Nr.  727)  ist  nicht  frei  von  analytischen  Bestandteilen. 
Dieser  Theorie  stellt  sich  die  von  Lie  entwickelte  Theorie  der 
infinitesimalen  Transformationen  an  die  Seite,  die  den  Vorteil 
hat,  auch  eine  rein  geometrische  Auffassung  zuzulassen.  So- 
weit nötig,  soll  sie  hier  in  ihren  Grundzügen  dargestellt  werden. 
Die  nächsten  Nummern  dienen  zur  Vorbereitung,  erst  von  Nr.  738 
an  beginnt  die  Anwendung  auf  das  Problem  der  Integration 
gewöhnlicher  Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 

Vorerst  liege  ein  System  erster  Ordnung  vor  von  der 
besonderen  Form: 

(1)  ^1  =  X(x,  y),     ^  =  Yix,  y), 

und  im  folgenden  beschränken  wir  uns  auf  Untersuchungen 
in  einem  Bereiche,  in  dem  die  von  t  freien  Funldioncn  X  und 
Y  nebst  ihren  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  stetig 
sind.  Nach  Satz  9,  Nr.  691,  gibt  es  ein  und  nur  ein  System 
von  Lösungen  x  und  y,  die  für  irgend  einen  bestimmt  ge- 
wählten Anfangswert  t^,  von  t  die  ebenfalls  irgendwie  bestimmt 
gewählten  Anfangswerte  Xq  und  y^  haben.  Die  Lösungen  sind 
dabei  in  einem  Litervalle  um  t^  herum  stetige  Funktionen  von  t 
mit  stetigen  Ableitungen  erster  Ordnung;  außerdem  sind  sie 
nach  Satz  10,  Nr.  692,  hinsichtlich  der  Anfangswerte  x^^  und  y^ 
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stetig  und  mit  stetigen  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung 
nach  Xq  und  y^  versehen. 

Das  Lösungensystem  hängt  außer  von  t  von  den  drei  will- 
kürlich gewählten  Anfangswerten  Xq,  y^  und  t^  ab.  Aber  Iq 
tritt  nur  in  Verbindung  mit  t  in  der  Differenz  t  —  Iq  auf. 
Denn  wenn  t  —  tQ=  t   als  neue  unabhängige  Veränderliche  in 

(1)  eingeführt  wird,  bleibt  das  System  (1)  ungeändert,  abge- 
sehen davon,  daß  dr  statt  dt  zu  setzen  ist.  Weil  t  für  t  =  t^ 
den  Wert  Null  annimmt,  muß  also  das  betrachtete  Lösungen- 
system mit  demjenigen  Lösungensystem  dieses  neuen  Systems  (1) 
übereinstimmen,  das  für  t  =  0  die  Anfangswerte  x^  und  y^  hat, 
also  nur  von  t  =  i  —  t^,  x^  und  y^  abhängt.  Hiernach  darf 
das  allgemeine  Lösungensystem  von  (1)  in  der  Form  geschrieben 
werden : 

(2)  x  =  (p{x^,  y^,  t-  g,     y  =  ^{x^,,  y^,  t  -  Q. 

Wird  für  t  ein  bestimmter  Wert  t^  gesetzt,  so  mögen  x 
und  y  die  Werte  x^  und  y^  annehmen: 

(3)  x^  -(fi^o,  yo,  k-  *o\    Vi  =  ^(^o;  Vo,  h-  Q- 

Dasjenige  Lösungensystem  von  (1),  das  für  t  =  t^  die  Anfangs- 
werte x^  und  y^  hat,  muß  die  Form  haben,  die  aus  (2)  hervor- 
geht,  wenn  x^,  y^  und  t^  durch  x^,  y^  und  f^   ersetzt  werden: 

X  =  (p(x^,  tJi,  t—  fj,     y  =  t(Xi,  y^,  f  —  fi). 

Sowohl  das  Lösungensystem  (2)  als  auch  dies  neue  Lösungen- 
system nimmt  für  t  =  t^  die  Werte  x^  und  y^  an;  es  gibt  aber 
nur  eines,  das  für  t  =  f^  die  Anfangswerte  x^  und  y^  hat  (nach 
Satz  9,  Nr.  691).  Wenn  also  für  t  irgend  ein  anderer  bestimmter 
Wert  ^2  gewählt  wird,  liefern  die  neuen  Gleichungen  dasselbe 
Werfcepaar  x^  und  y^  wie  die  Gleichungen  (2),  d.  h.  es  ist  so- 
wohl: 

(4)  x^^  =  cp{x^,  y^,  t^  -  f,),    y^  =  ti>{x^,  y^,  t,  -  t^) 
als  auch: 

(5)  x^  =  ^(ä-o,  iJo,  ti  —  Q,     .%  ==  ^(^o;  Vo^  ^2  -  ^ol 

d.  h.  durch  Substitution  der  Werte  (3)  von  x^  nnd  y^  i)i  (4) 
müssen  die  Werte  (4)  in  die  Werte  (5)  übergehen.     Diese  Eigen- 
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tümlichkeit  der  Funktionen  cp  und  ifj  heißt  ihre  Gruppeneigen- 
schoft-,  was  das  bedeutet,  soll  aber  erst  in  der  nächsten  Nummer 
erörtert  werden. 

Das  Schluß  verfahren    läßt   sich    ebenso    um   beliebig  viele 
Schritte  weiter  führen.     Wenn  also  nacheinander: 


(f>) 


gesetzt  und  darauf  das  Wertepaar  x^ ,  y^  aus  den  beiden  ersten 
Gleichungen  in  die  beiden  nächsten  Gleichungen,  alsdann  das 
hervorgehende  Wertepaar  x^,  y.,  in  die  folgenden  beiden  Gleir 
chungen  usw.  substituiert  wird,  muß  schließlich  das  Wertepaar 
hervorgehen : 

(7)         x^=  (p{x^,  y^,  t,,  -  Q,     ?/„  =  xl^'ix^,  t/o,  t^-  Q. 

Dabei  ist  t^  auf  ein  Intervall  i  ^i  —  ^o  ^  ^o;  ^2  ^^^  ®i^^  Intervall 
\h — ^1  I  ^  ^^1  usw.  beschränkt,  nach  Satz  1,  Nr.  683.  Diese 
Zahlen  Iiq,  \,  .  .  .  sind  für  alle  Anfangsstellen  {x.,  y^  innerhalb 
des  Bereiches   nicht   kleiner   als   eine   gewisse  positive  Zahl  Ji. 

Wenn  nun  ^1  =  i^o  +  ^h  ^2  =  ^1  +  ^^  u^^-  ^^®^  ^1  ^  ^0  —  ^?  h'^h~ ^' 
usw.  gewählt  wird,  so  kommt  t^=  t^^  nh.  Die  Anzahl  n  der 
erlaubten  Schlußfolgerungen  (6)  ist  dabei  nur  insoweit  be- 
schränkt, als  der  Bereich  von  den  gefundenen  SteUen  (x^,  y^), 
{x^,  i/2),  .  .  .  {x^,  «/„)  nicht  verlassen  werden  darf.  Die  Verglei- 
chung  von  (7)  mit  (2)  lehrt  also: 

Die  Gleichungen  (2)  stellen  das  allgemeine  Lösungensystem 
von  (1)  nicht  nur  in  dem  beschränkten  Intervalle  U  —  ^0  =  ^0 
vor,  sondern  t  darf  darin  von  t^^  an  solange  beständig  wachsen 
oder  beständig  abnehmen,  als  die  zugehörige  Stelle  (x,  y)  noch 
innerhalb  des  Bereiches  liegt.     Somit  gilt  der 

Satz  17:  Es  Heye  ein  System  erster  Ordnung  von  ztvei  ge- 
wöhnlichen Differentialgleichungen  vor: 


^f  =  ^(^'  ^)'  7t  =  ^'^^'  y^' 
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wobei  X,  Y,  X^,  Xy,  Y^,  Y^  innerhalb  eines  Bereiches  stetige 
FunMionen  von  x  und  y  allein  seien.  Das  allgemeine  Lösungen- 
system,  das  für  einen  beliebig,  aber  bestimmt  gewählten  Anfangs- 
wert Iq  von  t  irgendwelche  bestimmte  Anfangsiverte  x^  und  y^ 
innerhalb  des  Bereiches  annimmt,  besteht  aus  FunMionen  von  x^ , 
2/o  und  t  —  t^  allein: 

X  =  (p{x^,  y^,  t  -  t^),    y  =  ip{xo,  y^,  t  -  t^), 
und  t  darf  darin  von  t^  an  beständig  wachsend  oder  beständig 
abnehmend  sotveit  variieren,  als  die  zugehörige  Stelle  {x,  y)  noch 
dem  Bereiche  angehört.  Ferner  hat  das  Lösungensystem  die  Gruppen- 
eigenschaft, d.  h.:  Die  Substitution  der   Werte: 

in: 

gibt  stets: 

X2  =  Cp{Xf„    ^0,    ^2  -  ^o);       ^2  =  ^i^0>    Po,    ^2  -  ^o)- 

732.  Geometrische  Bedeutung  der  G-ruppeneigen- 
schaft.  Werden  x  und  y  als  Koordinaten  in  der  Ebene  ge- 
deutet, so  stellt  das  Lösungensystem: 

(1)  X  =  (p{x^,  y^,  t  -  t^),     y  =  xI^{Xq,  y^,  t  -  t^) 

die  vom  Punkte  {Xq,  y^)    oder  M^    ausgehende  Integralkurve  k 

des  Systems: 


(2) 


dx 
dt 


=  X(x,  y). 


Tf  =  ^^^^'  ^) 


dar.     Zu  jedem  Werte   von  t  gehört  ein  Punkt  (x,  y)  oder  M 
dieser  Kurve  k,  zu  t^  der  Punkt  Mq  selbst. 

Wird  nun  i^  —  ^o  bestimmt 
gewählt,  aber  der  Punkt  M^ 
oder  {x^^,  y^)  veränderlieh  ge- 
lassen, so  ordnen  die  Glei- 
chungen (1)  jedem  Funkte  Mq 
einen  neuen  Punkt  M  zu. 
Dies  soll  Fig.  25  andeuten, 
worin  wir  statt  Mq  mehrere 


Punkte  Mq,  M^,  Mq', 


"^^M^^ 


an- 


genommen   haben,    um   die  Veränderlichkeit    des   Punktes    J/^ 
zu   betonen.     Zu  jedem    dieser  Punkte    wird    vermöge  (1)    ein 
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neuer  Punkt  M,  M',  M",  .  .  .  zugeordnet.     Dabei  liegt  M  auf 
der  von  M^  ausgehenden  Integralkurve  /.-,  M'  auf  der  von  Mq 
ausgehenden  lutegralkurve  Ä'',  usw. 

Umgekehrt:  Wird  irgend  ein  PunM  M  oder  {x,  y)  ausge- 
wählt, so  gibt  es  einen  Piinli  M^  oder  {Xq,  y^),  dem  er  vermöge 
(1)  zugeordnet  ist.  Wir  behaupten  also:  Die  Gleichungen  (1) 
sind  nach  Xq  und  yQ  auflösbar. 

Dies  folo-t  sofort  aus  dem  letzten  Satze.  Wenn  nämlich 
darin  i^  =  t^  angenommen  wird,  so  sind  x^  und  y.^  nach  der 
letzten  Formelreihe  des  Satzes  nichts  anderes  als  x^  und  yQ 
selbst,  so  daß  also  die  vorletzte  Formelreihe  gibt: 

Xq  =  cp{x^,  y^,  Iq  -  t,),     y^  =  t{x^,  y^,tf,-  t^) 
und  zwar  als  Folge  von: 

x^  =  (p(xq,  t/o7  h  -  Q,   Vi  =  t{^Q,  Vq,  k  -  Q- 

Dies  aber  bedeutet:  Die  Auflösungen  der  Gleichungen  (1 1  nach 
Xq  und  y^  lauten : 

(3)  Xq  =  (fix,  y,  Iq  -  t),    y^^ip{x,  y,  t^  -  t). 

Diese  Gleichungen  liefern  denjenigen  Punkt  31^,  dem  ein  Punkt 
M  vermöge  (1)  zugeordnet  ist. 

Eine  solche  Zuordnung  von  Punkten  M  zu  den  Punkten 
Mq  heißt  eine  Punkt-Transformation,  analytisch  eine  Transfor- 
mation der  Wertepaare  x,  y.  Die  Gleichungen  (1)  stellen  nun 
aber  für  jeden  einzelnen  bestimmten  Wert  von  t  —  t^  eine  gewisse 
Transformation  dar;  mithin  liegt  hier  eine  Schar  von  Trans- 
formationen vor.  Sie  wird  einfach  unendlich  genannt,  weil  die 
Auswahl  einer  bestimmten  Transformation  der  Schar  von  der 
Wahl  des  Wertes  einer  einzigen  Hilfs veränderlichen  t  —  t^  ab- 
hängt, die  man  auch  als  den  Parameter  der  Schar  bezeichnet. 
Insbesondere  ergibt  sich,  wenn  t  —  tQ=0  gewählt  wird,  aus  (1) 
einfach  x  =  Xq  und  y  =  y^,  d.  h.  die  zu  1  —  1^  =  0  gehörige 
Transformation  ordnet  jedem  Punkte  M^  den  Punkt  M^  selbst 
zu.     Sie  heißt  die  identische  Transformation. 

Weil  t  in  (1)  nur  in  der  Differenz  t  —  t^  vorkommt,  wird 
es  bequemer  sein,  diese  Differenz  mit  x  zu  bezeichnen,  so  daß 
die  Gleichungen: 

(4)  X  =  (f{xQ,  i/o,  t),     y  =  xI){Xq,  ?/o,  t) 
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die  Schar  der  Transformationen  darstellen.  Diejenige  Trans- 
formation der  Schar,  die  zu  irgend  einem  Werte  r  gehört,  sei 
mit  Xy  bezeichnet.  Dann  bedeutet  %q  die  identische  Trans- 
formation. 

Nach  (3)  sind: 

(5)  ^0=^  (^^  y>  —  ^\   yo=^  (ä';  Uy  -  '^) 

die  Auflösungen  der  Gleichungen  (4)  nach  x^  und  y^.  Wird 
aber  in  (4)  statt  r  der  entgegengesetzte  Wert  —  t  eingesetzt, 
so  ergibt  sich  die  Transformation  %_j: 

X  =  ^(^0»  yo^  -'^)>  y  =  ^K>  2/o;  -  '^); 
und  ihre  Vergleichung  mit  (5)  lehrt,  daß  sie  gerade  das  Ent- 
gegengesetzte bewirkt  wie  %^.  Denn  wenn  %^  den  Punkt  M^ 
in  den  Punkt  31  transformiert,  so  führt  %_^  den  Punkt  M 
nach  Mq  zurück.  Daher  heißt  %_^  die  m  %^  inverse  Trans- 
formation. 

Es  ist  vielleicht  nicht  überflüssig  zu  bemerken,  daß  es  für 
die  geometrische  Natur  der  Transformationen  ganz  gleichgültig 
ist,  wie  man  die  Koordinaten  der  ursprünglichen  und  die  der 
neuen  Punkte  bezeichnet,  wenn  man  nur  an  der  Kegel  festhält, 
daß  die  auf  der  linken  Seite  der  Gleichungen  stehenden  Größen 
die  Koordinaten  der  neuen  Punkte  sein  soUen. 

Da  t  —  ^0"=  t  gesetzt  worden  war,  stellt  sich  die  in  Satz  17 
der  letzten  Nummer  ausgesprochene  GriippeneigenscJiaft,  sobald 
fj  —  fo  =  Tj ,  t^—  t^=^  r^,  also  ^2 "~  ^0  =  ■^i  +  ^2  gesetzt  wird, 
so  dar: 

Wenn  die  Werte: 

(6)  x^  =  <p{x^,  !/o,  Ti),     y^  =  i^{XQ,  i/o,  Ti) 
in  die  Gleichungen: 

(7)  .  x^  =  (p{x„  y^,  T2),     i/2  =  ^{x^,  y^,  n) 
substituiert  werden^  gehen  die  Gleichungen  hervor: 

(8)  X^  =  (p{Xq,   i/o,   Ti  +   Tg),       i/2  =  ^(^0'   ^0»   Tl  +  Tg). 

Die  Gleichungen  (6)  stellen  die  Transformation  X^  ,  die 
Gleichungen  (7)  die  Transformation  ^^  und  die  Gleichungen  (8) 
die  Transformation  X,  ,  ,  vor.  %^  führt  den  beliebig  ge- 
wählten  Punkt  Mq  oder  (xq,  y^)  in  den  Punkt  M^  oder  {x^,  y^) 
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über,  weiterhin  transformiert  %^^  den  Punkt  31^  in  den  Punkt  31,^ 
oder  (x2,  y^),  und  die  Gleichungen  (8)  besagen  nun,  daß  31^ 
auch  unmittelbar  aus  3Iq  durch  die  Ausübung  einer  einzigen 
Transformation,  nämlich  X^  ^^  ,  hervorgeht;  und  zwar  gilt  dies, 
wo  auch  der  ursprüngliche  Punkt  J/^  gewählt  sein  mag.    Vgl. 

Fig.  26,  worin  wieder,  zum 
Ausdrucke  der  beliebigen  An- 
nahme des  Punktes  3Iq,  statt 
seiner  mehrere  Punkte  3Iq, 
3Iq,  3Iq",  .  .  .  angenommen 
worden  sind.  Dabei  liegen 
ilij  und  M^  auf  der  von  31^ 
ausgehenden  Integralkurve  Je, 
ebenso  31^  und  3^2  auf  der 
von  3Iq    ausgehenden  Integralkurve  //,  usw. 

Die  Gruppeneigenschaft  bedeutet  hiernach:  Die  Aufeinander- 
folge irgend  zweier  Transformationen  %^  und  X^  der  Schar 
liefert  dasselbe  Endergebnis  wie  eine  einzige  Transformation 
der  Schar,  nämlich  dasselbe  wie  %^  ^^  .  Dies  spricht  man 
kürzer  so  aus:  Die  Aufeinanderfolge  der  Transformationen  %^ 
und  %^  ist  der  Transformation  %^  ^^  äquivalent.  Deshalb 
heißt  die  durch  (4)  dargestellte  Schar  von  Transformationen 
eine  Gruppe  von  Transformationen.  Allgemein  nämlich  wird 
eine  Schar  von  Operationen  eine  Gruppe  genannt,  sobald  die 
Aufeinanderfolge  irgend  zweier  Operationen  der  Schar  dasselbe 
Endergebnis  liefert  wie  eine  einzige  Operation  derselben  Schar. 
Ob  zuerst  X^  und  danach  X^  ausgeführt  wird  oder  um- 
gekehrt zuerst  %^  und  dann  %^  ,  ist  gleichgültig,  denn  beide 
Aufeinanderfolgen  sind  wegen  t^  +  Tg  =  r.^  -f  r^  derselben  Trans- 
formation %j.  ^j  äquivalent.  Man  sagt  deshalb:  die  Transfor- 
mationen der  hier  betrachteten  Gruppe  sind  paarweise  vertauscJt- 
har.  Da  ferner  alle  Transformationen  der  Gruppe  irgend  einen 
Punkt  3fQ  stets  nur  in  Punkte  ein  und  derselben  Kurve,  näm- 
lich der  von  il/g  ausgehenden  Integralkurve  /•,  überführen,  so 
heißen  die  Integralkurveu  die  Baltnhurven  der  Gruppe. 


Ob  t  —  tf)    mit  T 


bezeichnet    oder  1^=0   gesetzt   und    die 


Bezeichnung  t  beibehalten  wird,  ist  gleichgültig.   Deshalb  fassen 
wir  die  Ergebnisse  so  zusammen: 
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Satz  18:  Innerhalb  eines  Bereiches,  in  dem  sich  die  Funlc- 
tionen  X  und  Y  von  x  und  y  nebst  ihren  partiellen  Ableitungen 
erster  Ordnung  stetig  verhalten,  sei  dasjenige  allgemeine  Lösungen- 
system des  Systems: 

dx       ,^/-       N        dy       -.^,       N 
-^^X{x,y),     -=l{x,y), 

das  für  t  =  0  die  Anfangswerte  Xq  und  y^  hat,  durch  die  Glei- 
chungen ausgedrückt: 

X  =  fp{xQ,  y^,  t),     y  =  -(p{x^,ijQ,t). 

Diese  Gleichungen  stellen  für  jeden  bestimmten  Wert  t  eine  Trans- 
formation %i  der  Wertepaare  x^,  y^  oder  Pmikte  {x^,  y^)  in  neu£ 
Wertepaare  x,  y  oder  Funlde  (x,  y)  dar.  Die  einfach  unend- 
liche Schar  aller  Transformationen  %f  bildet  eine  Gruppe,  indem 
nämlich  die  Aufeinanderfolge  irgend  zweier  Transformationen  %^ 
und'%1.  der  Schar  äquivalent  ist  der  Transformation  ^t^  +  t^  ^^^" 
selben  Schar.  Die  Gruppe  enthält  die  identische  Transformation 
%Q  sowie  zu  jeder  Transformation  %f.  die  inverse  %_(.  Außer- 
dem sind  ihre  Transformationen  vertauschbar.  Die  BaJinkurven 
der  Gruppe  sind  die  IntegralJcurven  des  vorgelegten  Systems  von 
Differentialgleichungen. 

733.  Beispiele.  Zunächst  geben  wir  zwei  in  geometri- 
scher Hinsicht  besonders  einfache  Beispiele. 

1.  Beispiel:  Das  System 
/^  V  dx  dy 

wurde  in  dem  Beispiele  von  Nr.  (377  in  der  Form  x  =  C cos  (t-\-c), 
y  =  C  sm(t  -\-  c)  integriert.  Soll  das  Lösungensystem  für  t  =  0 
die  Werte  x^  und  y^  haben,  so  muß  C  cos  c  =  Xq  und  C  sin  c  =  y^ 
gesetzt  werden,  so  daß  kommt: 

(2)  X  =  Xq  cos  t  —  y^  sin  f,     y  =  Xq  sin  /  +  Po  cos  t. 

Sind  X  und  y  rechtwinklige  Koordinaten  in  der  Ebene,  so 
ordnen  die  Gleichungen  (2)  für  einen  bestimmt  gewählten 
Wert  von  t  irgend  einem  Punkte  3Iq  denjenigen  Punkt  31  zu, 
der  aus  3Iq  durch  Drehung  des  Radiusvektors  OJIq  um  den 
Winkel  t   hervorgeht.     Die    Gruppe  (2)    besteht    demnach    aus 
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allen  Drehungen  um  den  Anfangspunli  0.  Hier  leuchtet  nun 
die  Gruppeneigenschaft  sofort  ein,  da  die  Aufeinanderfolge  der 
Drehungen  um  0  mit  den  Winkeln  t^  und  t^  der  Drehung  mit 
dem  Winkel  t^  +  t^    äquivalent   ist,    siehe  Fig.  27.     Die  Bahn- 


kurven sind  die  Kreise  mit  dem  Mittelpunkte  0,  |die  ja  nach 
Nr.  677  in  der  Tat  zugleich  die  Integralkurven  des  Systems  (1) 
vorstellen. 

2.  Beispiel:  Die  Integration  des  Systems: 


(3) 


dx 
dt 


dy 

dt 


—  y 


gibt  nach  dem  Beispiele  in  Nr.  685,    wenn    darin  A  =  x^   und 
B  =  Pq  gesetzt  wird: 


(4) 


x  =  x^e',    y  =  yQe\ 


Diese  Werte  sind  gleich  x^ 
und  iJq  für  ^  =  0.  Für  je- 
den bestimmten  Wert  von 
t  stellen  die  Gleichungen 
(4)  eine  ähnliche  Ver- 
größerung der  Ebene  vom 
Anfangspunkte  0  aus 
(ohne  Drehung)  dar,  in- 
dem ein  Punkt  M^  ver- 
möge (4)  in  denjenigen 
Punkt  M  übergeht,  dessen  Radiusvektor  OM  auf  031^  liegt 
und  das  e'-fache  von  OM^  beträgt.  Diese  Transformation 
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heißt  eine  Streckung  von  0  aus.  Die  Gruppeneigenschaft  der 
Schar  aller  Streckungen  von  0  aus  erhellt  sofort:  Werden 
nämlich  zunächst  alle  Radienvektoren  mit  a,  alsdanu  die  her- 
vorgehenden Radien  Vektoren  mit  h  multipliziert,  so  ist  das  Er- 
gebnis dasselbe,  wie  wenn  alle  Radien vektoren  sofort  mit  ab 
multiphziert  worden  wären.  Siehe  Fig.  28.  Die  Bahnkurven 
sind  alle  Strahlen  von  0  aus,  was  damit  im  Einklänge  steht, 
daß  diese  Strahlen  nach  Nr.  685  die  Integralkurven  des  Systems  (3) 
bilden. 

Es  ist  nützlich,  an  einem  Beispiele  zu  zeigen,  daß  nicht 
jede  einfach  unendliche  Schar  von  Transformationen  eine  Gruppe 
bildet.     Dazu  diene  das 

3.  Beispiel:  Die  Gleichungen: 

(5)  x  =  x^{t+l\    y==yo+t 

stellen  für  jeden  Wert  von  t  eine  Transformation  vor,  insbe- 
sondere für  ^  =  0  die  identische :  x  =  Xq  und  y  =  %  ■  Um  zu 
untersuchen,  ob  die  Transformationen  (5)  eine  Gruppe  bilden, 
stellt  man  analog  den  Gleichungen  (6)  und  (7)  der  vorigen 
Nummer  die  Gleichungen  auf: 

^1  =  ^o(^i  +  1)^     yi  =  yo  +  ky 

^2  =  ^1(^2+1,';   y^  =  y^  +  h 

und  substituiert  x^  und  x.^  aus  den  beiden  ersten  in  die  beiden 
letzten.     Dann  kommt: 

^2  =  ^0(^1^2  +  ^1  +  ^2  +  1).  y^  =  Vo  +  ^1  +  ^2 • 

Aber  es  gibt  keinen  Wert  von  t,  für  den  dies  eine  Transfor- 
mation der  Schar  (5),  d.  h.  ein  Gleichungensystem  von  der 
Form: 

^2=  -^0(^+1);        ?/2  =  2/0+^ 

wäre,  denn  die  hervorgehenden  Bedingungen  f  =  f^  fg  +  ^1  +  ^2 
und  ^  =  ^^  4-  #2  widersprechen  einander,  wenn  t^  und  t^  irgend- 
wie gewählt  worden  sind.  Demnach  ist  die  Schar  (5)  licine 
Gruppe.  Sie  stellt  in  der  Tat  gar  nicht  das  Lösungensystem 
eines  Systems  von  Differentialgleichungen: 

dt  '      dt 
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dar,  dessen  rechte  Seiten  X  und   Y  von  t  frei  sind.    Denn  aus 
(5)  ergibt  sich  durch  Differentiation  nach  t: 

dx  dy ^ 

dt^^^'     dt  ^  ^ 

oder,  wenn  Xq  mittels  (5)  eliminiert  wird: 

dx  X  dy 


dt        *  +  1  '      dt 


=  1, 


und  hier  ist  die  rechte  Seite  der  ersten  Gleichung  nicht  frei 
von  t. 

Da  die  Bestätigung  der  Gruppeneigenschaft  nicht  immer 
geometrisch  so  einleuchtend  wie  in  den  beiden  ersten  Beispielen 
ist,  wird  noch  ein  Beispiel  gegeben,  in  dem  dies  analytisch 
zu  zeigen  ist. 

4.  Beispiel:  Die  erste  Gleichung  des  Systems: 


(6) 

dx 

dt  '' 

-<     ^  =  ^.V 

gibt: 

dx        j. 

d.h.     -^  =  t  +  Ä, 

wo  A  eine  Konstante  bedeutet.  Wird  hieraus  x  =  —  \  :  {t  -\-  Ä) 
berechnet  und  in  die  zweite  Gleichung  (6)  eingeführt,  so  kommt: 

wo  B  eine  Konstante  bedeutet.  Insbesondere  haben  x  und  y 
für  ^  =  0  die  Werte  x^  und  y^,  wenn  A  =  —  1  :  x^  und 
B  =^  —  yo  '•  Xq  gewählt  wird.     Demnach  ist: 

(7)  ^-;:^^.    V  = 


dasjenige  Lösungensystem,  das  für  t  0  die  Anfangswerte  Xq 
und  I/o  hat.  Zur  Bestätigung  der  Gruppeneigenschaft  werden 
die  Gleichungen  gebildet: 


—  _  ~^i  _  _   ~yi 
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und    die  Werte   von  x^  und  y^    aus    den   beiden    ersten  in  die 
beiden  letzten  eingesetzt.     Dann  kommt: 

if2 


Diese  Gleichungen  stellen  in  der  Tat  eine  Transformation  der 
Schar  (7)  dar,  nämlich  die  zu  t  =  t.^^-\-  fc^  gehörige. 

734.  Eingliedrige  Gruppe  und  ihre  infinitesimale 
Transformation.  Um  späteren  Unbequemlichkeiten  in  den 
Bezeichnungen  auszuweichen,  wollen  wir  die  bisher  X  und  Y 
genannten  Funktionen  von  jetzt  an  mit  |  und  rj  bezeichnen. 
Es  soU  also  die  betrachtete  Gruppe  von  Transformationen  durch 
dasjenige  allgemeine  Lösungensystem: 

(1)  X  =  (pisco,  y^,  t),     y  =  xij{x^,  y^,  t) 

des  Systems  erster  Ordnung: 

dargestellt  sein,  das  für  ^  =  0  die  beliebig  angenommenen  An- 
fangswerte Xq  und  y^  hat. 

Man  kann  sagen,  daß  die  Gruppe  von  dem  System  (2)  erzeugt 
wird,  und  zwar  kann  man  der  Art  der  Erzeugung  eine  geo- 
metrische Deutung  beilegen,  wenn  man  die  Betrachtung  un- 
endlich kleiner  oder  infinitesimaler  Größen  zuläßt.  Das  soll 
hier  nur  ganz  vorübergehend  geschehen  und  zwar  bloß  deshalb, 
weil  nur  so  eine  von  hie  eingeführte  Bezeichnung  verständ- 
lich wird. 

Ein  Wert  t^  von  t  sei  bestimmt  gewählt;  er  werde  in  be- 
liebig viele,  etwa  in  n  Teile  /i^t,  A.^t,  .  .  .  zf^t  zerlegt: 

(3)  t,=  A,t+J,t  +  --'  +  zlJ. 

Zu  jeder  Zahl  zi^t,  zJ^t,  .  .  .  zJ^t   gehört  eine  Transformation: 

(4)  Zj^t,    "^j^t, .  ■  •  %j„t 

der  Gruppe.  Die  Aufeinanderfolge  der  beiden  ersten  ist  der 
zu  A^t -\- A^t  gehörigen  Transformation  der  Gruppe  äquiva- 
lent; die  Aufeinanderfolge  von  dieser  und  der  dritten  ist  der 
TAX  /l^t  -\-  /J^t  -\-  Zl^t  gehörigen  Transformation  der  Gruppe 
äquivalent,  usw.     Schließlich  ergibt  sich,  daß  die  Aufeinander- 
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folge  der  n  Transformationen  (4)  derjenigen  Transformation 
der  Gruppe  äquivalent  ist,  die  zur  Summe  t.^  aller  Teilbeträge 
Jt  gehört,  d.h.  der  Transformation  %,. 

Wenn  nun  alle  Teile  z/ ^  dasselbe  Vorzeichen  wie  t^  haben  und 
nach  Null  streben,  demgemäß  ihre  Anzahl  n  über  jede  Zahl 
wächst,  streben  alle  einzelnen  ii  Transformationen  nach  soge- 
nannten infinitesimalen  Transformationen,  nämlich  nach  solchen, 
deren  Parameter  nach  Null  strebt,  und  die  Transformation  %t 
der  Gruppe  ei'scheint  bei  dieser  Auffassung  als  das  Erzeugnis 
der  Aufeinanderfolge  einer  endlosen  Anzahl  von  infinitesimalen 
Transformationen  der  Gruppe.  Wir  werden  sogleich  erkennen, 
daß  diese  infinitesimalen  Transformationen  sämtlich  denselben 
analytischen  Ausdruck  haben,  so  daß  wir  zu  der  Auffassung  der 
ganzen  Gruppe  als  des  Erzeugnisses  einer  infinitesimalen  Trans- 
formation gelangen. 

Daß  in  der  Tat  alle  jene  infinitesimalen  Transformationen 
denselben  analytischen  Ausdruck  haben,  sieht  man  so  ein: 
Es  möge  eine  Summe  von  Teilwerten  zl^t,  J^h  •••bis  zu 
einem  gewissen  Teil  werte  gleich  t  sein,  und  zlt  sei  der  nächste 
Teilwert.  Die  Aufeinanderfolge  der  zu  jenen  zuerst  genannten 
Teilwerten  gehörigen  Transformationen  der  Gruppe  ist  alsdann 
der  Transformation  %,.  äquivalent,  und  alsdann  ist  die  Trans- 
formation %jt  auszuführen.  Nun  sei  der  Punkt  (x^,  y^)  ver- 
möge %f  in  den  Punkt  {x,  y)  und  dieser  Punkt  {x,  y)  vermöge 
%jt  weiterhin  in  den  Punkt  [x  -\-  Zlx,  y  +  ^y)  übergegangen. 
Es  bestehen  dann  für  x  und  y  die  Gleichungen  (1).  Da  die  Auf- 
einanderfolge von  %t  und  %jt  -der  zm  t  -\-  zlt  gehörigen  Trans- 
formation äquivalent  ist  und  den  Punkt  {Xq,  y^)  in  den  Punkt 
(x  -f-  zlx,  y  -f  zJy)  verwandelt,  bestehen  ferner  die  Gleichungen: 

X  -\-  zJx  =  cp{xQ,  y^,  t  4-  zit),      y  +  Jy  =  t{xo,  y^,  t  +  ^t). 

Zieht  man  hiervon  die  Gleichungen  (1)  ab,  so  kommt: 

zJx=(p{xq,  iJq,  t  +  zJt)  —  (p{Xq,  y^,  t), 


(5)  , 

zly  =  ip{x^,  ijo,  t-{-  zJf)-  xp{x^,  t/o,  0- 

Bei  der  Transformation  %ji  erfahren  also  die  Koordinaten 
eines  Punktes  {x,  y)  diese  Zunahmen  zJx  und  zJy.     Sie  streben 
zwar  mit  zJt  nach  Null,  aber  es  wird: 
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jf^.^t-  dt '    JlZ^i  df        ' 

(1.  h.  weil  X  =  (f,  y  =  i>  die  Lösungen  des  Systems  (2)  bedeuten: 


(6)  lim  -^  =  ^{x,  y),       lim    -j^,^{x,y). 

Sobald  also  zlt  nach  Null  strebt,  erfahren  x  und  y  bei  der 
Transformation  %jt  ebenfalls  nach  Null  strebende  Zunahmen, 
aber  die  Quotienten  aus  diesen  Zunahmen  und  aus  ^t  streben 
nach  den  bestimmten  endlichen  Werten  ^(i;,  y)  und  'r]{x,  y). 
Die  Gleichungen  (6)  sind  der  analytische  Ausdruck  der  infini- 
tesimalen Transformation.  Wenn  man  unter  dx,  dy,  dt  un- 
endlich kleine  Größen  versteht,  kann  man  sie  in  der  von  Lie 
gebrauchten  Weise  ausdrücken: 

(7)  dx  =  |(a;,  ij)  dt,      Öy  =  r]Qc,  y)  Öt. 

Die  Gleichungen  (7)  sind,  abgesehen  davon,  daß  hier  das 
Zeichen  d  statt  d  steht,  dieselben  Gleichungen  wie  die  des  vor- 
gelegten Systems  (2),  dem  also  hiermit  die  angekündigte  geo- 
metrische Deutung  als  Ausdruck  der  infinitesimalen  Trans- 
formation der  Gruppe  gegeben  ist. 

Die  Gruppe  (1),  das  Erzeugnis  der  infinitesimalen  Trans- 
formation (7)  oder  des  Systems  (2),  bezeichnet  man  als  eine 
einyliedrige  Gruppe.  Es  gibt  nämlich  auch  Gruppen,  die  aus 
mehrfach  unendlichen  Scharen  von  Transformationen  bestehen 
und  von  mehreren  verschiedenen  infinitesimalen  Transformationen 
erzeugt  werden. 

Es  ist  nützlich,  diejenige  anschauliche  Deutung  zu  er- 
wähnen, die  man  von  der  eingliedrigen  Gruppe  erhält,  wenn 
man  t  als  das  Maß  der  Zeit  auffaßt.  Dann  stellen  die  Glei- 
chungen (1)  eine  stationäre  Strömung  in  der  Ebene  dar  (vgl. 
Nr.  666).  Bei  ihr  beschreiben  alle  Punkte  Strotnlinien,  näm- 
lich die  Bahnkurven  der  Gruppe  oder  Integralkurven  des 
Systems  (2).  Da  der  zur  Zeit  t  an  der  Stelle  (x,y)  gelegene  Punkt 
im  nächsten  Zeitteilchen  zJt  in  den  Punkt  (x-{-ztx,  y-\-zJy) 
übergeht,  so  zeigen  die  Gleichungen  (6),  daß  |  und  )]  die  Kom- 
ponenten der  Gescliwindiglieit  der  Strömung  an  der  Stelle  (a;, // ) 
sind,  die,  wie  es  bei  jeder  stationären  Strömung  der  Fall  ist. 
nur  vom  Orte  {x,  y)  und  nicht  von  der  Zeit  f  abhängen. 
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735.   Symbol   der  infinitesimalen  Transformation. 

Bei  vielen  Untersuchungen,  in  denen  eingliedrige  Gruppen  vor- 
kommen, braucht  man  nicht  die  Gleichungen  ihrer  Trans- 
formationen: 

(1)  X  =  (pix^,  I/o,  0      V  =  ^(^'o;  ^0.  0 

zu  kennen.  Vielmehr  genügt  dabei  das  Bekanntsein  der  infini- 
tesimalen Transformation  der  Gruppe.  Sie  wird  durch  die 
beiden  Funktionen  i,{x,  y)  und  ri{x,  y)  oder  auch  durch  das 
zugehörige  System: 

(2)  ^  =  |(^,^),     ^y^=n{x,y). 

gegeben.  Besonders  bequem  aber  erweist  sich  ein  einziger  für 
die  infinitesimale  Transformation  von  Lie  eingeführter  Ausdruck. 
Zu  diesem  Symbol  gelangt  man  so: 

Es  sei  f\x,  y)  eine  beliebig  gewählte  differenzierbare  Funktion 
von  X  und  y.  Bei  derjenigen  Transformation  der  Gruppe,  die 
zu  irgend  einem  beliebig  kleinen  Werte  zJt  von  f  gehört,  er- 
fahren X  und  y  Zunahmen  ^x  und  ^y,  so  daß  auch  /'  eine  Zu- 
nahme ^f  erfährt: 

^f  =  f{x  +  ^^,  y  -\-  ^y)-  f{x,  y)' 

Division  mit  ^t  gibt: 

£f  ^  f{x  -f-  Jx,  y  -^  Jy)  —  fix,  y)  _ 

Hierbei  sind  x  und  y  die  Funktionen  (1)  von  i.   Mithin  ergibt 

sich  für  lim  ^t  =  0: 

-..        Jf       dfix.y)    ,.       Jx    ,    df(x,y)    ,.       Jy 
hm   -T^  =    '\"^^^    hm  -—  +  -^  ~   lim  -77, 

d.  h.  nach  (2): 

(3)  limß-i{..y)%  +  v{x,,)lf^- 

Man  kann  demnach  sagen,  daß  die  Funktion  f[x,  y)  bei  der 
infinitesimalen  Transformation  der  Gruppe  —  siehe  (7)  in 
voriger  Nummer  —  den  unendlich  kleinen  Zuwachs: 

erfahrt.     Jedoch  wollen  wir,  wie  gesagt,  mit  unendlich  kleinen 
Größen  nicht  rechnen.     Daher  drücken  wir  uns  so  aus: 
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Infolge  der  Transformationen  der  Gruppe  gehen  nicht  nur 
aus  den  Wertepaaren  Xq,  iJq  solche  Wertepaare  x,  y  hervor, 
die  Funktionen  des  Parameters  t  sind,  vielmehr  wird  auch  aus 
jeder  Funktion  von  Xq  und  y^  eine  Funktion  /"  von  x  und  y, 
also  —  Asi  X  und  y  Funktionen  von  t  sind  —  ebenfalls  eine 
Funktion  von  t.     Dabei  ist: 

Oder  auch:  Wenn  x  und  y  die  durch  das  System  (2)  definierten 
Funktionen  von  t  sind,  wird  auch  jede  diflferenzierbare  Funk- 
tion /'  von  X  und  y  eine  Funktion  von  t,  und  zwar  hat  sie  die 
Ableitung  (4).     Der  Ausdruck: 

(5)  ^(^;  ^)|{+^(*''  y)Ty' 

in  dem  also  f  eine  beliebige  differenzierbare  Funktion  von  x  und  y 
bedeutet,  heißt  nun  das  Stjmbol  der  infinitesimalen  Transformation 
der  eingliedrigen  Gruppe. 

1.  Beispiel:  Die  eingliedrige  Gruppe  aller  Drehungen 
um  den  Anfangspunkt  0  wird  nach  dem  ersten  Beispiele  in 
Nr.  733  durch  das  System : 

dx  dy 

dt^~y'      dt^^ 

erzeugt.  Hier  ist  |  =  —  y,  ri  =  x,  d.  h.  das  Symbol  der  infini- 
tesimalen Drehung  um   0  lautet: 

—  W^  +  x  ^• 
^  ox  dy 

2.  Beispiel:  Bei  der  eingliedrigen  Gruppe  aller  Streckungen 
vom  Anfangspunkte  0  aus  haben  |  und  iq  nach  dem  zweiten  Bei- 
spiele in  Nr.  733  die  Werte  x  und  y,  daher  ist  das  Symbol  der 
infinitesimalen  Streckung  von  0  aus: 

X  ^ — V  y  öT- 

ex       ^  dy 

3.  Beispiel:  Die  im  vierten  Beispiele  von  Nr.  733  be- 
trachtete eingliedrige  Gruppe: 

X  =  —- ^ ?y  =  — '^ 

x^t—1^     ^  x^t—1 

hat  die  infinitesimale  Transformation: 

o^/"   ,  df 

x--^  -\-  xy~- 
ox  Cy 
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4.  Beispiel:    Die  Gleichungen: 
(6)  x  =  Xq+  at,     ij  =  jfQ  +  ht, 

in  denen  a  und  h  bestimmt  gewählte  Konstanten  sein  sollen,  stellen 
eine  Gruppe  dar.  Denn  vermöge  (6)  wird  jeder  Punkt  (x^f,  yo) 
soweit  verschoben,  bis  seine  Abszisse  bzw.  Ordinate  um  at  und 
ht  gewachsen  sind,  d.  h.  für  jeden  bestimmten  Wert  von  t  ist  (6) 
der  Ausdruck  einer  Schiebung  aller  Punkte  der  Ebene  um  die- 
selbe Sti'ecke  t  Ya^  +  h^  und  in  einer  von  t  unabhängigen  Rich- 
tung, die  mit  der  positiven  a:- Achse  einen  Winkel  t  bildet, 
dessen  Tangens  gleich  b :  a  ist.  Zwei  solche  Schiebungen  in 
derselben  Richtung,  nach  einander  ausgeübt,  lassen  sich  augen- 
scheinlich durch  eine  Schiebung  in  derselben  Richtung  ersetzen, 
so  daß  hier  die  Gruppe  aller  Schiebungen  in  der  angegebenen 
Richtung  vorliegt.     Wächst  t  um  z//,  so  kommt: 

^x  =  azit,      zly  ==  b/lt, 


also: 


lim  — -  =  a,       lim  -~^-  =  b, 


SO  daß  I  =  a,  vj  =  b  ist.  Folglich  lautet  das  Symbol  der  infini- 
tesimalen Schiebung  in  der  durch  ig  t  =  b:a  angegebenen  Rich- 
tung so: 


Insbesondere  sind: 


df    ,    -.df 

cx  oy 

¥■  und   ^"f 


dx  dy 

die  Symbole  der  infinitesimalen  Schiebungen  parallel  der  x- 
bzw.  «/-Achse.  Daß  die  Gleichungen  (6)  in  der  Tat  das  Lösungen- 
system von: 

dx  dy       , 

rfi  =  «'      -dl-^ 

vorstellen,  sieht  man  sofort. 

736.   Die  bei  der  G-ruppe  invarianten  einfach  un- 
endlichen Kurvenscharen.     Es  seien  wieder: 

(1)  ^  =  <3p(^07  Vo^  0.    y  =  ^K.  ?/o?  0 

die  Gleichungen  der  von  der  infinitesimalen  Transformation: 


W',y)li'r^}{^,y)^ 
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oder  also  von  dem  Systeme: 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe. 

Ein  Punkt  (x^,  iJq)  bleibt  bei  allen  Transformationen  der 
Gruppe  in  Ruhe,  wenn  für  ihn  die  Gleichungen  (1),  wie  auch  t 
gewählt  sein  mag,  beständig  x  =  Xq  und  y  =  y^  liefern,  d.  h. 
wenn  von  dem  Punkte  {xq,  y^)  gar  keine  Integralkurve  des 
Systems  (2)  ausgeht,  vielmehr  das  Konstantenpaar  x  =  Xq,  y  =  yQ 
eine  Lösung  des  Systems  (2)  ist,  d.  h.  wenn  ^{x^,  y^)  =  0  und 

V(^Q>  Po)  =  ö  i^^j  ^S^-  '^^^  6^^-  ^ib^  6S  öin  Wertepaar  x,  y,  für 
das  ^{x,  y)  und  t]{x,  y)  verschwinden,  so  heißt  es  invariant  bei 
der  Gruppe  (1),   oder  auch:   der  Punkt  (x,  y)   heißt   invariant. 

So  war  in  dem  1.,  2.  und  4.  Beispiele  von  Nr.  733  der 
Anfangspunkt  0  invariant.  Es  kann  auch  unzählig  viele  in- 
variante Punkte  geben.  So  sind  im  4.  Beispiele  von  Nr.  733 
alle  Punkte  (x,  y),  deren  Abszisse  verschwindet,  d.  h.  alle  Punkte 
der  ?/-Achse  invariant. 

Wenn  der  Punkt  (xq,  y^  nicht  invariant  ist,  beschreibt  er 
bei  der  Ausführung  aller  Transformationen  der  Gruppe  die 
durch  ihn  gehende  Integralkurve  /.•  des  Systems  (2).  Da  jeder 
Punkt  dieser  Kurve  ebenfalls  nur  in  Punkte  derselben  Kurve 
übergeht,  so  werden  zwar  alle  Punkte  der  Kurve  bei  den 
Transformationen  der  Gruppe  in  andere  übergeführt,  aber  die 
Kurve  h  im  ganzen  genommen  bleibt  ungeändert.  Deshalb 
heißen  die  Bahnkurven  der  Gruppe  invariante  Kurven.  Außer 
ihnen  kann  es  nur  noch  solche  invariante  Kurven  geben,  deren 
einzelne  Punkte  bei  der  Gruppe  invariant  sind,  wie  im  4.  Bei- 
spiele in  Nr.  733  die  i/-Achse. 

Nun  sei  Kq  eine  nicht  invariante  beliebig  gewählte  Kurve. 
Vermöge  der  allgemeinen  Transformationen  X^  der  Gruppe  (1) 
gehe  sie  in  die  Kurven  K^  über.  Die  Gesamtheit  aller  Kurven  K^, 
zu  denen  auch  die  Kurve  K^  selbst  gehört,  bildet  eine  einfach 
unendliche  Kurvenschar,  weil  sie  von  einem  Parameter  t  abhängt. 
Es  sei  Ki^  irgend  eine  Kurve  der  Schar;  sie  ist  aus  Kq  durch 
die  Ausführung  der  Transformation  ST,  entstanden.  Führt  man 
auf  Kf^  irgend  eine  andere  Transformation  ^^  der  Gruppe  aus, 
so  ist  das  Ergebnis  diejenige  Kurve,  die  aus  K^,  durch  die  Auf- 
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einanderfolge  von  %f  und  X^  hervorgeht.  Weil  aber  diese 
Aufeinanderfolge  der  Transformation  %f  _^f  der  Gruppe  äqui- 
valent ist,  geht  dieselbe  neue  Kurve  durch  Ausführung  von 
%f  ^,  auf  Kq  hervor  und  ist  also  die  Kurve  ^<^  +  ^,  derselben 
einfach  unendlichen  Schar.     Also  gilt  der 

Sat0  19:  Die  Gesamtheit  derjenigen  Kurven,  in  die  eine 
Kurve  hei  der  Ausführung  aller  Transformationen  einer  Gruppe 
übergeht,  bleibt  bei  allen  Transformationen  der  Gruppe  dieselbe, 
indem  jede  Kurve  der  Schar  bei  jeder  Transformation  der  Gruppe 
in  eine  Kurve  derselben  Schar  übergefülirt  wird. 

Aus  dem  Beweise  ist  zu  ersehen,  daß  der  Satz  wesentlich 
auf  der  Gruppeneigenschaft  beruht;  z.  B.  gilt  er  nicht  bei  jener 
Schar  von  Transformationen,  die  im  r>.  Beispiele  von  Nr.  73o 
betrachtet  wurde. 

Nach  Satz  19  geht  aus  jeder  beliebig  gewählten  Kurve  Kq 
durch  Ausübung  aUer  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe 
eine  sogenannte  invariante  Kurvenschar  hervor.  Außerdem  gibt 
es  nur  noch  eine  einfach  unendliche  Schar,  die  invariant  ist, 
nämlich  die  aUer  Bahnkurven,  von  denen  jede  für  sich  in- 
variant bleibt. 

737.  Kennzeichen  der  Invarianz  einer  einfach  un- 
endlichen Kurvenschar.  In  dem  Bereiche,  wo  ^,  »/  und 
ihre  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  stetig  sind,  bedeute 
03 (a;,  y)  =  konst.  eine  invariante  Kurvenschar.  Vorausgesetzt 
wird,  daß  auch  o,  co^  und  «^  stetig  seien.  Insbesondere  sei  Ä', 
die  Kurve: 

(1)  ö(^o.  ?/o)  =  ^0 

mit  den  laufenden  Koordinaten  x^  und  i/q.  Durch  Ausführung 
der  Transformation  %f  der  Gruppe: 

(2)  X  =  (p{Xf„  %,  t),     y  =  ^{xq,  yo,  t) 

geht  die  Kurve  Kq  nach  Annahme  wieder  in  eine  Kurve  der 
Schar  über,  d.  h.  durch  Elimination  von  Xq  und  ?/<,  aus  den 
drei  Gleichungen  (1)  und  (2)  soll  eine  Gleichung  hervorgehen 
von  der  Form: 

(3)  a{x,y)=^c,. 

Zu  jedem  Werte  von  t  gehört  daher  ein  Wert  der  Konstante  c,; 
736,  737] 


§  4.  Infinitesimale  Transformationen  gewöhnl.  Differentialgin.  1 .  Ordng.    183 

also   ist   t'f  eine   Funktion  ^(t)   von  f.     Da  nun   für  die  Funk- 
tionen (2): 
(4)  '^^^^{x,y),      ^J  =  t?(x-,.v) 

ist,  liefert  (3j,  wenn  x  und  y  darin  als  diese  Funktionen  (2) 
von  t  betrachtet  werden: 

^^^  "17  =  ä^^+ a^'?^^*  ■ 

Hiernach  hat  X{t)  eine  stetige  Ableitung.  Die  Gleichung  (3) 
oder  CO  =  X  [t)  definiert  mithin  auch  t  als  stetige  Funktion 
von  CO,  nach  Satz  13,  Nr.  694.  Wird  sie  in  (5)  auf  der  rechten 
Seite  eingeführt,  so  geht  eine  Formel  hervor: 

(6)  |^i^*  +  ,?»K|_!')_.Q(<,), 

deren  rechte  Seite  eine  Funktion  von  co  allein  bedeutet.  Es 
wird  sich  zeigen,  daß  eine  solche  Gleichung  nicht  nur  not- 
wendig, sondern  auch  hinreichend  für  die  Invarianz  der  Kurven- 
schar (o(x,  y)  =  konst.  bei  der  Gruppe  (2)  ist. 

Vorher  jedoch  soU  die  Bediugimg  noch  vereinfacht  werden. 
Insbesondere  ist  zunächst  die  Schar  aller  Bahnkurven,  d.  h. 
aller  Integralkurven  des  Systems  (4)  invariant.  SteUt  co  =  konst. 
diese  Schar  vor,  so  muß  die  Gleichung 

ajlx  4-  ca^^dy  =  0 
eine  Folge  des  Systems  (4)  sein,  d.  h.  infolge  von  dy\dx  =  r]:% 
bestehen,  so  daß  sich  eine  Gleichung  (6)  ergibt,  deren  rechte 
Seite  gleich  Null  ist.  Wenn  also  ß(w)  in  (6)  nicht  ver- 
schwindet, besteht  die  Schar  a  =  konst.  sicher  nicht  aus  allen 
Bahnkurven.  In  diesem  Falle  gibt  es  eine  stetige  Funktion  F{(d), 
deren  Ableitung  1  :  ii(fo)  ist,  so  daß  wir  haben: 

denn  die  linke  Seite  von  (6)  ist  ja  stetig.    Insbesondere  kommt: 

Dies    sind    ebenfalls    stetige    Funktionen    von    x  und  y.      Die 

Kurvenschar  ra  =  konst.  wird  aber  auch  durch   die  Gleichung: 

F((o{x,  y))  =  konst. 
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dargestellt.     Nun  aber  gibt  (8)  und  (6): 

Wenn  also  io{x,  y)  =  konst.  eine  invariante  Kurvenschar 
vorstellt  und  daher  eine  Bedingung  von  der  Form  (6)  erfüllt 
ist,  so  läßt  sich  die  Gleichung  der  Schar  inshesondere  auf  eine 
solche  Form  to{x,  y)  =  konst.  hringen,  für  die  entweder: 

(9)  |ta^+7/«y=0     oder     lco^-\-  ric3y=  \ 

ist,  je  nachdem  die  Schar  aus  allen  Bahnkurven  besteht  oder  nicht. 

Jetzt  soll  die  Betrachtung  umgekehrt  werden.  Es  sei 
also  (xi{x,  y)  eine  nebst  ihren  partiellen  Ableitungen  erster 
Ordnung  stetige  Funktion  von  x  und  y,  die  einer  der  beiden 
Bedingungen  (9)  genügt;  alsdann  soll  gezeigt  werden,  daß 
03  ==  konst.  eine  invariante  Kurvenschar  darstellt. 

Werden  unter  x  und  y  die  Funktionen  (2)  von  t  verstanden, 

so  ist: 

dco{x,y)  dx  dy 

~dr~-'^^Tt  +  '^y'di> 
also  nach  (4)  gerade   gleich   dem   in  (9)  links   stehenden   Aus- 
drucke.    Mithin  folgt  aus  (9): 

dt  ~^  ""^^  dt  ~^' 

d.  h.  (xi{x,  y)  ist  entweder  frei  von  t,  also  nur  von  x^  und  i/^ 
abhängig,  oder  co(x,  y)  ist  gleich  t,  vermehrt  um  eine  nur  von 
Xq  und  Pq  abhängige  Funktion.  Da  außerdem  x  und  y  für  ^  =  0 
die  Werte  Xq  und  y^  annehmen,  folgt  also: 

(10)  co{x,  y)  =  a{x^,  y^)    oder    a{x,  y) -=  t  +  a}(xo,  y^) . 
Sobald  die  erste  oder  zweite  Bedingung  (9)  erfüllt  ist  und 

unter  x  und  y  die  Funktionen  (2)  verstanden  werden,  besteht 
demnach  die  erste  oder  zweite  Gleichung  (10).  Dies  besagt: 
Vermöge  einer  Transformation  ST^  der  Gruppe  geht  die  Kurve 
ioipßQ,  y^)  =  Cq  entweder  in  die  Kurve  co^x,  y)  =  Cq,  d.  h.  in  sich 
seihst,  oder  in  die  Kurve  co(x,  y)  =  t  -{-  Cq,  d.  h.  in  eine  andere 
Kurve  der  Schar  g){x,  y)  =  konst.  über.     Mithin  gilt  der 

Satz  20:  Eine  einfach  unendliche  Kiirvenschar  o}(x,  y) 
=  konst.  bleibt  bei  der  von  der  infmitesi malen  Transformation: 


U^,y)!i  +  vi^'^y)l^ 
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erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  dann  und  nur  dann  invariant, 
wenn  eine  Gleichung  von  der  Form: 

besteht,  in  der  Sl{co)  eine  FunMion  von  a  allein  ist.  Voraus- 
gesetzt wird  dabei  ein  Bereich,  in  dem  i,,  iq,  a  und  ihre  partiellen 
Ableitungen  erster  Ordnung  stetig  sind.  Insbesondere  besteht  die 
Schar  co  ==  konst.  aus  allen  einzeln  invarianten  Bahnkurven  der 
Gruppe,  wenn  Sl(c})  verschwindet.  Ist  dies  nicht  der  Fall,  so 
kann  die  Gleichung  der  invarianten  Kurvenschar  stets  in  einer 
solchen  Form  co  =  konst.  angenommen  werden,  für  die  ins- 
besondere Sl  =  1,  aJso: 

wird. 

Es  ist  bemerkenswert,  daß  das  gefundene  Kennzeichen  für 
die  Invarianz  einer  einfach  unendlichen  Kurvenschar  auch  schon 
dann  aufgestellt  werden  kann,  wenn  man  nur  die  infinitesimale 
Transformation  der  Gruppe,  also  die  Funktionen  i,(x,  y)  und 
ri(x,  y)  kennt,  so  daß  die  Integration  des  Systems  (4)  nicht 
nötig  ist.  Man  kann  daher  sagen:  Die  Kurvenschar  ca  =  konst. 
bleibt  bei  allen  Transformationen  der  Gruppe  invariant,  wenn  sie 
bei  der  infinitesimalen  Transformation  invariant  ist.  Wenn  wir 
nämlich  für  den  Augenblick  wie  in  Nr.  734  unendlich  kleine 
Größen  benutzen  und  die  infinitesimale  Transformation  wie 
damals  unter  (7)  in  der  Form: 

dx  =  iix,y)dt,     dy  =  ri{x,y)8t 
schreiben,   erfährt  co{x,  y)   bei   dieser  infinitesimalen   Transfor- 
mation den  unendlich  kleinen  Zuwachs: 

dco{x,  y)  =  ajx  +  coydy  =  {Ico^-^  ^]C0y)dt, 
der  infolge  der  letzten  Formel   des  Satzes  20  gleich  dt  ist,  so 
daß  also 

(o{x,  y)  =  f   in    w(a;  +  dx,  y  -f  öy)  =  t  -\-  dt 

übergeht,  d.  h.  die  infinitesimale  Transformation  führt  jede 
Kurve  a  =  t  der  Schar  in  eine  unendlich  benachbarte  Kurve 
der  Schar  über.  Doch  wollen  wir,  wie  schon  in  Nr.  734  her- 
vorgehoben wurde,  von  unendlich  kleinen  Größen  keinen  Ge- 
brauch  machen.      Vielmehr  soll   diese  Abschweifung  nur  eine 
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oft  gebrauchte  Redeweise  begründen :  Man  sagt,  daß  die  Kurven- 
schar G}(x,  y)  =  konst.  hei  der  infinitesimalen  Transformation 
invariant  bleibt,  wenn  die  in  Satz  20  aufgestellte  analytische 
Bedingung  erfüllt  ist.  Demnach  besteht  das  wesentliche  des 
Satzes  darin,  daß  die  Kurvenschar  a  =  konst.  hei  der  Gruppe 
invariant  bleibt,  sobald  sie  hei  der  infnitesimalen  Transformation 
der  Gruppe  invariant  ist. 

Anstatt  zu  sagen,  daß  die  Kurvenschar  bei  der  Gruppe 
bzw.  bei  ihrer  infinitesimalen  Transformation  invariant  ist,  drückt 
man  sich  auch  so  aus:  Die  Kurvenschar  gestattet  die  Gruppe 
hzw.  ihre  infinitesimale  Transformation,  oder  auch.*  Sie  läßt  sie  zu. 

738.  Integration  einer  gewöhnlichen  Differential- 
gleichung erster  Ordnung,  die  eine  bekannte  infini- 
tesimale Transformation  gestattet.  Nunmehr  kann  die 
Theorie  auf  unser  eigentliches  Problem,  das  der  Integration 
einer  vorgelegten  gewöhnlichen  Differentialgleichung  erster 
Ordnung,  angewandt  werden.  Diese  Differentialgleichung  sei 
wie  in  Nr.  676  in  der  Form  geschrieben: 

(1)  X{x,  y)dy  —   Y{x,  y)dx  =  0 

Man  sagt,  daß  die  Diiferentialgleichung  die  infinitesimak 
Transformation : 

(2)  Ux,y)jl^rj(x,y)^ 

gestattet  oder  bei  ihr  invariant  bleibt,  wenn  die  einfach  un- 
endliche Schar  der  Integralkurven  (d{x,  y)  =  konst.  der  Difie- 
rentialgleichung  die  infinitesimale  Transformation  zuläßt.  Nach 
den  letzten  Erörterungen  steht  dann  fest,  daß  die  Schal  aller 
Integralkurven  auch  alle  Transformationen  der  zugehörigen  ein- 
gliedrigen Gruppe  gestattet,  so  daß  man  alsdann  auch  sagen 
kann,  daß  die  Differentialgleichung  bei  der  eingliedrigen  Gruppe 
invariant  bleibt. 

Wir  nehmen  an,  die  Schar  der  Integralkurven  üi{x,  y) 
=  konst.  der  vorgelegten  Differentialgleichung  (1)  sei  noch  un- 
bekannt, das  Integral  to(,r,  y)  sei  also  noch  nicht  gefunden. 
Dagegen  soll  (2)  eine  bekannte  infinitesimale  Transformation 
sein,  bei  der  die  Differentialgleichung  invariant  bleibt.  Dabei 
wird  vorausgesetzt,  daß  X,  Y,  l,,  >/  und  ihre  partiellen  Ab- 
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leitungen  erster  Ordnung  in  einem  gemeinsamen  Bereiche 
stetig  seien. 

Unter  diesen  Umständen  kann  man  zwei  Bedingungen  an- 
geben, die  von  den  noch  unbekannten  Ableitungen  «^  und  co^ 
des  Integrals  co  erfüllt  werden  müssen.  Einerseits  nämlich 
stellt  a  =  konst.  dann  und  nur  dann  das  Integral  vor,  wenn 
die  Gleichung: 

infolge  von  (1),  d.  h.  infolge  von  dy  :dx-=  Y:  X  besteht,  so  daß: 

(3)  XGD.,+    ra3,=  0 

sein  muß.  Andererseits  muß  das  in  Satz  20  der  letzten  Nummer 
aufgestellte  Kennzeichen  der  Invarianz  erfüllt  sein.  Indem  wir 
uns  daran  erinnern,  daß  nach  Satz  3  von  Nr.  706  auch  jede 
Funktion  von  a  ein  Integi*al  bedeutet,  sehen  wir,  daß  das 
Kennzeichen  in  der  Form: 

(4)  ^co^-\-  rjcOy^  0     oder     l(o^-{-  '>]co^,=  1 

gesehrieben  werden  kann. 

Liegt  zunächst  der  erste  Fall  vor: 

(5)  ^CD^+  r/ 03,^=0, 

so  wissen  wir,  daß  jede  einzelne  Kurve  03(x,  y)  =  konst.  bei  der 
infinitesimalen  Transformation  invariant  bleibt,  d.  h.  dann  sind 
die  Integralkurven  von  (1)  die  Bahnkurven  der  Gruppe.  Die 
Gleichungen  (3)  und  [b)  können  aber  nur  dann  zusammen  be- 
stehen, wenn  ihre  Determinante: 

X  Y 

=  0, 

^    V  1 

also :  <-  t;^  TT" 

t,  =  qX,     r]  =  q  1 

ist,  wo  Q  irgend  eine  nebst  ihren  partiellen  Ableitungen  erster 
Ordnung  stetige  Funktion  von  x  und  y  bedeutet.  Demnach 
werden  alle  diejenigen  infinitesimalen  Transformationen,  die  jede 
einzelne  Integralkurve  der  Differentialgleichung  (1)  invariant 
lassen,  durch  das  Symbol: 

^6)  Q{x,y)[x{x,y)l^^+Y^x,yyX] 

dargestellt.  Sie  sind  bekannt,  sobald  nur  die  Differential- 
gleichung (1)  vorliegt.     Aus  diesem  Grunde  ist  es  nicht  über- 
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raschend,  daß  solche  infinitesimale  Transformationen  für  die  Auf- 
gabe, die  Differentialgleichung  (1)  zu  integrieren,  keinen  Vorteil 
mit  sich  bringen.  Man  nennt  sie  triviale  infinitesimale  Trans" 
formationen  der  Differentialgleichung  (1).  Sie  lassen  sich  auch 
so  charakterisieren:  Eine  triviale  infinitesimale  Transformation 
führt  jeden  Punkt  (x,  y)  um  unendlich  wenig  in  derjenigen 
Richtung  vorwärts,  die  durch  das  Linienelement  angegeben 
wird,  das  dem  Punkte  vermöge  der  Differentialgleichung  nach 
(7)  in  Nr.  734  zugeordnet  wird,  da  |  und  yj  hier  zu  X  und  Y 
proportional  sind. 

Bedeutet  dagegen  (2)  eine  niclit  triviale  bekannte  infini- 
tesimale Transformation,  bei  der  die  Differentialgleichung  (1) 
invariant  bleibt,  so  gibt  es  ein  Integral  (x){x,  y),  das  der  Grlei- 
chung  (3)  und  der  zweiten  Gleichung  (4)  genügt.  Aus  beiden 
lassen   sich,   da  jetzt   die   Determinante   Xyj  —  Y^  =j=  ^  ist,   o^ 


und  63,^  berechnen.     Es  kommt: 

—  Y 

X 

iO                          "^--Xv-Yä'     "^'J- J 

Cn-  Yä 

Also  ist  das  vollständige  Differential  da  des  Integrals  w  be- 
kannt, so  daß  sich  co  mittels  Quadraturen  bestimmen  läßt.  Mit- 
hin gilt  der  von  Lie  herrührende 

Sat2  21:     Gestattet    die    geiv'öhnliche   Differentialgleichung 
erster  Ordnung: 

X{x,  y)dy  —  Y{x,  y)dx  =  0 

die  nicM  triviale  infinitesimale  Transformation: 


so  ist: 


dx 

dy 

X 

Y 

1    ^ 

n 

X 

Y 

l{x,y)li  +  n{x,y)^j, 


.  Xdy—Ydx 

''"  ==     Xri-  Yi 


das  vollständige  Differential  eines  Integrals,  d.  h.  es  ist  dann: 

1 

ein  Midtiplikator  der  Differentialgleichung.    Vorausgesetzt  ist  dabei 
ein  Bereich,  in  dem  X,  Y,  |,  ?/  und  ihre  partiellen  Ableitungen 
erster  Ordnung  stetig  sind. 
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739.  Beispiele.     Eine  infinitesimale  Transformation: 

(1)  U^>«/)f^  +  '/(^>  y)|^; 
bei  der  die  Differentialgleichung: 

(2)  X(x,  y)  dy  -  Y{x,  y)dx  =  0 

invariant  bleibt,  nennt  man  häufig  einfacher  eine  infinitesinicde 
Transformation  der  Differentialgleichung.  Manche  Aufgaben,  die 
auf  die  IntegTation  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung 
erster  Ordnung  hinauskommen,  sind  so  beschaffen,  daß  man 
von  vornherein  eine  nicht  triviale  infinitesimale  Transformation 
der  Differentialgleichung  anzugeben  vermag  und  zwar  schon, 
bevor  man  die  Differentialgleichung  selbst  überhaupt  aufgestellt 
hat,  so  daß  man  dann  von  vornherein  weiß,  daß  die  Lösung 
des  Problems  mittels  Quadraturen  möglich  ist.  Die  folgenden 
Beispiele  sowie  Beispiele  in  den  späteren  Nummern  zeigen  dies. 
1.  Beispiel:  Gesucht  tverden  diejenigen  Kurven  in  der 
Ebene,  deren  Bogenlänge  s  als  FunMion  der  recMivinMigeit  Koor- 
dinaten X  und  y  in  der  Form: 

(3)  s  =  (p{x)  -\-  y  +  konst. 

gegeben  ist.  Jede  solche  Kurve  geht  vermöge  einer  Transfor- 
mation, bei  der  sich  cp{x)  -\-  y  nur  um  eine  additive  Konstante 
ändert,  in  eine  ebensolche  Kurve  über.  Solche  Transformationen 
sind  offenbar  die  Schiebungen  parallel  der  y- Achse: 

(4)  X  =  Xq,    y  =  yo  +  t, 

wo  t  eine  beliebig-e  Konstante  bedeutet.  Denn  infolge  dieser 
Transformation  ist: 

(fix)  +  y  =  (fj{x^  +  y^  +  t. 
Die  infinitesimale  Transformation  der  eingliedrigen  Gruppe  von 
Schiebungen  (4)  parallel  der  ?/- Achse  hat  nach  dem  4.  Beispiele 
in  Nr.  735  das  Symbol: 

dl. 

dy 

Hier  wird  insbesondere  ^  =  0, »/  =  1.  Wenn  die  Gleichung  (2)  die 
Differentialgleichung  des  vorliegenden  P)-oblems  ist,  muß  daher 
nach  dem  letzten  Satze  1  :  X  ein  Multiplikator  der  Differential- 
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gleichung  sein.     Nun  ergibt  sich   die  Differentialgleichuug  aus 
(3)  nach  (1)  in  Nr.  193  durch  Differentiation  in  der  Form: 

oder,  wenn  die  Grleichung  nach  i/  aufgelöst  und  dann  y'  durch 
dy  :  dx  ersetzt  wird: 

2cp\x)dy  -  [1  -  (p'{xy]  dx  =  0. 
Hier  ist  X  =  2(p'(x),  und  die  Division  mit  X  gibt  in  der  Tat 
das  vollständige  Differential: 


dy 


des  Integrals: 


2  qp'  {x) 


dx 


V  —  I      «^r^  dx  =  konst. 
•^      J       2(p{x) 


2.  Beispiel:  Ist  die  Differentialgleichung  (2)  homogen, 
vgl.  Nr.  715,  725,  so  dürfen  wir  annehmen,  daß  X  und  Y  homo- 
gene Funktionen  von  gleichem  Grade  m  seien.  Die  Richtung 
des  einem  Punkte (if,^/)  zugeordneten  Linienelements,  die  sich  aus: 

to-  r  =  ^A^-^y^ 

«  X{x,y) 

ergibt,  hängt  daher  von  y :  x  allein  ab.    Allen  Punkten  (ic;,  y)  ein 
und  desselben  Strahls  vom  Anfangspunkte  0  aus  sind  demnach 

parallele  Linienelemente  zugeordnet. 
Also  sind  die  Linienelemente  etwa  so 
gelagert,  Avie  es  Fig.  29  andeutet. 
Wird  irgend  eine  Kurve  ins  Auge  ge- 
faßt, so  weiß  man,  daß  eine  Streckimy 
vom  Anfangspunkte  0  aus  (vgl.  das 
2.  Beispiel  in  Nr.  733)  die  Kurve  in 
eine  ähnliche  Kurve  verwandelt  und 
zwar  so,  daß  die  neue  Kurve  irgend 
einen  Strahl  von  0  aus  unter  dem- 
selben Winkel  schneidet  wie  die  alte 
Kurve.  Hieraus  schließt  mau,  daß 
jede  Integralkurve  /.'  der  liomogeuen 
Differentialgleichung  bei  allen  Streckungen  von  0  aus  stets 
wieder  in  Integralkurven  //,  /.;", . . .  übergeht.  Die  Differential- 
gleichung gestattet  demnach  die  infinitesimale  Streckung  von  O 
aus,  deren  Symbol  nach  dem  2.  Beispiele  in  Nr.  735  ist : 
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cf    ,       df 
ox       ^  oy 

Nach  Satz  21  muß  deshalb  der  reziproke  Wert  von  Xy  —  Yx 

ein  Multiplikator    sein.      Dasselbe    ergab    sich    in  Nr.  725,  wo 

X  und  Y  mit   V  und  —  U  bezeichnet  wurden. 

3.  Beispiel:    Es  liege  eine  Differentialgleichung  vor  von 

der  Form: 


(5) 
oder: 

(6) 


{x  —  y(p)dy  —  (y  +  x(p)dx  =  0, 


wo  (p  eine  Funktion  von  x^  +  y^  allein  sein  soU.  Ist  r  bzw.  w 
der  Winkel,  den  ein  Linienelement  {x,  y,  y)  der  Dififerential- 
gleichung  bzw.  der  Radiusvektor  des  Punktes  {x,  y)  dieses 
Elements  mit  der  positiven  :r- Achse   bildet,   so   folgt   aus  (5): 

tff  T  tff  CO  11  ,        /  ^ 

,    ,   ,  -  -f       =(p,     d.h.     tg(T  —  o:))  =  qp. 

1  -|-  tg  T  tg  03  ^  '  ^  ^  ^ 

Da  (p  nur  von  .t'-  +  y"  abhängt,  sind  allen  Punkten  eines  Kreises 
mit  dem  Mittelpunkte  0  solche  Linienelemente  zugeordnet,  die 
mit  dem  Kreise  denselben  Winkel  bilden.  Die  Lagerung 
der  Linienelemente  ist  also 
etwa  so,  wie  es  Fig.  30  an- 
deutet. Irgend  eine  Drehung 
um  0  ändert  dies  Bild  nicht. 
Deshalb  gestattet  die  Differen- 
tialgleichung (6)  die  einglie- 
drige Gruppe  aller  Drehungen 
um  0,  deren  infinitesimale 
Transformation  nach  dem 
1.  Beispiele  in  Nr.  735  das 
Symbol  hat: 


df  .  cf 
y^  -^  x^ 
^  ox         dy 


Fig.  :io. 


Nach  Satz  21  ist  folglich  der  reziproke  Wert  von  x'^  -f  y^  ein 
Multiplikator.     In  der  Tat  geht  die  linke  Seite  von  (6)  durch 
Division  mit  x- -\- y"  in  das  vollständige  Differential  über: 
xdy  —  ydx        q)[x^-\-y^) 


^*+J/' 


x'^y' 


(xdx  -f  ydy), 


[739 


192     Kap.  III.    Gewöhnliche  DiiFerentialgleichungeu  erster  Ordnung. 
SO  daß  eine  Quadratur  das  Integral: 

arc tg  ^  -  l    ff^^l±yfi  dix-  +  7/2)  =  konst. 

liefert.     Dabei   ist  x^  +  y'^  die   Veränderliche   des  Integranden. 

740.  Anwendung  auf  das  Problem  der  isogonalen 
Trajektorien.  Diejenigen  Kurven  h,  die  alle  Kurven  y  einer 
einfach  unendlichen  Schar  in  der  Ebene  unter  einem  konstanten 
Winkel  a  schneiden,  heißen  die  zum  Winkel  a  gehörigen  iso- 
gonalen TrajeMorien  der  Schar  y, 
siehe  Fig.  31.  Wenn  die  Schar  y 
aus  den  Integralkarven  der  Diffe- 
rentialgleichung: 

(1)       X{x,  y)  dy  -  Y{x,  y)  dx  =  0 
besteht,  kann  man  daraus  die  Diffe- 
rentialgleichung jener  Trajektorien  in 
Fig.  31.  sehr  einfacher  Weise  gewinnen.   Denn 

die  Linienelemente  der  Trajektorien 
gehen  aus  denen  der  Kurven  y  hervor,  wenn  man  diese  um  ihre 
Punkte  herumdreht  und  zwar  um  den  Winkel  cc.  Nach  (1)  ist 
aber  Xsinr  —  Ycost  =  0  die  Bedingung  für  den  Winkel  r 
eines  Linienelementes  einer  Kurve  y  mit  der  positiven  ^-Achse, 
so  daß  hierin  v  durch  r  —  cc  zu  ersetzen  ist,  damit  sich  die  Be- 
dingung für  den  Winkel  t  eines  Linienelements  einer  isogo- 
nalen Trajektorie  ergebe: 

Xsin  (t  —  a)  —  Ycos  (r  —  a)  =  0. 
Werden  hierin  sin  t  und  cos  t  durch  die   zu   ihnen   proportio- 
nalen Differentiale  dy  und  dx  ersetzt,  so  geht  die  Differential- 
gleichung der  isogonalen  TrajeMorien  hervor: 

(2)  (Xcosß  —  Ysina)  dy  —  (Xsina  -{-  Ycos  a)dx  =  0. 
Insbesondere  ergibt  sich  im  Falle  cc  =  ^n  oder,  was  übrigens 
auf  dasselbe  hinauskommt,  im  Falle  a  =  —  J-.-r  die  Differential- 
gleichung der  orthogonalen  Trajektorien: 

(3)  Ydy  +  Xdx  =  0. 

Man  kann  eine  ausgedehnte  Klasse  von  Differentialglei- 
chungen  von  der  Form  (2)  angeben,  die  sich  mittels  Quadra- 
turen integrieren  lassen.  Die  gegebene  Kurvenschar  y  gestatte 
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Dämlich  eine  eingliedrige  Gruppe  von  lauter  hmformcn  oder 
winl'eltreiien  Transformationen,  d.  h.  von  Transformationen,  hei 
denen  zwei  Kurven,  die  einander  schneiden,  stets  in  solche  zwei 
Kurven  iibergehen,  die  denselben  Winkel  mit  einander  bilden  wie 
die  ursprünglichen.  Dann  werden  die  Transformationen  dieser 
Gruppe  auch  jede  Kurve,  die  alle  Kurven  y  unter  dem 
Winkel  a  schneidet,  in  ebensolche  Kurven  verwandeln,  so 
daß  die  Differentialgleichung  (2)  die  eingliedrige  Gruppe  ge-^- 
stattet  und  sich  nach  Satz  21,  Nr.  738,  mittels  Quadraturen 
integrieren  läßt.  Eingliedrige  Gruppen  von  der  erwähnten 
Art  sind  z.  B.  die  Gruppe  aller  Schiebungen  nach  einer 
bestimmten  Richtung  hin,  die  Gruppe  aller  Drehungen  um 
einen  Punkt  0  und  die  Gruppe  aller  Streckungen  von  einem 
Punkte  0  aus.  Ein  hierhergehöriges  Beispiel  wurde  schon  in 
Nr.  714  besprochen,  nämlich  die  Bestimmung  der  isogonalen  Tra- 
jektorien  aller  Strahlen  von  0  aus,  d.  h.  der  lo(jarithmischen 
Spiralen  mit  dem  Pole  0.  In  diesem  Falle  ist  die  Gruppe  aller 
Streckungen  von  0  aus  in  der  soeben  auseinandergesetzten  Weise 
anzuwenden. 

Zunächst  geben  wir  drei  Beispiele,  in  denen  die  drei  ge- 
nannten speziellen  Gruppen  auftreten. 

1.  Beispiel:  Die  gegebene  Kurvenschar  y  bestehe  aus  allen 
denjenigen  Kreisen  vom  Radius  a,  deren  MittelpunMe  auf  der 
X-Achse  liegen.  Jeder  solche  Kreis  geht  durch  eine  Schiebung 
parallel  der  ic- Achse  in  einen  Kreis  von  derselben  Art  über, 
so  daß  also  die  Schar  y  die  infinitesimale  Schiebung: 

Ol 

dx 

parallel  der  ^-Achse  zuläßt  (vgl.  das  4.  Beispiel  in  Nr.  73ö). 
Hier  ist  |  =  1,  ri  =  0.  Nach  Satz  21,  Nr.  738,  muß  daher  die 
Differentialgleichung  (2)  der  isogonalen  Trajektorien  der  Kreis- 
schar den  reziproken  Wert  von  —  (Xsinc«:  -f-  Fcos  a)  zum  Multi- 
plikator haben.  Hierbei  ist  übrigens  das  Vorzeichen  unwesent- 
lich, weil  ein  Multiplikator  mit  einer  beliebigen  Konstante 
multipliziert  werden  darf.  Um  nun  die  Differentialgleichung  (2) 
im  vorliegenden  Falle  zu  bilden,  stellt  man  zuerst  die  Gleichung: 

{x-(J)^+,f^a'' 
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der  Kreisschar  auf,  differenziert  sie  und  eliminiert  aus  beiden 
Gleichungen  C,  wodurch  man  die  Differentialgleichung  (1)  in 
der  Form  gewinnt: 

ydy  +  Ya^  —  y^  dx  =  0. 

Folglich  ist  X  =  ?y,  Y  =  —  ya^—  y^  zu  setzen,  so  daß  sich  als 
Differentialgleichung  (2)  der  isogonalen  Trajektorien  ergibt: 

{y  cos  a  -j-  ]/«^  —  y^  sin  «)  dy  —  {y  sin  a  —  |/a^  —  y^  cos  cc)  dx  =  0. 

Der  Wert  von  X  sin  a  -\-  Fcos  a  ist  hier  y  sin  a  —  y'a^  —  7/*  cos  a. 
Der  reziproke  Wert  stellt  einen  Multiplikator  vor.  Die  Glei- 
chung der  gesuchten  isogonalen  Trajektorie  ergibt  sich  mithin 
in  der  Form: 

/*w  cos  a -f-l/a* — «^sina    ,  ,  , 

I  ^  -    _    -^^^^^ dy  —  X  =  konst. 

Die  noch  erforderliche  Quadratur  ist  mittels  der  Substitutionen 
y  =  a  sin  z  und  ^  =  tg  ~\  z  (siehe  Nr.  452)  leicht  zu  leisten.  Ins- 
besondere geht  für  a  =  ^71  die  Gleichung  der  orthogonalen 
Trajektorien  hervor,  die  übrigens,  wie  man  sofort  aus  der 
konstanten  Tangenten  länge  a  sieht,  die  im  2.  Beispiele  von 
Nr.  713  berechneten  Traktrlzen  mit  der  a;-x'Vchse  als  Leit- 
linie sind. 

2.  Beispiel:  Die  gegebene  Kuroem^char  y  bestehe  aus  den 
konzentrischen,  ähnlichen  und  ähnlich  gelegenen  Kegel  schnitten: 
(4)  Äx^  ^  By^  =  konst, 

wo  A  und  B  gegebene  Konstanten  sind.  Jede  Streckung  vom 
Anfangspunkte  0  aus  führt  jeden  Kegelschnitt  der  Schar  in 
einen  Kegelschnitt  derselben  Schar  über.  Die  Differentialglei- 
chung (2)  der  isogonalen  Trajektorien  läßt  folglich  in  diesem 
Falle  die  infinitesimale  Streckung: 

^'  ^ — i-  y  ^ 

öx  oy 

zu  (vgl.  das  2.  Beispiel  in  Nr.  735)  und  hat  daher  nach  Satz  21, 
Nr.  738,  als  Multiplikator  den  reziproken  Wert  von: 
(X  cos  a  —  F  sin  a)y  —  (X  sin  a  -\-  Y  cos  «)  x. 
Durch  Differentiation  von  (4)  ergibt  sich  sofort  die  Differential- 
gleichung der  Kegelschnittschar: 

Axdx  -\-  Bydy  =  0, 
740] 


§4.  Infinitesimale  Transformationen  gewöhn!.  Diiferentialgln.  l.Oi'dng.   195 

also  X  =  By,  Y  =  —  Ax,  so  daß  die  Differentialgleichung  (2) 
der  isogonalen  Trajektorien  lautet: 

{By  cos  a  -\-  Ax  sin  (x)dy  —  (By  sin  a  —  Ax  cos  a)dx  =  0. 

Sie  hat  demnach  den  Multiplikator: 

^1 

(A  —  B)xy  sin  a  -f-  (Ax^  -\-  By^  cos  a 

Übrigens  liegt  hier  eine  homogene  Differentialgleichung  vor 
(nach  Nr.  715).  Insbesondere  gibt  die  Annahme  a  =  ^^n  die 
orthogonalen  Trajektorien  der  Kegelschnittschar  (4)  in  der  Form: 

AB  - 

^ 7  In  y  —  ^ i  \y[X  ==  konst.      oder     u  =  konst.  x^  . 

B  —  A      "^        B  —  A 

3.  Beispiel:  Die  gegebene  Kurvenschar  y  bestehe  aus  allen 
Kreisen  vom  Radius  a,  deren  Mittelpunkte  auf  einem  Kreise  K 
liegen  Diese  Kreisschar  gestattet  die  Gruppe  aller  Drehungen 
um  den  Mittelpunkt  0  des  Kreises  K,  so  daß  also  die  Diffe- 
rentialgleichung der  isogonalen  Trajektorien   die   infinitesimale 

Drehung : 

df    ,      df 

—  y  ^  +  ^  ^- 

•^  öx  oy 

zuläßt  (vgl.  das  1.  Beispiel  in  Nr.  735 j,  falls  0  als  Anfangs- 
punkt gewählt  v^ird.  Die  weitere  Berechnung  sei  dem  Leser 
überlassen. 

Nicht  immer  weiß  mau  von  vornherein  die  anzuwendende 
infinitesimale  honforme  Transformation: 

(5)  l{:x,y)%-Vn{x,y)^-^ 

anzugeben,  vielmehr  muß  man  sie  unter  Umständen  erst  suchen. 
Dabei  ist  zu  beachten,  daß  die  Winkeltreue  der  infinitesimalen 
Transformation  darin  zum  Ausdrucke  kommt,  daß  der  Übergang 
von  den  Punkten  {x,  y)  zu  den  Punkten  (x  -{-  ^dt,  ?/  +  ijd^) 
eine  konforme  Abhildung  bedeutet,  also  x  +  ^dt  -i-i(y  -{-r]dt)  oder 
I  +  irj  eine  monogene  Funktion  f(x  -f-  iy)  von  x  +  iy  ist  (siehe 
Nr.  626).  Dies  ist  dann  und  nur  dann  der  Fall,  wenn  |  und 
rj  die  Cauchy-Riemannschen  Gleichungen  von  Nr.  62o  erfüllen: 

(6)  ^.r=V     ^v^^-^lr- 

Dann  kann  das  System,  das  die  Gruppe  erzeugt,  nämlich: 
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in  einer  Gleichung: 

d(x-\-iy)       j,r      ,     •   N 
— -^-  =  f\x  +  %y) 

zusammengefaßt  werden.  Bedeuteb  Fix  +  iy)  eine  monogene 
Funktion,  deren  Ableitung  gleich  1  :  fix  +  ^i)  ist,  so  gibt  die 
letzte  Gleichung  Fix  +  «'?/)  ==  ^  +  konst.,  also,  da  x  +  iy  für 
1^  =  0  den  Wert  x^^  +  iy^  haben  soll: 

Fix-\-ui)  =  Fix,^-iy^-^t 
Hiernach  ist  x  +  iy  eine  monogene  Funktion  von  x^^  -\-  iy^  . 
Wenn  also  die  Bedingungen  (6)  erfüllt  sind,  besteht  auch  die 
von  der  infinitesimalen  Transformation  (5)  erzeugte  eingliedrige 
Gruppe  aus  lauter  winkeltreuen  oder  konformen  Transformationen, 
i.  Beisjjiel:  Die  geyehene  KiirvenscJiar  y  bestelle  aus  allen' 
konzentrischen  gleichseitigen  Hyperbeln  mit  einem  gemeinsamen 
Durchmesser  PP.  Wird  der  Mittelpunkt  0  der  Hyperbeln 
als  Anfangspunkt,  die  Gerade  OF  als  x-Achse  gewählt  und 
die  Strecke   OF  mit  a  bezeichnet,  so  ist: 

(7)  x''-y^-a'-V2Cxy  -0 

die  Gleichung  der  Hyperbelschar.  Vollständige  Differentiation 
nach  X  und  Elimination  von  C  gibt  ihre  Differentialgleichung: 

(8)  .^(l  -  ^.  ^-^)^;'/  -  ?/{l  +  ^^^dx  =  0. 

Dies  ist  hier  die  Gleichung  (1).  Die  Differentialgleichung  der 
isogonalen  Trajektorien  lautet  nach  (2): 

[       X  cos  a  —  y  sin  a ^        ^  {x  cos  a  -\-  y  sin  a)  \dy 

I —  X  sin  cc  -\-  y  cos  a  — y^^ — ^  (^  sin  a  —  y  cos  a)  \dx  =  0. 

Diese  Differentialgleichung  könnte  man  integrieren,  wenn  eine 
solche  infinitesimale  konforme  Transformation  bekannt  wäre, 
bei  der  die  Schar  der  Hyperbeln  invariant  bleibt.  Am  ein- 
fachsten ist  es,  zu  verlangen,  daß  jede  einzelne  Hyperbel  in- 
variant bleibe,  d.  h.  daß  die  gesuchte  infinitesimale  Transfor- 
mation für  die  Differentialgleichung  (8)  trivial  sei.  Dann  haben 
I  und  1]  nach  (6)  in  Nr.  738  die  Form: 
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l  =  sO^(i  -  -^) ,    n  =  (>/y(i  +  ^^)  • 

Nun  sollen  aber  |  und  7;  die  Bedingungen  (6)  erfüllen,  die  ein- 
fach Qj.^  Qy ''""  ^?  ^^^^  Q  "  konst.  geben.  Wählt  man  z.  B.  ^  =^^  1, 
so  folgt  also,  daß  die  Differentialgleichung  (9)  die  infinitesimale 
konforme  Transformation: 

gestattet.  Nach  Satz  21  von  Nr.  738  ist  deshalb  ein  Multipli- 
kator bekannt,  nämlich: 

x^  -f  y^ 

sin  cc  [{x''-\-  i/y  —  2  a\x^  —  y") +T*j   ' 

Wird  zur  Abkürzung: 

(10)  ip  =  (x'  4-  y^y  -  2a\x'-  -  3/2)  -}-  a' 

gesetzt,  so  ist  mithin  auch  4:(x^ -\- y^)  :  tjj  ein  Multiplikator. 
Die  Gleichung  (9)  nimmt  nach  Multiplikation  mit  ihm  die 
Form  an: 

.^.x  xbydx  —  ip^dy  .    rp_^dx-{-  ijjydy     .  ^ 

(11) ,  ^   ^  cos  a  +  — -!— Tl^— -^  sm  a  -=--  0. 

Der  mit  sin  a  multiplizierte  Bruch  ist  das  vollständige  Diffe- 
rential von  In  ip.  Im  FaUe  a  =^  ^71  ergibt  sich  somit,  daß 
t^  =  konst.  die  Schar  der  orthogonalen  Trajektorien  vorstellt. 
Da  wir  wissen,  daß  sich  im  Falle  0;  =  0  die  Schar  der  Hyper- 
beln selbst  ergeben  muß,  die  nach  (7)  in  der  Form: 

(12)  (p  =  "^"-y"--^''  =  konst. 
^      '^  ^  xy 

darstellbar  ist,  muß  der  in  (11)  mit  cos  cc  multiplizierte  Bruch 
das  vollständige  Differential  einer  Funktion  von  cp  allein  sein. 
In  der  Tat  ist  nach  (12)  und  (10): 

äcp^'^^^ß^'     und     ^  =  .^/(9>^+4), 

so  daß  jener  Ausdruck  die  Form  dcp  :  (\  (p^  -\-  1]  hat,  also  das 
vollständige  Differential  von  2  arc  tg^qp  ist.     Mithin  stellt: 

2  arc  tg  ^  ^  •  cos  a  -f  In  1/;  ■  sin  a  =  konst. 

die  Schar  der  isogonalen  Trajektorien  der  Hyperbeln  (7)  dar. 
Werden  Polarkoordinaten  w  und  q  eingeführt,  so  geht  die  Glei- 
chung iIj  =  konst.  der  oiihogonalen  Trajektorien  über  in: 
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Q^  —  2a^Q^  cos  2to  =  konst. 
Dies  sind  nach  (1)  in  Nr.  554  Cassinisehe  Kurven,    wobei    die 
damals  mit  F^  und  jPg  bezeichneten  Punkte  die  beiden  gemein- 
samen Punkte   der  Hyperbeln  (7)  sind,  nämlich   der  Punkt  P 
und  sein  Gegenpunkt  P'. 

741.  Bedingung  dafür,  daß  die  Differentialgleichung 
eine   infinitesimale  Transformation   gestattet.     Ist  ein 

Integi-al  co{x,  y)  der  Differentialgleichung: 
(!)•  X{x,  y)dy  —  Y{x,  y)dx  =  0 

bekannt,  so  vermag  man  auf  Grrund  des  Satzes  20  von  Nr.  737 
zu  entscheiden,  ob  die  Differentialgleichung  eine  gegebene  in- 
finitesimale Transformation: 

(2)  ^ix,y)^J^  +  r^{x,y)l^ 

zuläßt.  Es  entsteht  aber  die  Frage,  wie  man  dies  entscheidet, 
wenn  das  Integral  co  noch  nicht  bekannt  ist.  Zur  Beantwor- 
timg schlagen  wir  den  Weg  ein,  den  der  Satz  21  von  Nr.  738 
unmittelbar  bietet. 

Danach  ist  zu  fordern,  daß: 

{ö)  da  -  x^^rry 

ein  vollständiges  Differential,  also: 

d         X  d         Y        _  ^ 

"T    a«,  V„  -Vi.  ^ 


arcXTj-n    '    dyXri-  r| 
sei.     Dies  gibt  ausgerechnet: 

(4)  Y{i  X,  +  ^ x^  -  X t  -  Yi)  _  x(|  r,  +  ^  i;  -  X  n^  -  y^,) 

=  0. 

Erfüllen  |  und  ^  diese  Bedingung,  so  ist  (3)  ein  vollständiges 
Differential,  daher: 

—  r  X 

CO.,  = 


■^       Xn—YV      ^v       X7]—YV 
mithin : 

SO    daß    die  Schar    der  Integralkurven  (o{x,  y)  =  konst.  in  der 
Tat  nach  Satz  20,  Nr.  737,  die  infinitesimale  Transformation  (2) 
gestattet.     P'olglich  haben  wir  den 
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Satz  22:  Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  da- 
für, daß  die  Differentialgleichung : 

X{x,  y)dy  -  Y{^x,  y)dx  =  0 
die  infinitesimale  Transformation: 

gestattet,  lautet: 

Y{lX,  +  n^-Xl,-Y%)-X{lY^  +  riY-Xn^-l\)=(). 

Sie  gilt  auch  für  die  trivialen  infinitesimalen  Transforma- 
tionen  (vgl.  (6)  in  Nr.  738),  da  sie  durch  die  Annahmen  i,  =  qX, 
ri  =  qY  erfüllt  wird,  welche  Funktion  von  x  und  y  auch  q 
sein  mag. 

1.  Beisiiiel:  Die  lineare  Differentialgleichung: 

(5)  y  -  foi^^yy  +  fx{x), 

siehe  Nr.  716,  lautet,  als  totale  Gleichung  geschrieben: 

(6)  dy-{f,y+f\)dx  =  0. 

Hier  ist  X  =  1,  Y  =  f^y  +  fx  ■  Weil  f^  und  f^  nur  von  x  ab- 
hängen, gibt  die  Bedingung  des  Satzes: 

(/oy  +  A)[t+(/o?/  +  /i)y  + 

W^y  +  /;')  +  rif,  -  »?,  -  {f,y  +  fxH^  =  0. 

Wünscht  mau  die  Gleichung  (5)  zu  integrieren,  so  braucht 
man  nicht  alle  ihre  infinitesimalen  Transformationen  zu  kennen, 
sondern  es  genügt  eine  und  zwar  eine  nicht  triviale.  Demnach 
wird  man  versuchen,  besonders  einfache  Funktionen  |(a;,  y) 
und  'Yi{x,  y)  zu  finden,  die  der  aufgestellten  Bedingung  ge- 
nügen. Z.  B.  bleibt  bei  der  Annahme  ^  =  ^^  fiii*  >/  die  Be- 
dingung übrig: 

und  da  /J,  und  f\  nur  von  x  abhängen,  kann  man  sie  durch 
eine  nur  von  x  abhängige  Funktion  i/  befriedigen,  denn  für 
eine  solche  Funktion  bleibt  übrig: 

(7)  V  =  /"o(^)^- 

Daher  gestattet  die  lineare  Differentialgleichung  (ö)  die  infini- 
tesimale Transformation  mit  dem  Symbol: 


r,(^)%, 
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falls  t]  eine  Funktion  von  x  ist,  die  der  DijS'erentialgleichung  (7) 
genügt,  d.  h.  der  zur  vorgelegten  linearen  Differentialgleichung  (5) 
gehörigen  vcrldlrzten  Gleichung  (siehe  (2)  in  Nr.  716).  Aus  (7) 
folgt  sofort,  daß: 

X 

1]  =  €"■ 

gesetzt  werden  kann,  wobei  die  untere  Grenze  a  des  Integrals 
bestimmt  gewählt  werden  darf.  Nach  Satz  21,  Nr.  738,  ist 
daher: 

X 

-ffo{x)dx 

ein  Multiplikator  von  (5).     Dasselbe  ergab  sich  in  Nr.  726. 

Schließlich  werde  noch  die  Bedingung  des  Satzes  22  auf 
diejenige  Form  gebracht,  die  in  der  von  Lie  entwickelten 
Theorie  der  Transformationsgruppen  gebräuchlich  ist.  Dazu 
bedürfen  wir  des  sogenannten  Klammer ausdruclis.  Unter  dem 
Klammerausdruck : 

versteht  man  folgendes:  Zuerst  soll  der  Ausdruck: 

00  if^  +  ^l^ 

^  -^  ^  ex        '  cy 

für  den  Fall  berechnet  werden,  wo  f  darin  durch  den  Weit: 

(10)  xS^+  r|^ 

^     ^  ex  oy 

ersetzt  wird;  dann  soll  der  Ausdruck  (10)  für  den  Fall  be- 
rechnet werden,  wo  /'  darin  durch  den  Wert  (9)  ersetzt  wird, 
schließlich  soll  das  zAveite  Ergebnis  vom  ersten  aljgezogen 
werden.     Der  Klammerausdruck  (8)  soll  also  bedeuten: 

dx\     dx  cyj         '  dy\     dx  dy) 

dx\^  ex        ^  (  y)  cy\'dx~^    '  dy) 

Werden    alle  Differentiationen  ausgeführt,    so   heben    sich   alle 
diejenigen  Glieder  fort,  in  denen  partielle  Aljleitungeu   ziveiter 
Ordnung    von   f   auftreten;    mithin    bleibt    als    Definition    des 
Klammerausdrucks  zweier  Symbole  übrig: 
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V  ex        '  dy'  dx   ^        dy) 


Der  Klammevausdruck  zweier  Symbole  ist  demnach  wieder  ein 
Symbol  einer  infinitesimalen  Transformation. 
Nun  ist  insbesondere: 

ex  dy 

eine  triviale  infinitesimale  Transformation  der  Differentialglei- 
chung (1),  nach  (6)  in  Nr.  738.  Wenn  die  Differentialglei- 
chung die  infinitesimale  Transformation: 

"^dx^"^  (y 
zuläßt,  so  besagt  die  dafür  in  Satz  22  aufgestellte  Bedingung, 
daß  die  Koeffizienten  von  df:cx  und  cficy  in  dem  in  (11) 
gefundenen  Symbol  zu  X  und  Y  proportional,  also  von  der 
Form  qX  und  q  Y  sein  müssen,  d.  b.  daß  das  durch  die  Klammer- 
bildung hervorgehende  Symbol  die  Form: 


X'/  +  Ylf-] 
d  X  öy) 


haben  muß.    Dies  aber  ist  die  allgemeine  Form  einer  trivialen 
infinitesimalen    Transformation    der    Differentialgleichung    (1). 
Hiernach  läßt  sich  der  Satz  22  so  aussprechen: 
Satz  23:  Die  Differentialgleichung: 

X{x,  y)dy  -  Y{x,  y)dx  =  0 
gestattet  die  infinitesimale  Transformation: 

W,yYj-^+r^{x,y)ly 

dann  und  nur  dann,  ivenn  der  Klammerausdrack  aus  dieser 
und  aus  der  trivialen  infinitesimalen  Transformation: 

der  Differentialgleichung  ivieder  eine  triviale  infinitesimide  Trans- 
formation der  Differentialgleichung  gibt,  d.  h.  uenn  eine  Glei- 
chung hesteht  von  der  Form: 

(^?-^  +  >^i^     XV  +  Y'A^Q(x,y).ixy-+Ylf). 
Vcx  '    '  cy'         ex   '        dy)      v\'>Jy\     ^x  d yj 
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2.  Beispiel:  Ist  die  Differentialgleichung  Jwmoyen,  d.  h. 
sind  X  und  Y  liomogene  Funktionen  gleichen  Grades  m  von 
X  und  y,  so  gestattet  die  Gleichung  nach  dem  2.  Beispiele  in 
Nr.  739  die  infinitesimale  Streckung: 

dx       '^  dy 
Der  Klammerausdruck  liefert  hier; 

\    dx        ^  dir  (^x   '        dyJ 

(xX^  +  yX^, -  X) %  +  IX r,. ^yY,-Y)fy. 

Weil  aber  nach  Satz  9,  Nr.  91: 

X  X^  +  y  X,^  =  m  X,     x  Y^  +  y  r„  =  m  Y 
ist,  erhält  der  Klaramerausdruck  den  Wert: 

(»-i)(^al+^'|)- 

Hier  ist  also  q  die  Konstante  m  —  1. 

742.  Neue  Veränderliche  in  einer  eingliedrigen 
Gruppe.  Es  seien  tp  und  i\}  zwei  voneinander  unabhängige 
stetige  Funktionen  von  x  und  y  mit  stetigen  partiellen  Ab- 
leitungen erster  Ordnung,  so  daß  die  Gleichungen: 

(1)  x=^(p(x,y),     y  =  xl){x,y) 

auch  umgekehrt  x  und  y  als  Funktionen  von  x  und  y  defi- 
nieren, vgl.  Satz  18,  Nr.  698.  Alsdann  sei  die  Aufgabe  gestellt, 
in  diejenige  eingliedrige  Gruppe,  die  von  der  infinitesimalen 
Transformation : 

(2)  i{x,y)Y^+.^{x,y)l[ 

erzeugt  wird,  die  neuen  Veränderlichen  x  und  y  einzuführen. 
Da  man  x  und  y  als  neue,  krummlinige  Koordinaten  der 
Punkte  der  Ebene  mit  den  rechtwinkligen  Koordinaten  x  und  y 
auffassen  kann,  bewirkt  die  Einführung  der  neuen  Veränder- 
lichen nicht  etwa  eine  Umwandlung  der  Gruppe  in  eine  an- 
dere, sondern  nur  eine  andere  analytische  Darstellung  der  Gruppe. 
Die  Transformationen  der  Gruppe  sind  als  diejenigen  Lösungen- 
systeme des  Sy.stems: 
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definiert,  die  für  t  =  0  die  Anfangswerte  Xq  und  ?/„  haben. 
Setzt  man  entsprechend  (1)  noch: 

so  gehen  diese  Lösungensysteme  durch  Einführung  von  x,  y, 
Xf^  und  y^  in  diejenigen  Lösungensysteme  eines  neuen  Systems 
in  X,  y  und  t  über,  die  für  ^  =  0  die  Anfangswerte  x^  und  y^ 
haben.  Das  neue  System  von  Differentialgleichungen  aber  wird 
so  gewonnen:  Nach  (1)  und  (3)  ist: 

dx       c.        ,  dy       i-  ,      , 

Auf  den  rechten  Seiten  sind  noch  für  x  und  y  die  zu  den  Funk- 
tionen (1)  in  Versen  Funktionen  von  ./;  und  y  einzuführen.  Wenn 
sich  dadurch  die  Funktionen: 

-  _   _  -  _   _  * 

(4)  I {x,  y)  =  ^(p^-{-r] (p,, ,     1] {x,  y)^ljl,^+ii x^^^ 

ergeben,  lautet  das  gesuchte  neue  System  so: 

(5)  ^  =  m  y\     §f  =  ^(^.  y)- 

In  der  neuen  Gestalt  hat  die  Gruppe  demnach  die  infinitesimale 
Transformation : 

(6)  lix,  y)^-j-T^{x,y)^^- 

Hierin  bedeutet  /'  eine  beliebige  differenzierbare  Funktion  von 
X  und  y. 

Zu  derselben  neuen  Form  (6)  der  infinitesimalen  Trans- 
formation kommt  man  aber  auch,  wenn  man  direkt  in  dem 
Symbol  (2)  die  neuen  Veränderlichen  einführt,  wodurch  /'  in 
eine  Funktion  f  von  .r  und  y  übergeht.   Denn  dann  ist  nach  (1): 

^/'  _  ^        I    ^/'  /         lf__^f        ,   ^  , 

und  diese  Werte  sind  in  (2)  einzusetzen,  so  daß  in  der  Tat 
wegen  der  Bedeutung  (4)  von  |  und  T]  gerade  das  Symbol  (6) 
hervorgeht. 

Übrigens  wird  die  neue  Gestalt  des  Symbols  übersicht- 
licher, wenn  man  eine  abkürzende  Bezeichnung  einführt.  Man 
bemerkt  nämlich,  daß  ^  und  i]  nach  (4)  gerade  diejenigen 
Werte  sind,  die  das  Symbol  (2)  annimmt,  wenn  darin  /"  durch 
(f   bzw.  xl>  ersetzt  wird.     Wenn   also    das  Symbol  (2)    zur  Ab- 
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kürzung  mit  Uf  bezeichnet  wird,  so  sind  h,  nnd  ^  die  Aus- 
drücke Ucp  und  U^),  worin  natürlich  x,  y  mittels  (1)  noch 
durch  X,  y  auszudrücken  sind.  Die  neue  Form  (6)  des  Sym- 
bols ist  also,  da  fp  und  i'  mit  x  und  y  bezeichnet  worden 
sind,  einfach  diese: 

Ux-U^'+  Uy-%- 

Fassen  wir  alles  zusammen,  so  können  wir  sagen: 

Satz  2d:  Führt  man  in  diejenige  eingliedrige  Gruppe,  die 
von  der  infinitesimalen  Transformation: 

Uf=l{x,y)^J-^-\-n{x,y)^^^y 

erzeugt  wird,  neue  Veränderliche  vermöge  einer  Stthstitution  : 

X  =  (p{x,  y),     y  =  i^{x,  y) 
ein,  so  ivird  die  Gruppe  in  einer  neuen  Art  dargestellt,  nämlich 
von  derjenigen  infinitesimalen  Transformation  erzeugt,  deren  Symhol 
aus  dem  Symhol  Uf  durch  direlie  Einführung  der  neuen   Ver- 
änderlichen hervorgeht  und  also  die  Form  hat: 

Ux.€+Uy-%- 
ex  (^  y 

Vorausgesetzt  ist  dabei  ein  Bereich,  in  dem  ^,  t],  cp,  ip  und  ihre 

partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  stetig  sind  und  die  Funlc- 

tionaldeterminante  ^jc'^,,—  i'j:(p„  nicht  verschivindet. 

Da  f  ebenso  wie  /'  irgendeine  Funktion  darstellt  und 
f  =  f  ist,  werden  wir  künftig  f  mit  /'  bezeichnen. 

Beispiel:  In  die  eingliedrige  Gruppe  aller  Drehungen  um 
den  Anfangspunkt  0  sollen  Polarhoordinaten  co,  q  eingeführt 
werden.     Die  infinitesimale  Drehung  hat  das  Symbol: 

Uf  =  —  y  w-  +  X   '  , 

'  ^  ex  cy^ 

siehe  das  1.  Beispiel  in  Nr.  735.    Hier  sind  x  und  y  die  Größen: 

w  ==  arc  tg  ^,  ,      p  =  ^/x;'  +  y^. 

Nun  wird: 

U^  =  _     garctg(y:^)       ^  ^  arc  tg  (^  :  o.)  _ 

^  ox  dy  ' 


J7,_-!,5l^^'+:.«%+''-0. 
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Folglich  hat  die  infinitesimale  Drehung  um  ()  in  Polarkoordi- 
naten (o,  Q  das  Symbol: 

K. 

In  der  Tat  lautet  das  hierzu  gehörige  System  von  Differential- 
gleichungen, das  die  Gruppe  definiert,  so: 

dt  ^    '      IT  ^  ^ 
und  cribt  integriert: 

CO  =  03^,+  t,      Q  =  Q^. 

Dies  ist  die  einfachste  analytische  Darstellung  der  Gruppe  aller 
Drehungen  um   0. 

743.  Integration  durch  Einführung  kanonischer 
Veränderlicher.  Wir  machen  von  dem  Vorhergehenden  eine 
besondere    Anwendung.     Die    vorgelegte    Differentialgleichung: 

(1)  X{x,  y)dy  —  Y{x,  y)dx  =  0 
gestatte  eine  bekannte  infinitesimale  Transformation: 

(2)  üf=^{x,},)Y^-^v(^,y)^^y 

Dann  läßt  sich  zwar  nach  Satz  21,  Nr.  738,  das  vollständige 
Differential  eines  Integrals  gj  angeben,  aber  die  zur  Berechnung 
von  CO  noch  erforderlichen  Quadraturen  sind  häufig  unbequem, 
weil  co^  und  co„  beide  Veränderliche  x  und  y  enthalten.  Ein 
bequemeres  Integrationsverfahren  ist  möglich,  wenn  man  erstens 
die  Schar  der  Bcüitikurven  (p(x,  y)  =  konst.  der  von  üf  erzeugten 
eingliedrigen  Grappe  und  zweitens  eine  andere  hei  dieser  Gruppe 
invariante  einfach  unendlicJie  Kurvenschar  xIj  {x,  y)  =  konst.  schon 
lennt  (vgl.  Nr.  736).  Das  ist  in  der  Tat  oft  der  FaU,  denn 
wenn  man  eine  infinitesimale  Transformation  Uf  der  vorge- 
legten Differentialgleichung  zu  ermitteln  vermag,  wird  diese 
Transformation  meistens  von  sehr  einfacher  Natur  sein. 

Das  neue  Verfahren  ergibt  sich  so:  Nach  Satz  20,  Nr.  737, 
bestehen  zwei  Gleichungen: 

(3)  59^.  +  V^„  =  0,    |j^,  +  vi^„  =  ^Hi'), 

wobei  Sl  eine  nicht  verschwindende  Funktion  von  i/-  allein  ist. 
Daraus  folgt,  daß  auch  die  Funktionaldeterminante  g^^fj-',,—  i'x^,, 
nicht  verschwindet,  also  cp  und  i.<  voneinander  unabhängig  sind. 
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Wenn  sich  qp  und  tp  nebst  ihren  partiellen  Ableitungen  erster 
Ordnung  ebenso  wie  X,  Y,  |,  t]  und  ihre  partiellen  Ableitungen 
erster  Ordnung   stetig   verhalten,   kann   mithin    das   neue  Ver- 

änderlichenpaar : 

x=cp{x,y),     y  =  t{x,y) 

eingeführt   werden.     Dabei   möge   die   Differentialgleichung  (1) 

die  neue  Form  annehmen: 

(4)  X (x,  y)dy  —Y  {x,  y) dx  =  0. 

Nach  (3)  ist  nun  U(p  =  üx  =  0  und  Uijj  =  Uy  ^  Si  (il^)  =  Sl  (y). 

Nach  dem  Satze  der  letzten  Nummer  nimmt  somit  das  Symbol 

Uf  in  den   neuen  Veränderlichen  x  und  y  die   einfache   Form 

(5)  ^(s)% 

an.  Weil  die  Differentialgleichung  (4)  die  infinitesimale  Trans- 
formation (5)  gestattet,  liefert  die  in  Satz  22,  Nr.  741,  aufge- 
stellte Bedingung,  in  der  X,  Y,  |,  r],  x,  y  durch  X,  T,  0, 
Sl(y),  X,  y  zu  ersetzen  sind,  die  Gleichung: 

rß|?  -  x(si^  -  Ysi')  =  0, 

die  sich  in  der  Form: 

i^(x||-F||)-xF.<^'  =  o 

oder  nach  Division  mit  SIX^  in  der  Form: 

X^  In  -^r:   =   0 

oy     six 
schreiben  läßt.     Hiernach  muß  Y.ilX  eine  Funktion  ^von^ 
allein  sein,  d.h.  Y  hat  die  Form  £l(y)<^{x)X.    Die  Differen- 
tialgleichung (4)  lautet  demnach  nach  Division  mit  5iX  so: 

;lfs^-o(x)dx  =  o. 

Sl{y)  ^    ^ 

Hier  aber  sind  die  Veränderlichen  getrennt,  so  daß  die  Integration 
nur  zwei  Quadraturen  verlangt,  wobei  jedes  Integi'al  nur  noch 
eine  der  beiden  Veränderlichen  enthält  (vgl.  Nr.  713). 

Hiermit  sind  wir  zu  einer  neuen,  ebenfalls  von  Lie  ange- 
gebenen Integrationsmethode  gelangt: 

Satz  25:  Gestattet  eine  vorgelegte  gewöhnliche  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  in  x  und  y  eine  bekannte  infinitesimale 
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Transformation  Ufund  kennt  man  sowohl  die  Schar  cp  {x,  y)  =  konst. 
defr  Bahnkurven  der  von  Uf  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  als 
auch  eine  andere  hei  der  Gruppe  invariante  einfach  unendliche 
Kurvenschar  ip{x,  y)  =  konst.,  so  geht  die  Differentialgleichung 
bei  Einführung  der  neuen  Veränderlichen  x  =  q){x,  y)  und 
y  =ip(x,  y)  in  eine  solche  über,  in  der  die  Y^^^'^nderlichen  ge- 
trennt sind. 

Dies  Integrationsverfaliren  heißt  die  Integration  mittels 
kanonischer  Veränderlicher. 

744.  Beispiele.  Die  folgenden  Beispiele  zeigen,  daß  die 
kanonischen  Veränderlichen  als  solche  bezeichnet  werden  können,  die 
dem  jeweiligen  Intcgrationsprohleme  besonders  gut  angepaßt  sind. 

Die  Anwendung  der  neuen  Methode  auf  die  älteren  Beispiele 
in  §  2  führt  in  der  Tat  gerade  zu  den  dort  gefundenen  Inte- 
grationsverfahren. Man  kann  also  sagen,  daß  die  neue  Methode 
in  die  verschiedenen  Hilfsmittel,  die  man  bei  der  Integration 
angewandt  hat,  einen  einheitlichen  Grundgedanken  bringt. 

1.  Beispiel:   Die  homogene  Differentialgleichung:' 


'y-r{i), 


siehe  Nr.  715,  gestattet,  wie  schon  in  dem  2.  Beispiele  in  Nr.  739 
erwähnt  wurde,  die  infinitesimale  Streckung  vom  Anfangs- 
punkte 0  aus: 

dx  drj 

Die  Bahnkurven  sind  alle  Strahlen  y:x  =  konst.  Außerdem 
führen  alle  Streckungen  von  0  aus  jede  Gerade  x  =  konst. 
wieder  in  eine  Gerade  x  =  konst.  über.  Demnach  ist  hier 
cp  =  y.x  und  il^  =  x  zw  setzen,  d.  h.  wir  führen  die  neuen 
Veränderlichen : 

-       y       ~ 

X  =  -,     y  =  X 

X  '        ^ 

ein.     Genau  dasselbe  geschah  in  Nr.  715,  wo   wir   statt  y  das 
alte  Zeichen  x  beibehielten,  dagegen  x  mit  z  bezeichneten. 
2.  Beispiel:   Die  lineare  Differentialgleichung: 

gestattet  nach  dem  1.  Beispiele  in  Nr.  741  die  infinitesimale 
Transform  ati  on : 
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wobei : 

X 

_//„{x)r7a; 

ist.  Diese  infiniij^simale  Transformation  und  die  von  ihr  ei^ 
zeugte  eingliedrige  Gruppe  läßt  x  invariant,  d.  h.  x  =  konst. 
stellt  die  Bahnkurven  vor.     Ferner  ist: 

X 

-f/o{x)d.r 

—  =  we  "  =  konst. 

ri 
eine  invariante  Kurvenschar,  denn  es  ist: 

U—  ==  17  3-  —  =  1  . 

Also  werden  die  neuen  Veränderlichen: 

X 

-f/o{=c)dx 

X  =  X,    y  =  yc  * 
eingeführt.     Dasselbe  geschah  in  Nr.  716,  wo  statt  x  das  alte 
Zeichen  x  beibehalten  und  ')]  mit  u(x)  und  y  mit  z  bezeichnet 
wurde. 

3.  Beispiel:    Die  Differentialgleichung: 

X  -\-  yy         ^  ^       '^/ 
gestattet  nach   dem   3.  Beispiele   in  Nr.  739   die   infinitesimale 

Drehung  um  0: 

df  ,      df 

—  y  1^  -\-  X  IT-- • 
^  0  X  0  y 

Die  Bahnkurven  der  Gruppe  aller  Drehungen  um  0  sind  die 
Kreise  mit  dem  Mittelpunkte   0,  die  sich  in  der  Form: 

Yx^  -\-  y^  =  konst. 

darstellen  lassen.  Außerdem  geht  jede  Gerade  durch  0  bei  der 
Gruppe  wieder  in  eine  Gerade  durch  0  über,  so  daß: 

arc  tff  -^  =  konst. 

^    X 

eine  invariante  Geradenschar  vorstellt.  Deshalb  führt  man  hier 
die  Polarkoordinaten  q  und  cj  ein,  wie  es  im  3.  Beispiele  von 
Nr.  739  in  der  Tat  geschah,  wenn  es  auch  dort  nicht  besonders 
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hervorgehoben  wurde.  Als  spezieller  Fall  gehört  auch  das 
Beispiel  in  Nr.  714  hierher,  ebenso  das  3.  Beispiel  in  Nr.  740, 
das  der  Leser  durch  Einführung  der  kanonischen  Veränderlichen 
Q  und  (0  von  neuem  behandeln  möge. 

746.  Erweiterte  Punkt-Transformationen.  In  Nr.  742 

stellten  wir  uns  vor,  vermöge  einer  Substitution: 

(1)  .f  =  (p{x,y),     y=Ji^{x,y) 

seien  in  der  a:y/- Ebene  statt  der  rechtwinkligen  Koordinaten 
cc  und  y  neue,  krummlinige  Koordinaten  x  und  y  eingeführt 
»worden,  so  daß  also  dadurch  an  der  geometrischen  Auffassung 
nichts  geändert,  wohl  aber  die  analytische  Darstellung  eine 
andere  wird. 

Man  kann  aber  auch  annehmen,  daß  die  Gleichungen  (1) 
eine  Abbildung  der  Punkte  einer  a;?/- Ebene  in  einer  neuen 
.-f^-Ebene  vorstellen,  wobei  x  und  y  in  der  zweiten  Ebene 
rechtwinklige  Koordinaten  bedeuten.  Vgl.  Nr.  593.  Alsdann 
zieht  die  Einführung  der  neuen  Veränderlichen  in  eine  ein- 
gliedrige (iruppe  auch  eine  neue  geometrische  Auffassung  dieser 
Gruppe  nach  sich.  Wenn  z.  B.  in  die  eingliedrige  Gruppe  aller 
Drehungen  um  0: 

X  ^  Xq  cos  t  —  yQ  sin  t,     y  =  Xq  sin  f  +  y^  cos  t , 
siehe  (2)    in    Nr.  733,    Polarkoordinaten    w    und    q   eingeführt 
werden,  also: 

CO  =  arc  tg  ^  ,    Wo  =  arc  tg  ^  ,    q  =  Yx^  +  y\     q^  =  f/V  +  Po^ 

gesetzt  wird,  so  ist: 

03  =  COq-{-  f,      Q  =  Qq 

nur  eine  andere  analytische  Darstellung  derselben  Gruppe  von 
Drehungen.  Werden  dagegen  co  und  q  als  rechtwinklige  Koor- 
dinaten X  und  y  in  einer  neuen  Ebene  betrachtet,  so  gehen  die 
Gleichungen: 

X  =  x^-\-t,    y  -TJQ 

hervor,  die  die  eingliedrige  Gruppe  aller  Schiebungen  parallel 
der  .r- Achse  vorstellen. 

In  der  neuen  Auffassung  bedeutet  also  die  Einführung  der 
neuen  Veränderlichen  x  und  y,  daß  auch  die  Transformatioyieu 
in   der  xy-Ehene  Abbilder   in  der   xy-Eheiie   haben   und  daß 
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insbesondere  die  Äbhilder  aller  Transformationen  einer  ein- 
gliedrigen Gruppe  wiederum  die  Gesamtheit  aller  Transfor- 
mationen einer  eingliedrigen  Gruppe  ausmachen. 

Da  die  Punkte  {x,  y)  als  Punkte  {x ,  y)  abgebildet  werden, 
hat  auch  irgend  eine  Kurve  der  a^«/- Ebene  ein  Abbild  in  der 
^^-Ebene,  folglich  auch  jedes  Linienelement  {x,  y,  y)  der 
ic^y-Ebene.  Der  analytische  Ausdruck  hierfür  ergibt  sich,  wenn 
man  noch  berechnet,  wie  sich  y',  nämlich  dy  :  dx,  vermöge  (1) 
durch  X,  y  und  y  oder  dy.dx  ausdrückt.  Es  kommt  (vgl. 
auch  Nr.  714): 

(2)  y 


"Px  +  ^y  y' 


"Px  +  "Pv  y  ' 

so  daß   sich   zusammen  mit  (1)  die   drei  Gleichungen  ergeben: 

(3)  X  =  (p{x,  y),    y  =  i'(x,  y),  y  =  ~^^'  ■  ■ 

^x    '     ^y  " 

Dies   wurde   auch   schon  in  Nr.  595  erörtert,  vgl.  die  dort  ge- 
fundene Formel  (3)  mit  der  obenstehenden  Gleichung  (2). 

Die  Formeln  (3)  gelten  übrigens  auch,  falls  man  die  alte  Auf- 
fassung beibehält,  bei  der  x  und  y  nur  neue  krummlinige 
Koordinaten  der  alten  Punkte  {x,  y)  in  der  Ebene  vorstellen. 
Alsdann  sind  ,r,  y  und  y  die  Be Stimmung ssiüche  de)-  Linien- 
elemente (x,  y,  y')  im  neuen  lirummlinigen  Koordinatensysteme. 
So  dienen  im  Systeme  der  Polarkoordinaten  co  und  q  die  drei 
Größen  a,  q  und  d^ida  oder  q'  zur  Be- 
stimmung eines  Linienelements.  Während 
CD  und  Q  den  Punkt  M  des  Elements  fest- 
legen, liefert  der  Wert  von  q'  die  Rich- 
„.    ,„  tung  des  Elements  nach  Nr.  207,  wie  folgt 

Flg.  32.  ö  '  o 

(siehe  Fig.  32) :  Auf  dem  Radiusvektor  GM 
wird  in  0  das  Lot  ON  =  q'  errichtet.  Alsdann  ist  die  Richtung 
des  Elements  senkrecht  zu  MN.  Die  Vorzeichenbestimmung 
für  GN  ist  dabei  die  seinerzeit  angegebene. 

Wird  dagegen  angenommen,  daß  x  und  y  rechtwink- 
lige Koordinaten  in  einer  neuen  ^^-Ebene  seien,  so  stellt  (3) 
eine  Abbildung  aller  Punkte  und  aller  Linienelemente  der 
x?/- Ebene  in  der  :r^-Ebene  dar. 

Wir  können  aber  nunmehr  die  neue  Ebene  mit  der  alten 
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Ebene  und  die  neuen  Achsen  mit  den  alten  Achsen  zusammenfallen 
lassen.  Alsdann  kommen  wir  abermals  zu  einer  anderen  Auf- 
fassung: 

Die  Gleichungen  (1)  stellen  dann  eine  Transformation  der 
Punkte  {x,  y)  der  Ebene  in  Funkte  {x ,  y)  derselben  Ebene  dar. 
Dabei  wird  jede  Kurve  in  eine  Kurve  transformiert,  also  auch 
jedes  Linienelement  (x,  y,  y')  in  ein  Linienelement  (x,  y,  y'), 
und  wie  dies  geschieht,  sagen  die  Gleichungen  (3)  aus.  Man 
nennt  daher  die  durch  die  Gleichungen  (3)  definierte  Trans- 
formation die  erweiterte  Punkt-Transformation  (1). 

746.  Erweiterte  infinitesimale  Funkt  -  Transfor- 
mationen. Insbesondere  möge  nunmehr  eine  jede  Trans- 
formation : 

(1)  X  =  <p{xq,  y^,  i),     y  =  iP{Xq,  y^,  t) 

einer  eingliedrigen  Gruppe,  nämlich  der  von  der  infinitesimalen 
Transformation 

(2)  |(^,y)g  +  ,^(^,y)|^ 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe,  erweitert  werden. 

Die  zu  einem  bestimmten  Werte  von  t  gehörige  Trans- 
formation (1)  oder  %^  führt  jeden  Punkt  {x^,  y^)  in  einen  neuen 
Punkt  (x,  y)  und  infolgedessen  jedes  Linienelement  (xq,  y^,  y^) 
in  ein  neues  Linienelement  {x,  y,  y)  über.  Dabei  bedeuten 
Xf^j  I/o  und  X,  y  Koordinaten  in  ein  und  demselben  Systeme. 

Beschreibt  der  Punkt  {Xq,  y^)  eine  beliebige  Kurve  k^,  so 
sind  Xq  und  y^  als  irgendwelche  differenzierbare  Funktionen 
einer  Hilfsveränderlicheu  r  zu  betrachten.  Nach  (1)  sind  als- 
dann auch  X  und  y  für  jeden  bestimmten  Wert  von  t  Funk- 
tionen von  T,  und  sie  gelten  für  diejenige  Kurve  k^,  in  die  k^ 
vermöge  der  Transformation  X^  verwandelt  wird.  Das  dritte 
Bestimmungsstück  y^'  eines  Linienelements  (xq,  y^y  y^f)  der 
Kurve  fc^  hat  die  Bedeutung: 

(3)  f^-^ 

und  entsprechend  das  dritte  Bestimmungsstück  ?/  des  Elements 
{Xf  y,  y)  der  Kurve  k^  die  Bedeutung: 
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(4)  -y'-l-^' 

^  ^  ^        dxidr 

Hier  sind  ^?ar^/e??e  Differentiationszeichen  angewandt,  weil  x  und  y 
nach  (1)  nicht  nur  von  r,  sondern  auch  von  t  abhängen. 
Nun  genügen  die  Funktionen  (1)  den  Gleichungen: 

(5)  äf  =  ^^^'  -^^'^  äf  ^  '^'^^'  -^^^ 

wobei  ebenfalls  statt  der  geraden  Differentiationszeichen  jetzt 
ninde  zu  setzen  sind.  Wir  fragen,  welchen  Wert  die  partielle 
Ableitung  cy  \  d  der  durch  (4)  definierten  Größe  y  hat.  Nach 
(4)  ist: 

dy_  ^d_yjr  ^ y-t^t-^tt ^ 

dt  "^  dt  x].  x\      ~      ' 

Hierin  sind  die  aus  (5)  folgenden  Werte: 

^tf  =  Ix^r  +   "^yVr,       Vir  =  '^x^r  +  ^yV^ 

einzusetzen.     Dann  kommt: 

dt  xl 

Wird  die  Division  mit  x\  überall  durchgeführt  und  beachtet, 
daß  y^:x^  nach  (4)  gleich  y'  ist,  so  kommt: 

(6)  %-n^+{%,-l.)y-%y"'- 

Wenn  wir  also  die  Transformationen  X^  oder  (1)  der  Gruppe 
durch  Hinzunahme  derjenigen  Transformationen  erweitern,  die 
dabei  y^  erfährt,  d.  h,  wenn  wir  nach  (3)  in  voriger  Nummer 
die  erweiterte  eingliedrige  Gruppe: 

l|;      -["  '•!'„   Vi) 

(7)     X  =-  (fix^,  y^,  t),     y  =  iIj{x^,  y^,  t),     v' -  J" Är^-:^j-r 

bilden  und  Xq,  y^  als  Funktionen  einer  Hilfsveränderlichen  r, 
demnach  auch  y^  als  Funktion  von  x  betrachten,  so  genügen 
X,  y  und  y',  aufgefaßt  als  Funktionen  von  t  und  r,  den  drei 
Gleichungen  (5)  und  (6).  Die  Gleichungen  (5)  und  (6)  sind 
aber  von  t  frei.  Sie  gelten  also  für  alle  Linienelemente 
{x,  y,  y).     Dies  bedeutet: 

Satz  26:    lAegt  eine  eingliedrige  Gruppe  von  Punkttrans- 
formationen: 
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x  =  (p  (Xq,  2/o,  t),     y  =  tl>(xQ,  ijo,  t) 
in  der  xy -Ebene  vor,  erzeugt  vmi  dem  Systeme: 

dx        y  ■         N         dy  ,        ^ 

j-^  =  l{x,y),     j-^=ri{x,y), 

iiml  erweitert  man  alle  Transformationen  der  Gruppe  durch  Hin- 
zunahme der  Transformationen,  die  dabei  den  Linienelementen 
(Xq,  y^,  y{)  zukommen,  so  daß  sich: 

^  =  ^{^oy  yo>  0;   y  =  ^(^o;  yo,  0;   y'  =  ~t-J^ 

ergibt,  so  stellen  diese  Gleichungen  dasjenige  allgemeine  Lösungen- 
system des  Systems  von  drei  gewöhnlichen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung: 

^  =  K^,  ^),  ^-n{^,y),  ^Jt-v.r+iriy-L)y-ljy' 

für  drei  FunMionen  x,  y,  y  von  t  vor,  das  für  t  =  0  die  An- 
fangsii-erte  Xq,  y^,  y^   hat. 

Hierbei  ist  zu  bemerken:   Wenn  |  und  >;  nebst  ihren  par- 
tiellen Ableitungen  erster  Ordnung  stetig  sind,  gelten  für  das 

System: 

dx       y,        ^        dy  /        X 

^  =  |(x,  y),     -^  =  r](x,  y) 

die  Sätze  9  und  10  von  Nr.  691,  692,  so  daß  x  und  y  insbe- 
sondere stetige  Funktionen  von  t  sind.  Werden  diese  Funktionen 
in  die  dritte  Gleichung: 

'dj^'^-+('h-^:r)y  -Ly 

substituiert,  so  wird  hier  die  rechte  Seite  eine  stetige  Funktion 
von  t  und  y'  mit  einer  stetigen  partiellen  Ableitung  nach  y', 
so  daß  auch  für  diese  Difierentialgleichung,  die  y'  als  Funktion 
von  t  bestimmt,  jene  Sätze  bestehen. 

Das  in  Satz  2Q  betrachtete  System  von  Funktionen  x,  y,  y 
von  t  wird  für  t  =  0  gleich  Xq,  y^,  y^  selbst.  Wird  vorüber- 
gehend unter  dt  eine  nach  Null  strebende  Größe  verstanden, 
so  erfahren  x^,  y^,  y^  bei  der  infinitesimalen,  nämlich  zu  Öt  ge- 
hörigen, Transformation  der  erweiterten  Gruppe  die  Zunahmen: 
öx  =  UoCq  yo)öt,        dy  =  y](x^^,  yo)d^, 

^/=  W+  {v;-V)yo-  Ifyol^t, 

wobei  die  Indizes  0  die  Substitution  der  Werte  Xq  und  y^  an- 
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deuten.  Werden  die  Bestimmungsstücke  der  ursprünglichen 
Linienelemente  mit  x,  y,  y  statt  mit  Xq,  y^,  y^  bezeichnet,  so 
stellt  sich  daher  die  infinitesimale  Transformation  der  erwei- 
terten Gruppe  so  dar: 

dx^ldt,     dy==riöt,      dy  =  [ri^-\-{ij^-i:)y'-%jr-]öt. 
Analog  dem  Symbole: 

führt  man  deshalb  für  sie  das  Symbol: 

(8)  U'f  =  I  |Z"  +  ^  1^  +  [^^  +  (ji^^  -  y  y  -  X  y'^]  |/,  , 

ein.  Dies  Symbol  U'f  der  infinitesimalen  Transformation  der 
erweiterten  Gruppe  oder  auch  der  erweiterten  infinitesimalen 
Transformation  üf  der  Gruppe  hat  (vgl.  Nr.  735)  die  folgende 
Bedeutung: 

Der  mit  t  dividierte  Zuwachs,  den  irgend  eine  differenzier- 
hare  Funktion  f  der  drei  Veränderlichen  x,  y,  y  hei  der  zu 
einem  allgemeinen  Werte  von  t  gehörigen  Transformation  der 
erweiterten  Gruppe  erfährt,  hat  für  lim  ^  =  0  den  Grenzwert  U'f 

1.  Beispiel:    Bei  der  infinitesimalen  Schiebung: 

ai^  -\-brr- 

dx         oy 
ist  ^  ==  a,  )]  =  b,  also 

Daher  erfährt  y  gar  keine  Änderung.  In  der  Tat  wird  jedes 
Linien  dement  bei  allen  Schiebungen  in  ein  paralleles  Linien- 
element übergeführt. 

2.  Beispiel:  Bei  der  infinitesimalen  Streckung  vom  An- 
fangspunkte  0  aus: 

df    ,       df 
ox       ^' dy 

ist  ^  =  X,  i;  =  y,  daher  ebenfalls: 

V:c+(v.j-ir)y'-l>y"'-^- 

In  der  Tat  wird  auch  hier  jedes  Linienelement  in  ein  paralleles 
übergeführt. 

S.  Beispiel:    Anders  ist  es  bei  der  infinitesimalen  Drehung 
um    0: 
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df   ,       cf 

Hier  ist  |  =  —  «/,  ri  =  x,  d.  h. 

^/x  +  {%  -  l.)y'  -  Ij,  y''  =  1  +  ^''. 

Die  dritte  Gleichung  des  Systems  von  Differentialgleichungen 
lautet  demnach: 

^l=l+y'-^      Oder     -^„=^dt 

dt  ^  1  +  ?/  ' 

und  gibt  integriert  arc  tg  ^'  =  ^  +  C  oder  y'  =  tg  (/  +  C).  Da 
y'  ==  i/ß'  für  ^  =  0  sein  soll,  so  ist  tg  C  =  y^^'  zu  setzen,  so  daß 
kommt : 

^   '  '^        1  —  1//  tg  <       cos  t  —  yo'sint' 

Diese  Gleichung  und  die  schon  im  1.  Beispiele  von  Nr.  733 
angegebenen  Gleichungen: 

X  =  Xq  cos  t  —  yQ  sin  t,     y  =  Xq  sin  t  -\-  y^  cos  t 

stellen  zusammen  die  zur  allgemeinen  Drehung  um  0  gehörige 
Transformation  der  Linienelemente  vor.  Es  handelt  sich  hier 
um  eine  Drehung  mit  dem  Winkel  t. 
(Siehe  Fig.  33.)  Wenn  das  alte  Linien- 
element {Xq,  y^,  y^)  mit  der  positiven 
A- Achse  den  Winkel  Tq  und  das  neue 
Element  (x,  y,  y)  mit  ihr  den  Winkel 
T  bildet,  wird  yo  =  tg  t^^,  ?/'=tgr,  so 
daß  (9)  besagt:  ^ 

T  =  T^-\r  t, 
was  mit  der  geometrischen  Auffassung  im  Einklänge  steht. 

747.  Bedingung  für  eine  infinitesimale  Transfor- 
mation der  Differentialgleichung  F(x,  y,  y)  =  O.  Wenn 
die  Differentialgleichung: 

(1)  X  {x,  y)dy  —  Y{x,  ij)dx  =  0  oder  X{x,  y)  y  -  Y(x,  y)  =  0 
die  infinitesimale  Transformation: 

gestattet,  so  bedeutet  dies,  daß  jede  Integralkurve  bei  allen 
Transformationen  der  zugehörigen  eingliedrigen  Gruppe  wieder 
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iu  eine  Integralkurve  übergeht,  nach  Nr.  7o8.  Die  Integral- 
kurven aber  sind  die  Orte  derjenigen  Liuienelemente  {x,  y,  y'),  die 
durch  die  Differentialgleichung  (1)  bestimmt  werden.  Man 
kann  also  auch  sagen,  daß  jedes  Linienelement  der  Differential- 
gleichung vermöge  der  erweiterten  Transformationen  der  Gruppe 
stets  wieder  in  Linienelemente  derselben  Gleichuno-  übero-eht. 
Die  erweiterte  Gruppe  wird  aber  von  der  erweiterten  infini- 
tesimalen Transformation: 

erzeugt,  vgl.  (8)  in  voriger  Nummer. 

Liegt  nun  die  Differentialgleichung  in  der  Form  vor: 

(2)  F{x,y,y')  =  0, 

so  ist  die  Schar  ihrer  Linienelemente  (x,  y,  y)  eben  durch 
diese  Gleichung  F  =  0  charakterisiert.  Deshalb  muß  U'f,  auf 
F  ausgeübt,  einen  Ausdruck  VF  geben,  der  infolge  der  Glei- 
chung i^  =  0  ebenfalls  verschwindet,  d.  h,  es  muß: 

sein  infolge  von  F  =  0.  In  der  Tat  ist  dies  nur  eine  andere 
Form  der  in  Satz  22,  Nr.  741,  gefundenen  Bedingung.  Denn 
wenn  die  Differentialgleichung  (2),  nach  y'  aufgelöst,  die  Glei- 
chung (1)  liefert,  ist  F  in  (3)  durch  Xy  —  Y  zu  ersetzen. 
Dann  aber  geht  (3)  über  in: 

Diese  Gleichung  soll  nun  infolge  von  Xy'  —  Y  =  0  bestehen. 
Wird  demgemäß  y' =  Y:X  in  ihr  substituiert,  so  geht  die  in 
Satz  22,  Nr.  741,  aufgestellte  Bedingung  hervor. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Bedingungen,  unter  denen  die  Glei- 
chung (2)  eine  Auflösung  y'  hat,j  vgl.  Nr.  700  und  Nr.  707, 
ergibt   sich  also  der 

Satg  27 :  Liegt  die  yewöfmlicJie  Bifferentialgleichwuj  erster 
Ordnung  vor: 

F{x,  y,  y')  =  0 

und  hat  sie  in  einem  Bereiche,  in  dem  F  eine  stetige  Funktion 
von  X,  y,  y  mit  stetigen  'partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  ist, 
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Auflösungen   y',  für  die   die  partielle  Ableitung   (F-.iy     nicht 
verschivindet,  so  gestattet  sie  die  infinitesimale  Transformation: 


Uf=^{x,  y)^+  vi^,  y)   ^ 


in  der  |  und  >/  )iebst  ihren  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung 
stetig  sein  sollen,  dann  und  nur  dann,  ivenn  die  ertveiterte  in- 
finitesimale Transformation : 

ausgeübt  auf  F,  eine  Funktion  U'F  liefert,  die  für  die  Auf- 
lösungen y  der  Gleichung  F  =  0  und  für  beliebige  Werte  von 
X  und  y  innerhalb  des  Bereiches  verschivindet. 

Kurz  gesagt:    F  =  0  gestattet  Uf   wenn   ü' F  =  0  infolge 
von  F  =  0  ist. 

Beispiel:    Die  Differentialgleichung: 
F  =  y'^  —  2xy'  +  2«/  =  0 
gestattet  die  infinitesimale  Transformation: 
7-T/.       df    ,       df 

Denn  hier  ist  |  =  1,  t^  ='  ic,  so  daß  die  erweiterte  infinitesimale 
Transformation  das  Symbol  hat: 

'       ox         vy      cy 
Daher   wird   U' F  =  0   nicht   nur  infolge    von  F=0,   sondern 
schon    an    sich.      Die     infinitesimale    Transformation    Uf  hat 
leicht  zu  bestimmende  Bahnkurven,   denn   für  eine  Bahnkurve 
muß: 

,    =   i  =  a;,    also     dy  =  xdx 

sein,  und  dies  ist  für  die  Parabeln  //  —  \x-  =  konst.  der  Fall. 
Außerdem  bleibt  augenscheinlich  die  Geradenschar  x  =  konst. 
invariant,  da  Ux  =  1  ist  (vgl.  Satz  20,  Nr.  737).  Folglich  sind 
X  und  z  =  y  —  ^x^  kanonische  Veränderliche  ( vgl.  Xr.  743). 
Wird  dementsprechend: 

y  =  z  -{-  \x'^,    d.  h.    ?/'=/  +  x 
gesetzt,   so  geht   die   vorgelegte  Differentialgleichung   über   in: 

/2+  2^  =  0 
und  gibt: 
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—  —  dx  =  0, 


y—2z 

so  daß: 

y^^'^  -\-x  =  c 

die  Integralkurveu  darstellt.  Wird  wieder  3  =  y  —  \x^  sub- 
stituiert, so  kommt  die  Gleichung: 

2Cx-2y  =  C\ 
Die  Integralkurven  sind  also   Geraden.     In  der  Tat  ist  nämlich 
die  vorgelegte  Gleichung  F  ==  0   eine  Clairaufsche  Differential- 
gleichung (Nr.  720).     Ihre    regulären    Integralkurven    sind    die 
Tangenten    der  Parabel  p  =  l-x^,    die    ihrerseits    die   singulare  ^ 
Integralkurve  vorstellt. 

§  5.    Projektive  Transformationen  und  Jacobische 
Differentialgleiclinn2:en. 

748.  Projektive  Transformationen  einer  Verän- 
derlichen. Mit  dem  auch  sonst  in  der  Analysis  wichtigen 
Begriffe  der  projeJd/ven  Transformation  steht  die  Theorie  der 
schon  in  Nr.  718  behandelten  RiccatiscJicn  Differentialgleichung 
sowie  die  einer  ebenfalls  besonders  merkwürdigen  gewöhnlichen 
Differentialgleichung,  der  sogenannten  Jacohisclien,  im  engsten 
Zusammenhange.  Dieser  Zusammenhang  soll  in  dem  gegen- 
wärtigen Paragraphen  in   seinen  Hauptzügen  dargestellt  werden. 

Der   Begriff   der    projektiven    Transformation    beruht    auf 

dem  des  Doppelverhältnisses  von  vier  Zahlen  o,  h,  c,  d: 

/   -,     7N        c  —  ad  —  a 
(ahcd)=^^_-^:^--^, 

den  man  auf  vier  Punkte  ilij,  ll^,  M^,  M^  einer  Geraden 
übertragen  kann,  indem  man  als  die  vier  Zahlen  die  Strecken 
zwischen  den  Punkten  einführt,  mit  Vorzeichen  gemessen  in 
einem  einheitlichen,  aber  für  den  Wert  gleichgültigen  Fort- 
schreitungssinne : 

Augenscheinlich  ist  das  Doppelverhältnis  von  vier  Punkten  einer 
Geraden  gleich  dem  ihrer  Abszissen  und  gleich  dem  ihrer  Or- 
dinaten. 

Eine  Transformation  x  =  (pl^x^),  vermöge  derer  die  Ver- 
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üuderliche  x^^^  in  eine  neue  Veränderliche  x  übergeht,  heißt 
projeJdiv,  Avenn  sie  stets  beliebige  vier  Werte  von  Xq  in  solche 
vier  Werte  x  verwandelt,  die  dasselbe  Doppel  Verhältnis  wie 
jene  vier  Werte  haben.  Wenn  die  Transformation  drei  be- 
stimmt angenommene  Werte  a^,  h^,  c^  etwa  in  a,  h,  c  über- 
führt, während  Xq  willkürlich  gelassen  wird,  muß  hiernach  für 
die  zu  Xq  gehörige  Veränderliche  x  die  Gleichung  gelten: 

c  —  a    X  —  a       c„  —  a„     Xr,  —  a« 


c  —  b  '  X  —  b       c„  —  b„  '  Xr,  —  b,, 


leren  Auflösung  nach  x  eine  gebrochene  lineare  Funktion  von 


Xq  liefert: 


Sie  ist  nur  dann  nicht  frei  von  Xq,  wenn  aÖ  —  ßy  =^  0  ist. 
Umgekehrt:  Sind  a,  ß,  y,  d  irgendwelche  vier  Konstanten,  deren 
Determinante  ad  —  ßy  nicht  verschwindet,  so  gehören  infolge 
von  (1)  zu  vier  beliebig  gewählten  Werten  von  Xq  solche  Werte 
von  X,  die  dasselbe  Doppelverhältnis  wie  jene  haben.  Dies 
lehrt  eine  einfache  Ausrechnung.  3Iiihin  ist  (1)  die  allgemeine 
Form  einer  iwojeMiven  Transformation  einer  Veränderlichen. 
Werden  Xq  und  x  als  Abszissen  von  Punkten  Mq  und  M  auf 
einer  Geraden  gedeutet,  so  stellt  (1)  eine  derartige  Transfor- 
mation der  Punkte  der  Geraden  vor,  die  irgendwelche  vier 
Punkte  stets  in  vier  Punkte  mit  demselben  Doppelverhältnisse 
verwandelt. 

Führt  man  nacheinander  zwei  projektive  Transformationen 
aus,    indem    man    zuerst  Xq  in  x^    und  dann  x^  in  .r,  vermöge: 

verwandelt,  so  lehrt  die  Substitution  des  ersten  Wertes  in  den 
zweiten,  daß  x^  wieder  eine  gebrochene  lineare  Funktion  von  Xq 
wird.  Die  Aufeinanderfolge  zweier  projektiver  Transformationen 
ist  demnach  einer  einzigen  projektiven  Transformation  äquivalent, 
mit  anderen  Worten:  Alle projcldiven  Transformationen  (1)  bilden 
eine  Gruppe,  vgl.  die  in  Nr.  732  gegebene  allgemeine  Defini- 
tion des  Gruppenbegriffs.  Jedoch  ist  dies  keine  eingliedrige 
Gruppe,  vielmehr  wird  sieh  in  Nr.  751    zeigen,    daß   die  Schar 
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aller  projektiven  Transformationen  unbegrenzt  viele  eingliedrige 
Gruppen  enthält. 

749.  Nochmals  die  allgemeine  Riccatische  Diffe- 
rentialgleichung. Nach  Satz  11,  Nr.  718,  ist  eine  gewöhn- 
liche Differentialgleichung  erster  Ordnung  dann  und  nur  dann 
eine  Riccatische: 

(1)  y'= foi^)f  +  2/;  {x)y  + 1\  ix), 

wenn  ihre  allgemeine  Lösung  bei  passender  Wahl  der  ]ntegi'a- 
tionskonstante  C  eine  gebrochene  lineare  Funktion  dieser  will- 
kürlichen Konstante  wird: 


(2)  y 


ffi  (x)  c-\-  %  (x) 


Dabei  muß  ^^  T^'g  —  ^g  ^'i  +  ^  s®i^7  ^^^^  ^i^  Lösung  sonst  von 
C  frei  wäre.  Wenn  y^  der  Anfangswert  ist,  den  y  für  einen 
bestimmten  Anfangs  wert  Xq  von  x  hat: 

_  ?'i(a?o)C-fi^i  («■(,) 

läßt  sich  hieraus  C  als  eine  gebrochene  lineare  Funktion  von 
i/o  berechnen,  deren  Substitution  in  (2)  zeigt,  daß  sich  y  auch 
als  eine  gebrochene  lineare  Funktion  von  y^  darstellt: 

/Q\  ,.  _  «(«;)2/o+L/5(a;) 

wobei  wieder  aÖ  —  ßy  ^  0  ist. 

Diese  Gleichung  (3)  aber  stellt,  sobald  x  hesfimmt  gewählt 
wird,  eine  projeldive  Transformation  von  y^  in  y  dar.  Sind  x 
und  y  rechtwinklige  Koordinaten  in  der  Ebene,  so  ergibt  sich 
also,  daß  der  Satz  11,  Nr.  718,  die  folgende  geometrische  Fassung 
erhalten  kann: 

Satz  28:  Die  Differentialgleichung  y  ==  f{x,  y)  einer  ein- 
fach unendlichen  Kurvenschar  in  der  xy -Ebene  ist  dann  und 
nur  dann  eine  Riccatische,  wenn  irgendtvelche  vier  Integralkurven 
von  allen  Parallelen  zur  y- Achse  in  vier  Punlten  mit  demselben 
Doppelverhältnisse  geschnitten  tvcrden,  dessen  Wert  eben  nur  von 
der  Auswahl  der  vier  Kurven  abhängt. 

Eine  Kurvenschar  von  dieser  Art  ist  in  Fig.  34  dargestellt, 
worin  {3I^M^]\L3Q  denselben  Wert  wie  {M^'>M^^Ms^M^^)  hat. 

Beispiel:  Die  einfach  unendliche  Schar  aller  Hyperbeln, 
die  durch  drei  gegebene  Punkte  gehen  und  eine  gemeinsame 
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Fig.  34. 


Asymptotenrichtung  haben,  weist  die  in  Satz  28  ausgesprochene 
Eigenschaft  auf,  falls  die  ^-Achse  in  der  gemeinsamen  Asym- 
ptotenrichtung gewählt  wird.  Deshalb  sind  diese  Hyperbeln  die 
Integralkurven  einer  gewissen  Ricca- 
tischen  Differentialgleichung,  deren 
wirkliche  Aufstellung  dem  Leser 
überlassen  bleibe. 

Es  ist  nicht  nötig,  daß  x  und 
y  rechtwinklige  Koordinaten  vor- 
stellen, denn  das  Ergebnis  läßt 
sich  auch  rein  analytisch  formu- 
lieren: 

Satz  29:  Eine  yeivöJmliche  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung y  =  f{x,  y)  ist  dann  und  nur  dann  eine  Riccatische,  wenn 
vier  PaHikularlösungen,  die  für  x  =  x^  irgendivelche  Anfangswerte 
«0,  &o,  Cq,  d^  lidben,  für  jeden  Wert  von  x  solche  Werte  a,  b, 
c,  d  annehmen,  deren  Doppelverhältnis  (ah cd)  gleich  dem  Doppel- 
verhältnisse {aobQCQd^  der  Anfangswerte  ist. 

Führt  man  in  die  Riccatische  Differentialgleichung  (1) 
statt  y  eine  neue  unbekannte  Funktion  z  ein  vermöge  einer 
Substitution  von  der  Form: 

worin  a,  ß,  y,  d  irgendwelche  Funktionen  von  x  sind,  für  die 
ad  —  /3y  =H  0  ist,  so  geht  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung 
erster  Ordnung  für  z  hervor.  Ihre  allgemeine  Lösung  gewinnt 
man    durch  Substitution    des  Wertes  (2)    von  y   in  der  Form: 

(y  (jp^  +  d  qPa)  C  +  (y  rl'^  -\- S^^)   ' 

Da  sie  wieder  eine  gebrochene  lineare  Funktion  der  Integra- 
tionskonstante  C  ist,  muß  die  Differentialgleichung  für  z  nach 
Satz  11,  Nr.  718,  auch  eine  Riccatische  sein.     Also  gilt  der 

Satz  SO:  Führt  man  in  eine  Riccatische  Differentidlglei- 
cliunq: 

eine  neue  unbekannte  Funktion  z  von  der  Form: 


3  = 


a{x)ij-^ß{x) 
y{x)y-{-8{x) 
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ein,  wobei  ad  —  ßy  =^  0  ist,  so  geht  eine  Riccatische  Differential- 
gleidmng  für  z  hervor. 

750.  Nochmals  die  linearen  Differentialgleichungen. 

Zu  den  Riccatischen  Differentialgleichuno-en  gehören  insbeson- 

Ö  OD 

dere  die  linearen  (Nr.  716),  denn  aus  der  Riccatischen  Gleichung 
(1)  der  letzten  Nummer  geht  im  FaUe  ^=  0  die  lineare  hervor: 

Ihre  charakteristische  Eigenschaft  besteht  nach  Satz  10,  Nr.  716, 
darin,  daß  ihre  allgemeine  Lösung  y  bei  passender  Wahl  der 
Integrationskonstante  C  eine  ganze  lineare  Funktion  dieser  will- 
kürlichen Konstante  C  wird: 

y  =  (p{x)C-{-  t{x). 
Analog  (3)  in  voriger  Nummer  geht  durch  Elimination  von  C 
vermöge : 

hieraus  eine  ganze  lineare  Funktion  des  Anfangswertes  «/^  hervor: 

y==  a{x)y^-\-  ß{x). 
Werden  y^   irgendwelche    drei   Werte   «o,  &o,  Cq   gegeben    und 
sind  rt,  &,  c  die  zugehörigen  Werte  von  y,   so  findet  man  sofort : 

C  —    a  Cn «n 


C  -    fe         Co  —  &o  ' 

also  gilt  der 

Satz  31:  Die  Differentialgleichung  y' ^  fipc,  y)  einer  ein- 
fach unendlichen  Kurvenschar  in  der  xy-Ehene  ist  dann  und  nur 

dann  linear,  wenn  irgendtvelche  drei 
Integralkurven  von  allen  Parallelen 
zur  y- Achse  in  drei  PunJden  ge- 
schnitten teer  den,  deren  gegenseitige 
Entfernungen  ein  konstantes,  d.  h. 
nur  von  der  Auswahl  der  drei  Kur- 
ven abhängiges  Verhältnis  haben. 
In  Fig.  35  sind  derartige 
Kurven  dargestellt,  dabei  ist 
M^M^  :  J\LM^  gerade  so  groß  wie  M^'^M.,'' :  M.^M.^''. 

Hier  handelt  es  sich  zwar  nicht  um  ein  Doppelverhältuis, 
sondern  nur  um  ein  einfaches  Verhältnis.  Dies  kann  aber  durch 
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einen  Kunstgriff  in    ein    Doppelverhältnis    verwandelt    werden. 

Denn  das  Doppelverhältnis: 

/,     1-,        c  —  u     d  —  a 
(ahcd)  =         ,  :  ^ 7 

geht  für  lim  d  =  oc  in  das  einfache  Verhältnis  (c  —  (i)  :  (c  —  &) 
über.  Mithin  ist  der  Satz  31  doch  nur  ein  spezieller  Fall  des 
Satzes  28  der  vorigen  Nummer;  man  muß  nämlich  zu  den  drei 
in  Satz  31  ausgewählten  Integralkurven  noch  die  unendlich 
ferne  Gerade  y  =  oc  hinzufügen.  Die  linearen  Differential- 
gleichungen erscheinen  demnach  als  solche  Eiccatische  Differen- 
tialgleichimgen,  die  insbesondere  die  unendlich  ferne  Gerade  y  =  co 
als  eine  Integralkurve  haben.  Man  könnte  diese  Aussage  durch 
Einführung  homogener  Koordinaten  wie  in  Nr.  175  auch  ana- 
lytisch exakt  machen.  Sie  läßt  den  eigentlichen  Sinn  der  in 
Nr.  718  für  die  Riccatische  Differentialgleichung  gefundenen 
Integrationsmethode  hervortreten:  Wenn  nämlich  u^x)  eine 
bekannte  Partikularlösung  der  Riccatischen  Differentialgleichung: 

y'  =  foMy'-\-2f,{^)y  +  f2{^) 

bedeutet,  wird  nach  (8)  in  Nr.  718  die  Substitution: 

y—u{x) 
gemacht.  Sie  ordnet  sich  der  in  Satz  30  der  vorigen  Nummer 
angegebenen  allgemeinen  Substitution  unter,  d.  h.  für  Z  ergibt 
sich  wieder  eine  Riccatische  Gleichung.  Da  aber  Z  =  00  für 
y  =  u{x)  wird,  muß  die  neue  Riccatische  Gleichung  für  Z 
eine  solche  sein,  die  eine  Partikularlösung  Z  =  00  hat,  und 
deshalb  ist  es  nach  dem  Vorhergehenden  nicht  mehr  über- 
raschend, daß  sich  für  Z  in  Nr.  718  eine  lineare  Differential- 
gleichung ergab. 

751.  Infinitesimale  projektive  Transformationen 
einer  Veränderlichen.  Fragt  man  nach  den  eingliedrigen 
Gruppen  von  projeldiven  Transformationen,  einer  Veränderlichen^ 
so  hat  man  von  einer  solchen  Differentialgleichung  zwischen  x  und 
/  auszugehen  (statt  von  zweien  für  Funktionen  x  und  y  von  t, 
wie  in  Nr.  734),  die  dx  :  dt  als  eine  von  t  freie  Funltion  von 
X  darstellt: 

(1)  !f-?w- 
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Die  Frage  ist  nun,  tvie  ^{x)  gewählt  werden  muß,  damit  sich 
diejenige  Lösung  x,  die  für  t  =  0  den  Anfangswert  Xq  hat,  als 
gebrochene  lineare  FunJction  von  x^^  darstellt,  deren  Koeffizienten 
noch  von  t  abhängen: 


(2) 


ait)x,+ß{t) 


y[t)x,-\-S(t) 

Diese  Gleichung  (2)  bringt  gerade  die  charakteristische  Eigen- 
schaft einer  solchen  Riccatischen  Differentialgleichung  zum  Aus- 
drucke, in  der  t  die  unabhängige  Veränderliche  und  x  die  un- 
bekannte Funktion  bedeutet.  Folglich  hat  die  gesuchte  Glei- 
chung (1)  notwendig  die  P"'orm: 

(3)  ^^ax'-^2hx  +  c, 

worin  aber  jetzt  «,  h,  c  Konstanten  sind,  weil  ^  von  t  frei  sein  soll. 
Demnach  ist: 

{ax'^2hx  +  c)f^ 

das  Symbol  der  allgemeinsten  infinitesimalen  projel'tiven  Trans- 
formation einer  Veränderlichen.  (Hier  wird  df:dx  statt  df:dx 
geschrieben,  weil  nur  eine  Veränderliche  vorkommt.)  Dies 
Symbol  setzt  sielt  linear  mit  beliebigen  konstanten  Koeffizienten 
aus  den  Symbolen  von  drei  speziellen  infinitesimalen  projektiven 
Transformationen  zusammen,  nämlich  aus: 

^,df         ^clf         df_ 
dx'         dx'      dx 

752.  Projektive  Transformationen  von  zwei  Ver- 
änderlichen. Unter  einer  projektiven  Transformation,  die 
zwei  Veränderliche  x^  und  y^  in  neue  Werte  x  und  y  über- 
führt, versteht  man  eine  von  der  Form: 

die  also  x  und  y  als  gebrochene  lineare  Funktionen  von  Xq 
und  yQ  mit  gleichen  Nennern  darstellt.  Die  neun  Konstanten 
ö,-,  &,,  c,.  {i  =  1,  2,  3)  können  beliebig  gewählt  werden  mit  der 
einzigen  Beschränkung,  daß  die  Gleichungen  (1)  nach  Xq  und 
t/o  auflösbar  sein  sollen.  Um  die  Bedingung  hierfür  zu  finden, 
setzen  wir: 
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a 


Clo 


tto 


(2) 


A  = 


1        "-"2 

h     h      h 

C-|  Co  Oq 


''1        ^2         ^3     I 

und  verstehen  unter  A^,  B^,  (\  die  zu  a.,  h-,  c-  gehörigen  zwei- 
reihigen Unterdeterminanten  von  A,  d.  h.  es  soll: 


h 

h 

,     B,= 

^2 

^3 

,        <^l  = 

«2 

«3 

'    ^2 

^3 

;          1 

»2 

«3 

7            1 

6. 

^ 

sein,  und  die  übrigen  ^4^,  B^,  C.  sollen  hieraus  durch  zyklische 
Vertauschung  der  Indizes  1,  2,  3  hervorgehen.  Dann  haben 
die  Funktionen  (1)  von  Xq  und  Pq  die  Funktionaldeterminante: 

dx   dx   j 

dx,  dy,  I  ^  (^,  B^  -  ^3  B,)x,  +  (^3  ^^  -  A,  B,)y,  +  (^^  ^,  -  ^  B^)  _ 

^  _^  I  (CiaJo  +  Cs^/o  +  Cg)* 

Nach  einem  bekannten  Determinantensatze  ist  aber: 
Ä^B^-A^B^  =  c^A,  A^B^-Ä^B^^c^A,  A^B.^- A^B^^c^A, 

so  daß  kommt: 

dx    dx 

dxo  dvo 


dy    dy 

dx^  dtjo 


(ci  a?o  +  «2  j/o  +  Cs)  ■ 


Nach  Satz  4,  Nr.  80,  lassen  sich  also  die  Gleichungen  (1)  nach 
Xq  und  I/o  auflösen,  -wenn  die  Determinante  A  der  neun  Koef- 
fizienten von  Null  verschieden  ist.  Durch  die  Annahme  A  =H  0 
wird  auch  die  Möglichkeit  c^  =  c^  =  C'3  =  0  ausgeschlossen.  Die 
Auflösungen  findet  man  am  bequemsten,  wie  folgt.  Wird  der 
gemeinsame  Nenner  in  (V)  mit  N  bezeichnet,  so  hat  man: 

Nx  =  a,^  Xq  +  «2  ?/o  +  %  > 

N=  CiX^-\-  c^iJq-\-  rg. 

Die  rechten  Seiten  sind  als  ganze  lineare  homogene  Funktionen 
von  Xq,  y^  und  1  zu  betrachten,    so    daß    die  Auflösung   gibt: 

N{A^ x  +  B^y-^C,)        ,,  _  N{A._ x  +  B^y  ^  C,) 


Xn  — 


1    = 


^0 

N{A,x-\-B,y  +  ü, 


Serret-Schef  fers.Diff.- u   lutegral-Kechuung.  III.  3. Aufl. 
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AVird  der  Wert  von  N  aus  der  letzten  Gleichung  in  die  beiden 
ersten  eingesetzt,  so  geht  die  gesuchte  Auflösung  der  Glei- 
chungen (1)  hervor: 

Dies  ist  die  zur  Transformation  (1)  inverse  Transformation 
(nach  Nr.  732);  sie  ist  wie  (1)  selbst  projektiv. 

Werden  Xq,  y^  und  ebenso  x,  y  als  rechtwinklige  Koordi- 
naten in  demselben  Achsenkreuze  gedeutet,  so  liefert  die  Aus- 
führung der  Transformation  (1)    auf  die  Punkte  (a:^,  y^  einer 
beliebig  gewählten  Geraden: 
(4)  UqXq  -]-  v^y^  -f  M'o  =  0 

diejenige  Kurve,  deren  Gleichung  hieraus  durch  die  Substitution 
der  Werte  (3)  hervorgeht  und  daher  in  x  und  y  linear  ist: 

{A^Uq ^  A^Vq-]-  A^Wq)x  -\-  (B^Uq  +  J^g^o  +  B-^iVf^Jy 

Die  projektive  Transformation  (1)  führt  also  jede  Gerade  in  eine 
Gerade  üher. 

Man  kann  zeigen,  daß  jede  Trausforraation  in  der  Ebene, 
vermöge  derer  jede  Gerade  in  eine  Gerade  übergeht,  die  Form 
(1)  hat,  daß  also  die  projektiven  Transformationen  als  die- 
jenigen Transformationen  der  Punkte  der  Ebene  definiert  wer- 
den können,  die  jede  Gerade  in  eine  Gerade  verwandeln.  Dar- 
auf gehen  wir  hier  aber  nicht  ein. 

Führt  man  nacheinander  zwei  projektive  Transformatiouen 
aus,  wobei  die  erste  das  Wertepaar  Xq,  y^  in  ein  Paar  x^ ,  y^ 
verwandelt  und  die  zweite  das  neue  Paar  x^,  y^  weiterhin  in 
ein  Paar  X2,  y^  verwandelt,  so  erkennt  man,  daß  sicli  x^  und 
y^  wieder  als  gebrochene  lineare  Funktionen  von  Xq  und  y^ 
mit  gleichen  Nennern  darstellen  lassen,  was  bedeutet,  daß  die 
Aufeinanderfolge  zweier  projektiver  Transformationen  stets  einer 
projektiven  Transformation  äquivalent  ist,  mit  anderen  Worten: 
Alle  projcliivcn  Trnnsformaiionoi  der  Khow  hildcn  rine  Gruppe. 

Die  Gleichungen: 

stellen    in    den    laufenden    Koordinaten  ^q    und   l)„    eiue  Gerade 
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durch  den  Punkt  (a^,,  yo)  dar,  falls  t  veränderlich  ist.  Indem 
man  t  vier  bestimmte  Werte  t^,  t^,  t^,  t^  beilegt,  bestimmt  man 
vier  Punkte  der  Geraden,  und  das  Doppelverhältnis  dieser  vier 
Punkte  ist  gleich  dem  ihrer  Abszissen,  daher  auch  gleich 
(/^/g^g/J,  weil  sich  ^^  linear  durch  t  ausdrückt.  Bei  einer  pro- 
jektiven Transformation  (1)  geht  der  Punkt  (xq,  ^/o)  ^^  einen 
neuen  Punkt  (x,  y)  und  die  Gerade  (5)  in  eine  Gerade  durch  den 
Punkt  (x,  y)  über.  Die  laufenden  Koordinaten  j:,  \]  der  neuen 
Geraden  drücken  sich  dabei  gerade  so  durch  Jq  und  %  aus 
wie  X  und  y  nach  (1)  durch  Xq  und  y^.    Insbesondere  ist  also: 

_  «1  £o  +  ctg  9o  +  a^ 

und  wenn  man  hierin  nach  (5)  die  Werte  Xq-{-  ut  und  i/q  +  ßt 
für  Iq  und  li^  substituiert,  wird  j;  eine  gebrochene  lineare  Funktion 
von  t.  Daher  ist  das  Doppelverhältnis  derjenigen  vier  Punkte, 
die  aus  den  vorhin  betrachteten  vermöge  der  projektiven  Trans- 
formation hervorgehen,  ebenfalls  gleich  (t^f^t^t^).  Eine  projek- 
tive Transformation  der  Ebene  führt  also  stets  vier  Punkte 
einer  Geraden  in  solche  vier  Punkte  einer  anderen  Geraden 
über,  die  dasselbe  Boppelierhültnis  wie  jene  haben,  so  daß  das 
Doppelverhälhiis  von  vier  PunJden  einer  Geraden  invariant  ist. 
Ferner  sei  an  den  Satz  erinnert,  wonach  vier  Geraden  der 
Ebene,  die  von  einetn  Punkte  ausgehen,  von  allen  Geraden  in 
vier  Punkten  mit  demselben  Doppelverhältnisse  geschnitten 
werden,  das  deshalb  das  DoppelverhaHnis  der  vier  Geraden  heißt. 
Man  schließt  aus  dem  Vorhergehenden  und  diesem  Satze  sofort, 
daß  eine  projektive  Transformation  auch  das  Doppelverhältnis 
von  vier  durch  einen  Pimld  (jehenden   Geraden  invariant  läßt. 

753.  Die  Jacobische  Differentialgleichung.  In  sehr 
naher  Beziehung  zu  den  soeben  besprochenen  projektiven  Trans- 
formationen steht  nun  die  sogenannte  Jacobisehe  Differential- 
gleichung.    Sie  hat  die  Form: 

(1)     {y^x  +  y^y  +  y,;){xdy -ydx) 

—  {a^x -\-  a^y  -{-  c(^)dy  -f  {ß^x  +  ß^y  +  ß^)dx  =  0, 

worin  die  neun  Größen  or-,  ß-,  y.  (/  =  1,  2,  3)  irgend  welche 
Konstanten  bedeuten.     Sie  läßt  sich  auch  so  schreiben: 

15*  [752,75» 


228     Kap.  III.    Gewöhnliche  DiflFerentialgleichungen  erster  Ordnung. 

dy  ^  ßiX  +  ßiV  +  ßs  —  y  JYi^  +  YiV  +  Yi) 
und  ist  daher  nach  Nr.  677  durch  das  System  ersetzbar: 

(  ^  ^  "i*"  +  ^2?/  +  «3  -  ^{vi^  +  y^y  +  y^), 

(^)  dy 

\  dt^ßi^  +  ß^y  +  ßa- yirx^  +  r^y  +  ^a)- 

Sind  X  und  «/  rechtwinklige  Koordinaten  in  der  Ebene,  so  de- 
finieren die  Lösungen  dieses  Systems  (2)  die  Integralkurven 
der  Jacobischen  Differentialgleichung  mittels  der  Hilfsveränder- 
lichen t.  Eine  elegantere  Darstellung  ergibt  sich,  wenn  man 
wie  in  Nr.  175  statt  x  und  y  drei  homogene  Koordinaten  x^, 
x^.  x^  vermöge: 

(3)  ^  =  1^,      ?/  =  |* 

einführt.     Denn  dann  gibt  (2): 

^3  'jt  ~^^~it^  X^ia^X^  +  «2^2  +  «3^3)  -  ^1  (^'l^l  +  ^2^2  +  ^3^3), 
^3  "^"^  ^2  ^^  ^  ^3  (Pl  ^1  "i"  P2  ^2  "f~  P3  ^3)         ^2  (^l  ^1  +  y2  ^2  +  ^3  -^s)- 

Dies  sind  nur  swei  Differentialgleichungen  für  die  drei  Funk- 
tionen a^,  X2,  x^  von  t,  was  nicht  überrascht,  weil  ja  nur  die 
Verhältnisse  x^ :  x^  und  x^  :  x.^  in  Betracht  kommen.  Man  kann 
deshalb  noch  die  Forderung: 

3  1    I  I         » 

(l  i    "^  7l  ^\    1     }^2  -^2  +   ?'3  ^'3 

hinzufügen.     Alsdann  ergibt  sich  das  System: 


(4) 


,  .     —  C^jÄ^j  -f-  ß;o^2     '     ^3*^3? 

-^  =  {\x^  -f-  P2X2  i-  Ps^^a, 
da;.,  ,  , 

~ät  =  J'i^i  +  r2^2  +  r3^'3- 


Umgekehrt:  Wenn  x^^,  x.2,  x.^  solche  Funktionen  von  /  sind,  die 
diesen  drei  Gleichungen  (4)  genügen,  so  folgt,  daß  x  =  x^:  x^ 
und  y  =  x^'.  x^  solche  Funktionen  von  t  werden,  die  dem  Systeme 
(2)  genügen.  In  homogenen  Koordinaten  stellt  also  dasjenige 
Lösuugensystem  x^,  x^,  x^  von  (4),  das  für  ^  =  0  die  Anfaugs- 
werte  Xj^,  x./^,  x^^  hat,  diejenige  Integralkurve  der  Jacobischen 
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Differentialgleichung  (1)    dar,    die    von    dem    Punkte    mit    den 
Koordinaten : 


Xn  — 


.'/o  = 


(5) 

"-.1  -'S 

ausgeht. 

Nun  möge  dasjenige  Lösungensystem  von  (4),  das  für  ^  =  0 
die  Anfangswerte  1,  0,  0  hat,  mit  x^  =  q)i(t),  x.^  =  %i{t),  x^  =  ^^(0 
bezeichnet  sein.  Ferner  sei  dasjenige  Lösungensystem,  das  für 
^  =  0  die  Anfan gs werte  0,  1,  0  hat,  mit  x^=  cp^i^,  ^2=  X2(^)f 
^3  ^  ^2(0  bezeichnet.  Schließlich  sei  noch  x^  =  (Ps{t),  x^  =  Xsi^)y 
iCg  =  1^3  (f)  dasjenige  Lösungensystem,  das  für  ^  =  0  die  An- 
fangswerte 0,  0,   1  hat.     Alsdann  ist: 

r  ^ 

dt 


(6) 


dt 

d^j 
dt 


=  yi9i+  riXi  +  Ysti- 

Hieraus  folgt  aber,  daß: 

{*)  '       ^2^"    X\^\.     "T    Z2'^'2    +    Xs^S  7 

^3  =   ^'1  ^1°  +  ^'2^2°  +  «/'S^s" 

dasjenige  Lösungensystem  von  (4)  vorstellt,  das  für  ^  =  0  die 
Anfangswerte  x^^,  x,^^,  x^^  hat.  In  der  Tat,  daß  zunächst  x^^, 
x^j  x.^  die  Werte  dieser  Funktionen  für  t  =  0  sind,  ergibt 
sich  sofort  aus  den  über  die  Anfangswerte  der  cp.,  Xi,  ^i  ge- 
machten Annahmen.   Ferner  ist  nach  der  ersten  Gleichung  (7): 

^  _  f^  «JPi  „  0  _i_  'L^s  „  0  _L  '^JPs  ^  0 
dt  ~    dt  ^^   "^    dt  ^2  -t-    dt^3  • 

Dieser  Wert  wird  nun   nach   der  ersten  Gleichung  (6)  gleich: 

{a^CPi  +  «2  JJi  +  «3  «^1)^1°  +   K<r2  +  ^2X2+  «3'^2)^2" 

daher  kommt  nach  (7): 

dxi  _  I  1 

wie  es  die  erste  Gleichung  (4)  verlangt.  Ebenso  bestätigt  man 
das  Bestehen  der  »zweiten  und  dritten  Gleichung  (4)  für  die 
durch  (7)  definierten  Funktionen  x.^  und  x^. 

[753 


<P1 

(f., 

<5P3 

Ix 

X-2 

Xs 

i\ 

J^2 

t-i 
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Nach  (3)  und  (5)  ergibt  sich  weiterhin  aus  {1),  daß: 

^  i/^ia^o  4-1/^2  I/o +i/Js  '  ^'i  ^0  4- '^2  2/o  +  ■'/'s 

dasjenige  Lösungensystem  x,  y  des  Systems  (2)  vorstellt,  das 
für  t  =  0  die  Anfangswerte  x^  und  «/^  hat. 

Mithin  wird  diejenige  Integralkurve  der  Jacobischen  Diffe- 
rentialgleichung (1),  die  von  einem  beliebig  gewählten  Punkte 
{Xq,  iIq)  ausgeht,  mittels  der  Hilfsveränderlichen  t  durch  die 
Gleichungen  (8)  dargestellt. 

Für  jeden  bestimmten  Wert  von  t  bedeutet  aber  das  Glei- 
chungenpaar (8)  eine  projektive  Transformation  der  Punkte 
{Xq,  Uq)  in  Punkte  {x,  y),  nach  (1)  in  voriger  Nummer.  Da- 
bei ist  noch  zu  bemerken,  daß  die  Determinante: 


A  = 


nicht  identisch  gleich  Null  ist,  weil  sie  für  ^  =  0  den  Wert 
Eins  hat.  Nun  steht  nach  Nr.  734  fest,  daß  das  System  (2) 
eine  eingliedrige  Gruppe  von  Transformationen  erzeugt.  Folg- 
lich ergibt  sich,  daß  das  System  (2)  oder  also  die  zugehörige 
infinitesimale  Transformation  mit  dem  Symbol: 

P)  /' 
[a^x  +  «2?/  +  «3  -  x{y^x  +  y^y  +  ^g)]  j-^ 

+  [Ä^  +  ß,y  +  /^s  -  y{yr''  +  y,y  +  r-^)]  f^ 

eine  eingliedrige  Gruppe  von  lauter  projektiven  Transforma- 
tionen erzeugt. 

Umgekelirt:   Wir  fragen  nach  denjenigen  Systemen: 

(9)  ~  =  l{x,y),     -^  =  ^{x,y\ 

die  eingliedrige  Gruppen  von  lauter  projektiven  Transforma- 
tionen erzeugen,  d.  h.  deren  Lösungensysteme  sich  in  der 
Form : 

^      ^  V^i^o  +  ^22/0  ■i-'^^'  V'ia5o  -f  %yo  +  "'s 

als  gebrochene  lineare  Funktionen  der  Anfangswerte  x^  und  Pq 

mit  gleichen  Nennern  darstellen,  wobei  die  neun  Koeffizienten 
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(p-,  Xif  i'i  (*  =  1?  2,  3)  natürlich  Funktionen  von  t  sind.  Zu- 
nächst müssen  (p^,  i^  und  7^3  für  i  =  0  einen  gleichen  Wert 
a  4=  0,  alle  übrigen  Funktionen  qt^,  Xi^  i'i  ^^er  den  Wert  Null 
haben,  weil  nur  dann  x  und  y  für  ^  =  0  die  Werte  Xq  und  y^ 
annehmen.  Man  kann  alsdann  alle  Koeffizienten  in  (10)  mit  a 
dividieren,  also  (p-  :  a,  Xi-  ^  ^"id  i\-  :  a  mit  q)^,  Xi  ^^id  ^i>.  be- 
zeichnen, so  daß  folgt:  Man  darf  annehmen,  daß  (p^,  Xi  "iid  ^3 
für  f  =  0  den  Wert  ^ins  und  alle  anderen  Funktionen  tp^,  Xn 
p.  für  ^  =  0  den  Wert  Null  haben.  Nun  sollen  die  Gleichungren 
(10)  das  allgemeine  Lösungensystem  der  noch  unbekannten 
Gleichungen  (9)  vorstellen.  Es  soll  also,  wenn  der  Akzent  die 
Differentiation  nach  f  andeutet,  der  Wert: 

dx 

JT  ^ 

(y/a^o  +  qp/yo  +  qP3')(Vi  ^o  +  '^2^/0-^  %)  —  '>/^o  +  '^l^^.'yp  +  %'){(PiXo  +  ygyo  +  y») 

('^1  a^o  +  ^2  2/0  +'^3)' 

in  die  von  t  freie  noch  unbekannte  Funktion  ^(x,  y)  übergehen, 
sobald  Xq  und  y^  hieraus  vermöge  1 10)  eliminiert  werden. 
Wenn: 

^  X2        Xi    !  ^.  ^'2        ^'3  „.  ^2        %     j 

«^'2        «^'3  <3P2        93  X-2        Iz    I 

gesetzt  wird  und  Q>,^,  X.^,  ^fg  sowie  ^3,  Xg,  *P"3  diejenigen 
Funktionen  von  t  bedeuten,  die  sich  aus  0^,  X^,  ^^  durch 
zyklische  Vertauschung  der  Indizes  1,  2,  3  ergeben,  liefert  die 
Auflösung  der  Gleichungen  (10)  nach  a;^  und  y^  analog  den 
Gleichungen  (3)  der  vorigen  Nummer: 

Folglich  wird  nach  einem  bekannten  Determinantensatze: 

SO  daß  sich  durch  Substitution  der  Werte  (12)  und  (11)  in  den 
vorhin  berechneten  Wert  von  dx  :  dt  ergibt: 

—     ^'     'X  -\-  ~^i^  y  + 


dt  A  '        A      ■'  ^         A 
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Ebenso  kommt: 

dy  _  zx/^,        2:%;x,        Ei;w, 

dt  — zr^  +  —£-  y  +  ~Er 

Dabei  sind  die  Summen  ZI  über  alle  drei  Werte  ?  =  1,  2,  3 
zu  erstrecken. 

Es  wird  somit  verlangt,  daß  das  gesuchte  System  (9)  aus 
diesen  beiden  Gleichungen  bestehe.  Weil  nun  ^  und  r/  von  t 
frei  sein  sollen,  müssen  alle  neun  Summen  H,  dividiert  mit  A, 
Konstanten  sein.  Werden  sie  mit  a-,  ß-,  y^  bezeichnet,  indem 
man  setzt: 

^.^.  _         2:cp;x,  _         Ecpi^  _ 

^1/,/^,  E^fX,  EV^/W, 

-Ä"    =  ^1'       ^A~  ^  ^2'  A^  =  ^3; 

so  nimmt  daher  das  gesuchte  System  (9)  die  Form  an: 

,^  =  «1^  +  ^tV  +  «3  —  ^(ri«^  +  ^22/  +  r%), 

Dies  aber  ist  das  System  (2),  von  dem  wir  schon  wissen,  daß 
sein  allgemeines  Lösungensystem  die  Form  (8)  oder  (10)  hat. 
Mithin  gilt  der 

Sats  32:  Liegt  in  der  xy- Ebene  eine  gewöhnliche  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung  : 

X{x,  y)dy  —  Y{x,  y)dx  =  0 
vor,  so  läßt  sich  die  von  irgend  einem  PunJde  {x^,  y^)  ausgehende 
Integralkurve  mittels  einer  Hilfsveränderlichen  t  dann  und  nur 
dann  in  der  Fmin: 

_  fi (0^0  4i 9« (0 2/(L+ jPs it)  _  Xi {t)^'o-\-x-t{t)yo  +  Xtii) 

^i(<)ä;o+i/'j(02/o+>s(«)'     ^     %{t)i>Co  +  ipAt)yo-^%(t) 

darstellen,  wenn  die  Differentialgleichung  eine  Jacohische  ist,  d.  h. 
die  Form  hat: 

(ri«  +  ny  +  yi){pcdy  -  ydx) 

-  {a^x  +  a^y  -j-  a^)dy  +  {ji^x  +  ß^y  +  ß^)dx  =  ü, 
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tvorin  die  nenn  Koeffizienten  u-,  ß-,  y^  irgendwdcJie  Konstantem? 

bedeuten. 

Man  kann  dem  Satze  auch  folgende  Fassung  geben: 
Satz  3H:  Die  infinitesimale  Transformation: 

erzeugt  dann  und  nur  dann  eine  eingliedrige  Gruppe  von  lauter 
projeldiven  Transformationen,  wenn  |  mid  t]  die  Formen  haben: 

l  =  Uj^x  -f  a^y  +  «3  —  ^{yi^  +  ny  +  73); 
n  =  ßi^  +  ß^y  +  ßs-  yin^  +  r^y  +  n\ 

■worin  die  neun  Koeffizienten  a-,  ß.,  y-  irgendtvelche  Konstanten 
bedeuten. 

Oder  auch: 

Satz  34:  Sämtliche  Integralkurven  einer  gewöhnlichen  Diffe- 
reiUialgleichung  erster  Ordnung  in  der  xy-Ebene  sind  dann  und 
nur  dann  die  Bahnkurven  einer  eingliedrigen  Gruppe  von  lauter 
projektiven  Transformationen,  wenn  die  Differentialgleichung  eine 
Jacobisdie  ist. 

754.  Infinitesimale  projektive  Transformationen 
von  zwei  Veränderlichen.  Nach  Satz  33  ist  eine  infinite- 
simale Transformation: 

dann  und  nur  dann  projektiv,  d.  h.  sie  erzeugt  dann  und  nur 
dann  eine  eingliedrige  Gruppe  von  lauter  projektiven  Trans- 
formationen, Avenn  ihr  Symbol  die  Form  hat: 

[a,  X  f  cc^y  -f  «3  -  '^(ri x+Y-2y  +  /s)]  J^ 

+  Vßi^  +  ihy  +  ßz-  y{n^  +  72^  +  rs)]  ä^> 

worin  die  neun  Konstanten  a^,  ß-,  y.  irgendwie  gewählt  werden 
können.  Da  y^  nur  in  den  Differenzen  a^  —  y^  und  ß^ — y^ 
vorkommt,  sind  jedoch  nur  acht  Konstanten  von  wesentlicher 
Bedeutung,  indem  die  allgemeinste  infinitesimale  projektive  Trans- 
formation linear  mit  beliebigen  konstanten  Falctoren  aus  den  fol- 
genden acJd  speziellen  infinitesimalen  projektiven  Transformationen 
zusammengesetzt  werden  kann: 
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(1) 


dx'     d]r     ^^a;'     ^8y'     '^dx'     ^dy' 

=,df    .         df  bf    .      2  ^f 

^^  dx^  ^^dy'      ^y  dx'^y  dy' 


Wenn  in  dem  allgemeinen  Symbole  insbesondere  y^  =  y.^ 
=  j/g  =  0  gewählt  wird,  gebt  die  spezielle  infinitesimale  pro- 
jektive Transformation  hervor: 

(2)  {a,x  -h  a,y  +  «3)  |^  +  {ß^^  +  ß.V  +  ^3)  |^ " 

In  diesem  Falle  ergibt  die  dritte  Gleichung  des  Systems  (6) 
der  vorigen  Nummer  dij^-  :  dt  ^  0,  so  daß  dann  t^^  =  0,  t^g  =  0, 
t^3  =  1  ist,  weil  j/'i ,  t/'o  und  j^'g  für  t  =  0  die  Anfangswerte  0, 
0,  1  haben  sollen.  Folglich  werden  die  dort  mit  (8)  bezeich- 
neten Gleichungen  jetzt  diese: 

(3)  X  =  cp^x^  +  9P2//0  +  cps,    y  =  i^Xq  +  i^y^  +  i^. 

Die  Determinante  A,  von  der  wir  wissen,  daß  sie  nicht  gleich 
Null  ist,  reduziert  sich  hier  auf 

Die  Gleichungen  (3)  stellen  für  jeden  Wert  von  t  eine 
solche  projektive  Transformation  von  x^,  y^  in  x,  y  dar,  bei 
der  X  und  y  ganze  lineare  Funktionen  von  Xq  und  y^  sind. 
Solche  projektive  Transformationen  heißen  lineare  Transforma- 
tionen. Demnach  ist  (2)  das  Symbol  einer  allgemeinen  infini- 
tesimalen linearen  Transformation,  und  zu  den  Sätzen  der  vorigen 
Nummer  lassen  sich  die  speziellen  Sätze  hinzufügen: 

Satz  35:  Liegt  in  der  xy-Ebene  eine  geivöJinliche  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung: 

X{x,  y)dy  —  Y{x,  tj)dx  =  0 
vor,  so  läßt  sich  die  von  irgend  einem  Punkte  (x^^,  y^)  ausgehende 
Integralkurve  mittels  einer  Hilfsveränderlichen  t  dann  und  nur 
dann  in  der  Form: 

x  =  (p,  (t)  Xq  +  9)2  (t)  t/o  +  cp,  (f),     y=^Xi  (0  ^0  +  Za  (0  ?/o  +  Za  (0 

darstellen,  ivenn  die  Differentialgleichung  die  Form  liat: 

{a^x  +  «2.1/  +  ciz)dy  —  {ß^x  -\-  ß.^y  +  ßs)dx  =  0, 

worin  die  sechs  Koeffzienten  a.  und  ß.  irgend  welche  Konstanten 
bedeuten. 
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Satz  ij(J:  Eine  infinitesimale  Tramformation  in  der  xy- 
Ebene  erzeugt  dann  und  nur  dann  eine  eingliedrige  Gruppe  von 
lauter  linearen  Transformationen,  wenn  sie  die  Form  hat: 

tvorin  die  sechs  Koeffizienten  a.  und  ß^  irgend  ivelche  Konstanten 
bedeuten. 

Satz  37:  Sämtliche  Integralkurven  einer  gewöhnlichen  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordming  in  der  xy-Ehene  sind  dann  und  nur 
dann  die  Bahnkurven  einer  eingliedrigen  Gruppe  von  lauter  linearen 
Transformationen,  wenn  die  Differentialgleichung  die  Form  hat: 

{a^x  -\-  a^y  +  a.^dy  —  (ß^ x  +  ß^y  -\-  ß^)dx  =  0, 
tvorin  die  sechs  Koeffizienten  a^  und  ß.  irgend  welche  Konstanten 
bedeuten. 

755.  Charakteristische  Eigenschaft  der  linearen 
Transformationen.  Es  ist  nützlich,  zu  zeigen,  welche  geo- 
metrische Eigenschaft  die  linearen  Transformationen  vor  den 
übrigen  projektiven  Transformationen  auszeichnet.  Vermöge 
einer  projektiven  Transformation: 


geht  die  Schar   derjenigen  Geraden,    die    einen  Punkt   auf  der 
Geraden : 

qa?o+   C2?/o+  ^3=0 

gemein  haben,  in  eine  Schar  von  parallelen  Geraden  über.    Denn 
in  den  laufenden  Koordinaten  Xq,  y^  stellt: 

(2)  A(Ci^o  +  ^2  yo  +  ^3)  +  k{»h^(,  +  »^2^0  +  '^'3)  =  Ö 

eine    derartige   Geradenschar    dar,    wenn  w^,  m^,  m..    bestimmt 

und  h  und  k  willkürlich  gewählte  Konstanten  bedeuten.     Nun 

gibt    die  Auflösung   der  Gleichungen  (1)    nach  Xq   und  y^  wie 

in  (3),  Nr.  752: 

.   .  _  A, x-\-B,!/-\-C,  A,x±B^y±C, 

wo  die  ^4,-,  B^,  C.  die  in  Nr.  752  angegebene  Bedeutung  haben. 
Hieraus  aber  folst  nach  einem  bekannten  Determinantensatze: 


_  A 

^1  -^0  +  C,  ^0  +  ^  3       A,x  +  B,  y-\-  C, 
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wenn  A  wie  in  Nr.  752  die  Determinante  der  «,,  h^,  c^  vorstellt. 
Andererseits  geht  durch  Substitution  der  Werte  (3)  die  ganze 
lineare  Funktion: 

in  eine  Funktion  von  der  Form: 

^s «  +  -B3  2/  +  C's 

über,  worin  M^,  M^,  M^  konstant  sind.  Folglich  geht  die 
Geradenschar  (2)  vermöge  der  projektiven  Transformation  ( 1) 
über  in: 

/i  A  +  k{M^x  +  M^j  +  M^)  =  0 
oder: 

iHfi«;  +  Jf2^  +  Jfg  =  konst., 

d.  h.  in  der  Tat  in  eine  Schar  von  Parallelen. 

Mau  kann  ebenso  zeigen,  daß  jede  Schar  von  parallelen 
Geraden  vermöge  der  projektiven  Transformation  (1)  in  eine 
Schar  von  Geraden  übergeht,  die  einen  Punkt  auf  der  Geraden: 

Ä,x^  B,y-^C,==0     . 
gemein  haben. 

Benutzt  man  wie  in  Nr.  175  den  Begriff  des  unendlich 
fernen  Punktes  einer  Geraden,  so  kann  man  also  sagen,  daß 
die  projektive  Tramformation  (1)  jeden  Punkt  der  Geraden: 

(4)  Ciao+C2?/o+C3=0 

in  einen  unendlich  fernen  Punkt  verwandelt,  dagegen  jeden  un- 
endlich fernen  Punkt  in  einen  Punkt  der  Geraden: 

(5)  Ä,x  +  B,y+(J,=  0 
üherführt. 

Wenn  die  Transformation  (1)  insbesondere  linear  ist,  d.  h. 
wenn  c^  =  62  =  0  ist  (wobei  dann  Cg  =  1  gesetzt  werden  darf, 
da  es  in  (1)  nur  auf  die  Verhältnisse  der  Konstanten  ankommt), 
stellt  die  Gleichung  (2)  mit  den  willkürlichen  Konstanten 
h  und  k  selbst  schon  eine  Schar   von   parallelen  Geraden  dar: 

m^Xq  +  »*22/o  +  ^^8  =  konst., 
d.  h.  eine  lineare  Transformation  führt  jede  Schar  von  parallelen 
Geraden  wieder  in  eine  Schar  von  parallelen  Geraden  über.    An- 
ders ausgedrückt:  Eine  lineare  Transformation  verwandelt  jeden 
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unendlich  fernen  PimJd  wieder  in  einen  unendlich  fernen  Punlt, 
oder:  Sie  läßt  die  unendlich  ferne  Gerade  invariant. 

756.  Ausführung'  einer  projektiven  Transformation 
auf  eine  Jacobische  Differentialgleichung.     In  eine  vor- 
gelegte Jacobische  Differentialgleichung: 
(1)     inx -}- r.jj  +  ys)(xdij  -  ydx) 

-  {a^x  -f  a^y  +  cis)dy  +  {ß^x  +  ß^y  +  ß3)dx  =  0 
sollen  neue  Veränderliclie  x,  y  vermöge  einer  projektiven  Trans- 
formation : 

\  ^  ^    i i 5  7 


eingeführt  werden.    Alsdann  geht  eine  gewöhnliche  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  in  x  und  y  hervor.    Wenn  nun  wie 
in  Satz  32,  Nr.  753: 
r-M  «Pi  (Oa;o  +  qpa  (<)yo  +  gp,  (Q  ^   %i  (^) a^o  +  a;^  (Q 3/0  +  ;t8  (0 

das  allgemeine  Lösungensystem  von  (1)  ist,  geht  daraus  das  all- 
gemeine Lösungensystem  x,  y  der  neuen  Differentialgleichung 
hervor,  sobald  man  erstens  die  Werte  (3)  in  (2)  substituiert 
und  zweitens  die  Anfangswerte  x^  und  y^  vermöge  der  zu  (2) 
analogen  Gleichungen: 


''i  ^0    r  ^2  2/0    I    ^3  ^1  "^0  ~r  ^2  ?/o    r  *'3 

eliminiert.  Weil  diese  Gleichungen  nach  (3)  in  Nr.  752  die 
Auflösungen  haben: 

r  =  AiA±_-^iA+  ^1      „  ==  -i^Ai  Alo+^2 

stellen  sich  ^  und  y  wieder  als  gebrochene  lineare  Funktionen 
der  neuen  Anfangswerte  i^  und  y^^  mit  gleichen  Nennern  dar, 
so  daß  also  die  charakteristische  Eigenschaft  der  Jacobischen 
Differentialgleichung,  die  in  Satz  32  von  Nr.  753  ausgesprochen 
wurde,  erhalten  bleibt.     Daraus  folgt  der 

Satz  38:     Werden    in  die  Jacobische  Bifferentialgleichuug : 

iViX  +  ny  +  n){xdy  —  ydx) 

-  {u^x  -f  «22/  +  u^)dy  +  (ß^x  -]-  ß.y  ^  ß.i)dx  =  0 
neue  Veränderliche  x  und  y  vermöge  einer  projektiven  Transfor- 
mation: 
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eingeführt,  so  geht  wieder  eine  Jacobische  Differentialglciclnmg  in 
den  neuen   Veränderlichen  x  und  y  hervor. 

Die  Koeffizienten  der  neuen  Jacobischen  Diifereutialgiei- 
chung  werden  allerdings  im  allgemeinen  andere  Werte  als  die 
in  der  ursprünglichen  Gleichung  haben. 

Entsprechend  läßt  sich  in  Anknüpfung  an  Satz  35,  Nr.  754, 
der  allerdings  fast  augenscheinliche  Satz  formulieren: 

Satz  39:  Eine  Differentialgleichung  von  der  Form: 

(a^x  -\-  a^y  -\-  as)dy  ~  (ß^x  -\-  ß^y  +  ßs)äx  =  0, 

ivorin  die  sechs  Koeffizienten  a-  und  ß^  Konstanten  sind,  geht  hei 
der  Einführung  neuer  Veränderlicher  x  und  y  vermöge  einer 
linearen  Transformation : 

X  =  a-^x  +  a^y  +  %,     y  =  h^x  +  &2^  +  ^a 

wieder  in  eine  Differentialgleichung  von  derselben  allgemeinen 
Form  über. 

757.  Vereinfachung  der  Jacobischen  Differential- 
gleichung. Wenn  die  Koeffizienten  y^  und  y^  in  der  Jacobi- 
schen Differentialgleichung: 

(1)     (y^x  -f  y^jj  +  yz){xdy  —  ydx) 

—  {a^x  4-  £^2!/  +  ^i)^^y  +  {ßv^  +  ß^y  +  ßz)f^^  =  ^ 

gleich  Null  sind,  reduziert  sie  sich  auf  eine  Gleichung: 

X{x,  y)dy  —  Y{x,  y)dx  =  0, 

in  der  X  und  Y  ganze  lineare  Funktionen  von  x  vmd  y  sind 
Dieselbe  Vereinfachung  kann  man,  wie  jetzt  gezeigt  werden, 
soll,  auch  dann  erreichen,  wenn  y^  und  y^  nicht  beide  gleich 
Null  sind,  und  zwar  durch  Einführung  Ton  neuen  Veränder- 
lichen vermöge  einer  geeigneten  projektiven  Transformation. 
Die  Gleichung  (1)  ist  zunächst  wie  in  Nr.  753  durch  das 
System  ersetzbar: 

(  ^  =  '^1^  +  «2!/  +  ß^3  —  -^(yi^  ■+  72^  +  Yä), 
l  df  ^  ^^1^  +  ^2.v  +  ß-i-  yiVi  x  +  ny  +  r^l 
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Wenn  y^  uud  y^  nicht  beide  gleich  Null  sind,  gibt  es,  behaupten 
wir,  mindestens  eine  Gerade: 

(3)  c^x  -\-  c^ij  +  c.,  =  0, 

die  eine  Integralkurve  der  Jacobischen  Differentialgleichung  ist. 
Denn  dazu  ist  nach  (2)  notwendig  und  hinreichend,  daß  die 
Gleichung: 

+  Cg [[ß^x  +  (Uj  -\-  ßä)-  yiri^  +  72^  +  73,']  =  0 

infolge  von  (3)  bestehe.  Wird  hierin  nach  (3)  für  c^x -\- c^i/ 
der  Wert  —  c.^  eingeführt,  so  kommt  die  in  x  und  y  lineare 
Gleichung: 

q {a^x-\-  a.ij  +  ßg)  +  c^[ß^x  +  ß^y  +  ß^)  +  ^3(71^  +  T^V  +  Tz)  =  0, 
und  diese  ist  dann  und  nur  dann  eine  Folge  von  (3),  falls  ihre 
linke  Seite  mit  der  linken  Seite  von  (3),  abgesehen  von  einem 
konstanten  Faktor  q,  übereinstimmt.  Somit  ergibt  die  Yer- 
gleichung  die  drei  Bedingungen: 

[  («i-(>)q  +  /^i<^2+ 71^3=0, 

(4)  «2  '\  +   (ß-.  -  C)  ^2  +   72  ^3  =  ^, 
'      «3^1  +  /53^2+   <73-p)C3=0. 

Dies  sind  drei  in  Cj,  c^,  c^  lineare  homogene  Gleichungen,  und 
bekanntlich  ffibt  es  dann  und  nur  dann  drei  nicht  säniÜich  ver- 
schwindende  Werte  Cj,  Cg,  Cg,  die  ihnen  genügen,  wenn: 

«1  —  (^         ßi  Ti 

(5)  «2         ß^  —  Q         y.2       =0 

f^3  ^3  73  — Q 

ist.  Hierin  aber  liegt  eine  lithiscJie  Gleichung  für  q  vor,  die 
mindestens  eine  reelle  Wurzel  hat.  Wird  diese  Wurzel  benutzt, 
so  sind  von  den  drei  aus  (4)  für  q,  c.,,  (),  hervorgehenden 
Werten,  von  denen  übrigens  nur  die  Verhältnisse  bestimmt 
werden  und  für  die  Gerade  (3)  in  Betracht  kommen,  die  beiden 
ersten  gewiß  nicht  beide  gleich  Null,  denn  sonst  würde  sich 
aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  (4)  auch  c^  =  0  ergeben, 
weil  y^  und  y^  nicht  beide  gleich  Null  sind.  Die  Gleichung  (3) 
ist  demnach  nicht  von  x  und  y  frei,  stellt  also  in  der  Tat  eine 
Integral  gerade  dar. 
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Nun  führt  man  in  die  Jacobische  Differentialgleichung  (1) 
neue  Veränderliche  x  und  y  vermöge  einer  projektiven  Trans- 
formation : 

ein,  worin  die  Nenner  gleich  der  linken  Seite  von  (3)  sind.  Es 
ist  leicht  zu  sehen,  welche  Form  die  neue  Differentialgleichung 
annimmt,  von  der  schon  nach  Satz  38  der  vorigen  Nummer 
bekannt  ist,  daß  sie  wieder  eine  Jacobische  Differentialgleichung 
sein  muß.  Durch  Multiplikation  der  beiden  Gleichungen  (2) 
mit  q  bzw.  c^  und  Addition  ergibt  sich  nämlich  mit  Rücksicht 
auf  (4): 

Daher  liefert  die  Differentiation  der  Werte  (6)  von  x  und  y  nach  t, 
wenn  darin  für  dx  :  dt  und  dy  :  dt  die  Werte  aus  dem  Systeme 
(2)  substituiert  werden,  zwei  gebrochene  lineare  Funktionen  von 
X  und  y  mit  gleichen  Nennern.  Wenn  beide  Werte  miteinan- 
der dividiert  werden,  geht  folglich  auch  für  dy  :  dx  eine  ge- 
brochene lineare  Funktion  von  x  und  y  hervor.  Hieraus  sind 
nun  noch  x  und  y  vermöge  (6)  zu  eliminieren.  Nach  (3)  in 
Nr.  752  aber  bestimmen  die  Gleichungen  (6)  die  Veränderlichen 
X  und  y  als  gebrochene  lineare  Funktionen  von  x  und  y  mit 
gleichen  Nennern.  Mithin  wird  schließlich  dy  :  dx  eine  ge- 
brochene lineare  Funktion  von  .7  und  y.  Somit  gilt  der 
Sat2  40:  Die  Jacobische  Biff'erenticdgleichung : 

-  {a^x  +  a^y  +  c(.^)dy  -\-  {ß^x  +  ß^y  +  ß.^)dx  =  0 

läßt  sich  durch  Einfährung  neuer  Veränderlicher  x  und  y  ver- 
möge einer  geeigneten  reellen  projehtiven  Transformation  stets  in 
eine  solche  Jacöbische  Differentialgleichung  verwandeln,  in  der 
das  Glied   mit  xdy  —  ydx  fehlt,   d.h.  in  eine  von  der  Form: 

{a^x  +  a^y  +  ci^)dy  —  {ß^x  -^  ß^y  -{-  Jis)dx  =  0. 

Nach  den  Erörterungen  in  Nr.  755  ist  der  geometrische 
Sinn  der  erreichten  Vereinfachung  dieser:  Vermöge  der  projek- 
tiven Transformation  (6)  wird  eine  Gerade  (3),  die  eine  Inte- 
cfralkurve  vorstellt,  ins  Unendlichferne  übergeführt. 
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758.  Integration  der  Differentialgleichung-  Xdy 
—  Ydx  =  O,  worin  X  und  Y  ganze  lineare  Funktionen 
sind.  Das  Problem,  irgendeine  Jacobische  Differentialgleichung 
wirklich  zu  integrieren,  ist  hiernach  gelöst,  sobald  man  jede 
solche  Differentialgleichung: 

(1)  Xdy  -  Ydx  =  0, 

in  der  X  und  Y  ganze  lineare  Funktionen: 

(2)  X  =  £^,a;  +  ao,y  +  ß3,     Y=ß,x  +  ß,y  +  ß, 

sind,  zu  integrieren  vermag.  Wie  dies  zu  geschehen  hat,  sei 
in  aller  Kürze  angedeutet. 

Wenn  cc^ß^ — a^ß^^O  ist,  kann  man  stets  erreichen,  daß 
die  Glieder  a^  und  ß.^  fortfallen.  Sind  sie  nämlich  nicht  beide 
gleich  Null,  so  gibt  es  zwei  Konstanten  m  und  n  derart,  daß 

a^tn  -\-  a^n  =  a.^,     ß^m  +  ß.2n  =  ß. 
wird,  und  durch  Einführung  der  neuen  Veränderlichen  x=x-\-  m 
und  y  ■-=  y  -]-  n  geht  die  Differentialgleichung  (1)  über  in: 
{a^x  +  a^yjdy  —  {ß^x  +  ß2y)dx  =  0. 

Diese  Gleichung  aber  ist  liomogen,  daher  nach  Nr.  715  in  aUen 
Fällen  leicht  zu  integrieren,  indem  man  zunächst  die  Funktion 
s  =  y  :  X  von  x  bestimmt.  Es  tritt  dabei  eine  Quadratur  von 
der  Form 

«1  ^  +  «2 


/. 


dz 


auf,  die  in  jedem  Falle  nach  §  1,  2.  Kap.  des  2.  Bandes,  zu 
leisten  ist. 

Wenn  dagegen  a^ß^—  a^ß^^O  ist,  sind  cc^x -\- cc2y  und 
ß^x-^-ß^y  einander  proportional,  so  daß  die  Differentialglei- 
chung (1)  die  speziellere  Form: 

[h{ax  +  ßy)  -\-  a.^dy  —  \]i{ax  -\-  ßy)  +  ß^]dx  =  0 

hat,  worin  alle  Koeffizienten  konstant  sind.  Wenn  hierin  ax-\-ßy 
überhaupt  fehlt,  ist  die  Integration  sofort  auszuführen.  Andern- 
falls erreicht  man  durch  Einführung  von  x  und  ax  -\-  ßy  oder 
von  y  und  ax  -\-  ßy  als  neuen  Veränderlichen,  daß  die  Ver- 
änderlichen in  der  neuen  Form  der  Differentialo-leichung  getrennt 
werden,  so  daß  nur  noch  leicht  ausführbare  Quadraturen  zu 
leisten  sind  (vgl.  Nr.  713.) 
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Führt  man  alle  diese  Rechnungen  durch,  so  erhält  man 
für  das  Integral  der  Differentialgleichung  (1)  insgesamt  vier 
typische  Formen,  nämlich,  wenn  U  und  V  ganze  lineare  Funk- 
tionen von  X  und  y  bedeuten  und  a  und  h  Konstanten  sind, 
die  folgenden: 


(3) 


U^V'^  konst.,      y  [T  2  +  F  2  e«  ''^'^  tg  ( »^  =  f^  =  konst., 

V 

IJ^-V=  konst.,      Ue^  =  konst. 

759.  Die  typischen  Formen  der  Integralkurven 
Jacobischer  Differentialgleichungen.  In  Nr.  757  wurde 
die  allgemeine  Jacobische  Differentialgleichung: 

(1)     {y^x  +  Y-2V  +  Yz){^dy  -  ydx) 

—  {a^x  +  cc.^y  +  a.^)dy  +  {ß^x  -\-  ß^y  +  ß^)dx  =  0 
vermöge  einer  geeigneten  projektiven  Transformation  in  eine 
Differentialgleichung  verwandelt,  deren  Integration  die  vorige 
Nummer  gewidmet  war.  Will  man  wieder  zur  Jacobischen 
Differentialgleichung  zurückkehren,  so  muß  man  statt  x  und  y 
gebrochene  lineare  Funktionen  von  x  und  y  mit  gleichen  Nen- 
nern einsetzen.  Dabei  verwandeln  sich  zwei  ganze  lineare 
Funktionen  U  und  V  in  gebrochene  lineare  Funktionen  mit 
gleichen  Nennern.  Somit  ergibt  sich  aus  (3)  in  voriger  Num- 
mer, daß  folgende  typische  Formen  für  das  Integral  einer 
Jacobischen  Differentialgleichung  vorkommen  können: 


(2) 


jjayöjY-a-b^  konst.,     ^-^-^-^-'  e«"<'tg(^'=  f')  =  konst., 

„Tg- —  =  konst.,     j^  e'^  =  konst., 

worin   ü,   V,    W   ganze    lineare  Funktionen    von  x   und  y    be- 
deuten und  a  und  &  konstant  sind. 

Man  kann  umgekehrt  zeigen,  daß  jede  Gleichung  (2) 
bei  beliebiger  Wahl  der  ganzen  linearen  Funktionen  U,  V,  W 
und  der  Konstanten  a  und  b  in  der  Tat  alle  Integralkurven 
einer  Jacobischen  Differentialgleichung  vorstellt.  Denn  A\enn 
man  vermöge  der  projektiven  Transformation: 

(3)  ^  =  ^r  j     y  ^  w 
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in  die  Gleichungen  (2)  neue  Veränderliche  x  und  y  einführt, 
ergeben  sich  die  Kurvenscharen: 

^«  y<'  =  konst.,     yW-\^f-  e«  ''•  <=  tg  ( y :  x)  =  konst., 
öcr  —  y  ="  konst.,     xd'  "^  =  konst., 
d.  h.  die  Integralknrven  der  vier  Differentialgleichungen: 

aydx  -\-  hxdy  =0,     (^  —  ay)dx  +  {y  -{-  ax)dy  =  0, 
2xdx  —  dy  =  0,     [x  —  y)dx  -\-  xdy  =  0, 

die  ihrerseits  spezielle  Jacobische  Differentialgleichungen  sind. 
Wenn  man  wieder  x  und  y  auf  (irund  der  Gleichungen  (3)  in 
sie  einführt,  gehen  also  nach  Satz  38,  Nr.  756,  vier  Jacobische 
Differentialgleichungen  hervor,  deren  Integrale  die  Funktionen 
(2)  vorstellen. 

Wir  gelangen  daher  zu  folgender  Übersicht: 
Satz  41:  Jede  Jacobische  Differentialgleichung: 

{yi^  +  ny  +  n){^^y  —  y(^^) 

—  {a^x  +  a^y  +  a^)dy  +  {ß^x  +  ß^y  +  ßs)dx  =  0 

läßt  sich  durch  EiiifüJirung  neuer  Veränderlicher  x  und  y  ver- 
möge einer  geeigneten  reellen  projehtiven  Transformation  auf  eine 
der  folgenden  vier  Formen  bringen: 

aydx  -f  bxdy  =0,     {x  —  ay)dx  +  (^  +  ax)dy  =  0, 
2xdx  —  dy  =0,     {x  —  y)dx  -\-  xdy  ==  0, 
deren  Integrale  sind: 


x'^yb  =  konst.,     ]/F+  y^  e"  *'*= '« (^  ••  ^)  =  konst., 
x^—  y  =  konst.,     i=f/  ■  ^  =  konst. 

Nach  Satz  34,  Nr.  753,  sind  die  Integralkurven  der  Jacobi- 
schen Differentialgleichung  (1)  die  Bahnkurven  einer  einglied- 
rigen projektiven  Gruppe.  Deshalb  kommen  ihnen  viele  merk- 
würdige geometrische  Eigenschaften  zu,  die  systematisch  zuerst 
von  Klein  und  Lie  abgeleitet  wurden,  von  denen  sie  den 
allerdings  wenig  bezeichnenden  Namen  W-Kurvcn  erhalten 
haben. 

Nach  dem  Vorhergehenden  haben  wir  also  die  Bahnkurven 
aUer  eingliedrigen  projektiven  Gruppen  der  Ebene  auf  vier 
typische  Formen  zurückgeführt,  indem  wir  die  Ebene  jedesmal 
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in  einer  geeigneten  Weise  mittels  einer  reellen  projektiven 
Transformation  abgebildet  haben.  Das  Integrationsverfahren, 
das  wir  dabei  benutzten,  war  in  zwei  Schritte  zerlegt  worden, 
indem  die  Jacobische  Differentialgleichung  zuerst  in  eine  spe- 
zielle verwandelt  (in  Nr.  757)  und  alsdann  diese  (in  Nr.  758) 
integriert  wurde.  Man  kann  aber  auch  direkt  vorgehen,  und 
dies  soll  hier  wenigstens  in  einem  FaUe  gezeigt  werden,  den 
man  den  Hauptfall  nennen  kann.  Im  Übrigen  kommen  wir 
auf  die  allgemeine  Integration  im  zweiten  Paragraphen  des 
nächsten  Kapitels  gelegentlich  (in  Nr.  775)  zurück. 

In  Nr.  757  ergab  sich,  daß  die  Jacobische  Differentialglei- 
chung (1)  insbesondere  eine  Gerade  als  Integralkurve  hat,  und 
zwar  folgte  dies  daraus,  daß  der  kubischen  Gleichung  (5)  in 
Nr.  757  wenigstens  eine  reelle  Wurzel  q  zukommt.  Dies  läßt 
sich  nun  in  dem  Falle,  wo  die  hibiscJie  Gleichung  drei  verschie- 
dene reelle  Wurzeln  q^,  q^,  q^  hat,  noch  weiter  ausnutzen.  Als- 
dann nämlich  gibt  es  drei  Geraden: 
(4)     a^x-^a.^y-^ra^  =  0,   h^x-^-b^y +  \  =  0,   c^x  +  c.^y i-Cs  =  0, 

die  Integralkurven  sind,  und  es  ist  leicht  zu  sehen,  daß  dabei 
die  Determinante  der  a^,  b^,  c^  nicht  verschwindet.  Folglich 
stellen  die  Gleichungen: 

^'  Ci^  +  Cä^z  +  Cg  '       J        c,a;-]-C2  2/-f-Cs 

eine  projektive  Transformation  dar,  vermöge  derer  mau  neue 
Veränderliche  x  und  y  in  die  Jacobische  Differentialgleichung 
(1)  einführen  kann.  Analog  der  Gleichung  (7)  von  Nr.  757 
ist  nun  bei  dem  Systeme: 

^f  =  «1^:  -f  «2?/  +  «3  —  xiy^x  +  y^y  +  y^, 

^=^  ß^x  +  ß^y  +  /33  -  y{y^x  +  y,y  +  y^), 

das  die  Differentialgleichung  (1)  ersetzt,  auch: 
d(a,  X -{-  a^  y  -\-  a,)        /  ,  ,        \  /  \ 

dt  ^  ^^^^  +  "2^  +  ^3)((>i  -  Vi^  -  ny  -  Y%\ 

^(M±M±^  =  (^o;  +  \y  -f  b,){Q,  -  y,x  -  y,y  -  y,), 
d(e,x-{-  t'o  y  +  c,)        /         ,  ,      \  /  \ 

'-^^^^^^^  -  {c^x -\- c,y -\-  c,){q^~  y^^^-y^jj-  y^)- 
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Berechnet  man  auf  Grund  dieser  Gleichungen  die  Ableitungen 
der  Funktion  (5)  nach  t,  so  kommt  sehr  einfach: 

und  hieraus  ergibt  sich  durch  Division  die  neue  Form  der 
Jacobischen  Ditferentialgleichung: 

C?)  (P2  -  4>3)  "^  +  (Ps  -  Ql)  Y  =  ^' 

deren  Integration  liefert: 

Werden  für  Je  und  Jf  wieder  die  Werte  (5)  eingesetzt,  so  er- 
gibt sich  als  Integral  der  Jacobischen  Differentialgleichung  (1): 

(8)     ia,x  +  a,y^aj^-"'(h,x  +  b,'>j  +  h,f'-^^{c,x~\-c,y  +  c,f'-''^ 

=  konst. 

Wenn  man  die  drei  ganzen  Funktionen  mit  U,  V,  W  und 
P2 — (>3  mit  a,  Qi— Q]^  mit  h  bezeichnet,  nimmt  das  Integral 
die  erste  typische  Foi-m  in  (2)  an. 

Wenn  von  den  drei  verschiedenen  Wurzeln  ^j,  p.,,  pg  zwei 
imaginär,  also  konjugiert  komplex  sind,  etwa  ^o  und  ^3,  so 
kann  man  immer  noch  drei  Integralgeraden  (4)  bestimmen,  aber 
die  zweite  und  dritte  werden  imaginär,  indem  sich  für  &j  und 
q,  ebenso  für  h<^  und  c«  und  schließlich  auch  für  h.^  und  c^ 
konjugiert  komplexe  Werte  ergeben.  Alsdann  kann  man  aber 
das  Integral  (8),  nachdem  man  seinen  Logarithmus  gebildet 
hat,  mit  Hilfe  der  Formel  (2)  von  Nr.  376  auf  eine  reelle  Form 
bringen,  und  so  ergibt  sich  die  zweite  unter  (2)  angegebene 
typische  Form.  Die  beiden  anderen  Fälle  in  (2)  ergeben  sich, 
wenn  die  kubische  Gleichung  für  q  nicht  lauter  verschiedene 
Wurzeln  hat. 

760.  Eine  Eigenschaft  der  Integ^ralkurven  einer 
allgemeinen  Jacobischen  Dififerentialgleichung.     In  dem 

Haüptfaüe,  wo  die  drei  Wurzeln  q  der  kubischen  Gleichung 
reell  und  voneinander  verschieden  sind,  besagt  die  Existenz  der 
drei  Integralgeraden,  siehe  (4)  in  der  letzten  Nummer,  daß  die- 
jenige eingliedrige  projektive  Gruppe,  die  von  der  infinitesimalen 
Transformation : 
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(1) 


[a^x  +  cc^y  +  «3  -  xiy^x  +  y^ij  +  J^s)] 


df_ 

dx 


+  [^1^  +  ßtv  +  ß^-  yiri^  +  y^y  +  rs)]  - 


df 


dy 


erzeugt  wird,  drei  gerade  Linien  invariant  läßt,  die  ein  wirk- 
liches Dreieck  bilden.  Die  Ecken  A,  B,  C  des  Dreieckes  sind 
deshalb  invariante  Punkte  (siebe  Fig.  36).  Vermöge  der  pro- 
jektiven Transformation  (5)  in  der  letzten  Nummer  werden  die 
beiden  ersten  Geraden  in  die  Geraden  x  =  0,  y  =  0  verwandelt, 
während  für  die  dritte  Gerade  J;  =  ^  =  oo  wird;  sie  wird  also 
ins  Unendlichferne   transformiert.     Die    drei   Punkte  A,   B,    C 


M(^,g) 


Fig.  36. 


Fig.  37 


sind  daher  im  neuen  Achsenkreuze  der  Anfangspunkt  0  und  die 
beiden  unendlich  fernen  Punkte  der  x-  und  y7-Aclise.  Bedeutet 
nun  M  einen  beliebigen  Punkt  {x,  y).  siehe  Fig.  37,  so  seien 
von  ihm  die  drei  Geraden  nach  diesen  drei  Punkten  gezogen, 
d.  h.  die  Gerade  MO  und  die  Parallelen  zu  beiden  Achsen. 
Die  Differentialgleichung  (7)  in  der  letzten  Nummer  ordnet  M 
ein  Linienelement    zu,    das    mit    der  ^-Achse    einen   Winkel  x 

bildet,  für  den 

_       dy       p,  —  p,.  « 
tg  T  =  -T^  =  ^'  — i^^ 

°  dx         Pi  —  Q^  X 

ist.  Es  sei  T  die  Gerade  dieses  Elements.  Nun  gehen  Yon  3/ 
vier  Geraden  aus,  deren  Winkel  mit  der  :r- Achse  die  vier 
Tangens  haben: 

l,     0,     oo,     '^^n^l. 
X  '        '  '      Pi  —  Ps  a; 

Das  Doppelverhältnis  von  vier  von  einem  Punkte  31  ausgehen- 
den Geraden  (vgl.  Nr.  752)  ist  aber,    wie    man    leicht   erkennt, 
das  der  vier  Tangens,  also  hier: 
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y 

CO  —  _- 

X 


^2  —^s  iL  _ 

_  y 

X 

Q2  —  9s  y 

-0 

Pl    —  (»3     ^' 

Der  erste  Bruch  wird,  weil  oo  im  Zähler  und  Nenner  dieselbe 
Bedeutung  hat,  gleich  Eins,  so  daß  sich  der  Wert: 


Cä  —  Qi 

ergibt,  der  konstant  ist. 

Kehren  wir  nun  zur  Fig.  36  zurück,  d.  h.  führen  wir 
die  vorhin  angewandte  projektive  Transformation  rückwärts 
aus,  so  tritt  an  die  Stelle  des  beliebior  gewählten  Punktes  M 
ein  beliebiger  Punkt  M  oder  {x,  y),  dem  die  Jacobische  Diffe- 
rentialgleichung ein  Linienelement  zuordnet,  dessen  Gerade  die 
Gerade  l  sei.  Die  vier  Geraden,  von  denen  vorhin  die  Rede 
war,  werden  nun  in  die  Geraden  MA,  MB,  MC  und  l  ver- 
wandelt, und  da  die  angewandte  projektive  Transformation  das 
Doppelverhäitnis  ungeändert  läßt  (nach  Nr.  752),  so  folgt: 

(2)  {MA,  MB,  MC,  l)  =  ?^3^  • 

Die  Integralkurven  der  Jacobischen  Differentialgleichung 
haben  also  im  Hauptfalle  die  Eigenschaft,  daß  in  allen  Punkten 
M  dieser  Kurven  das  DoppelcerhüUnis,  das  die  Kurventangente  l 
daselbst  mit  den  Geraden  3IA,  3IB,  3IC  bildet,  ein  und  de)i- 
selben  Wert  hat.  Die  drei  Punkte  A,  B,  C  sind  dabei  die- 
jenigen, die  bei  der  intinitesimalen  projektiven  Transformation 
(1)  in  Ruhe  bleiben;  ihi-e  Koordinaten  genügen  also  den  beiden 
Bediuguncren: 

\   ß,x-{-  ß,y  +  ß^-  yiy.x  +  y^y  +  y^)  =  0, 

die  zwei  Kegelschnitte  mit  einer  gemeinsamen  Asymptotenrich- 
tung darstellen,  so  daß  die  Kegelschnitte  in  der  Tat  drei  im 
Endlichen  gelegene  Punkte  A,  B,  C  gemein  haben. 

Da  die  Jacobische  Differentialgleichung  in  der  Form: 

dy  ^  Pia:  +  (3,y  -f  ^3  —  y  (y^  a;  +  y,y  +  y,) 

d X        or,  .T  +  a,  y  -f  k,  —  x{y^x -\- y,y -\-  y,) 

geschrieben  werden   kann,    sieht    man    auch,    daß    die  lutegral- 
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kurven  nirgends  singulare  Stellen  haben  können,  abgesehen  von 
denjenigen  Stellen,  wo  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  unbe- 
stimmt wird,  und  dies  sind  gerade  die  gemeinsamen  Punkte 
A,  B,  C  der  beiden  Kegelschnitte  (3). 

Die  vorhin  gefundene  Eigenschaft  (2)  der  Integralkurven 
oder  TF-Kurven  (vgl.  Nr.  759)  gestattet  noch  mancherlei  andere 
Eigenschaften  derselben  Kurven  zu  ermitteln.  Auch  läßt  sich 
eine  analoge  Eigenschaft  in  den  anderen  Fällen  finden,  wo  die 
kubische  Gleichung  für  q  nicht  drei  verschiedene  reelle  Wur- 
zeln hat.  Aber  wir  müssen  uns  mit  diesen  Andeutungen  be- 
gnügen. 
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Viertes  Kapitel. 

Systeme  erster  Ordnung  von  gewöhnlichen 

Differentialgleichungen. 

§  1.   Systeme  in  der  Normalform. 
761.  System  der  Hauptlösungeu  und  allgemeines 
Lösuugeusystem.     Unter  dem  Bereiclie  eines  Systems  erster 
Ordnung    von    n    gewöhnlichen    Differentialgleichungen   in    der 
Normalform  (vgl.  Nr.  665): 

^1)  rf|-  =  fA^,  yi,y2,--- Vn)      (>■  =  1, 2, . . . n) 

wird  ein  Variabilitätsbereich  verstanden,  innerhalb  dessen  f^y 
/g ,  •  •  •  fn  solche  stetige  Funktionen  aller  n  -[-  \  Veränderlichen 
X,  yx,  y^j  •  •  •  yn  sind,  denen  stetige  partielle  Ableitungen  erster 
Ordnung  hinsichtlich  der  n  Veränderlichen  y^,  y2,  ■  •  ■  y„  zu- 
kommen. Das  System  (1)  soll  nur  in  diesem  Bereiche  unter- 
sucht werden.     Wenn  die  Werte: 

(2)  X  =  a,     y,  =  h„     y2=-h,  ...  y,,  =  b,^ 

eine  hestimmte  Stelle  im  Bereiche  definieren  und  wenn  x^  so- 
wie y.^,  y^,  .  .  .  yj^  in  gewissen  Umgebungen  von  a  und  von  \y 
b^,  .  .  .  h„  beliebig  gewählt  werden,  ist  nach  Satz  9,  Nr.  691^ 
ein  und  nur  ein  Lösungensystem: 

(3)  yi  =  (PA^>  ^0,  ?/i";  2/2";  ■  •  •  2//)  (/  =  1,2,...  n) 
vorhanden,  das  für  x  =  Xq  die  Anfaugswerte  ?/i**,  y^^,  .  .  .  y^^  hat. 
Es  sind  dies  in  einer  gewissen  Um^ebunff  von  Xn  stetige  Funk- 
tionen  von  x  mit  stetigen  partiellen  Ableitungen  erster  Ord- 
nung; übrigens  kann  man  Xq  —  a  |  so  klein  wählen,  daß  ins- 
besondere X  =  a  dieser  Umgebung  von  x^  angehört.  Die 
Lösungen  sind  ferner  stetige  Funktionen  der  n  Anfangswerte 
2/l^  2/2^  •  *  •  yn  ""*^1  haben  nach  Satz  10,  Nr.  692,  stetige  par- 
tielle Ableitungen  erster  Ordnung  hinsichtlich  dieser  Antangs- 
werte. 

[76t 


250     Kap.  IV.  Systeme  erster  Ordnung  v.  gewöhnl.  Differentialgleichungen. 

Da  dem  Lösungensysteme  (3)  für  x  =  as\,  gerade  die  Werte 
Vi^)  y^j  •  •  •  Vn  zukommen,  heißt  es  das  zu  den  Anfang siverten 
^Q}  Vi^}  .^/2^  •  •  •  yJ*  gehörige  System  von  Hauptlösimgen.  Da  es 
ferner,  so  lange  Xq  und  y^,  y.^^,  .  .  .  y^^  in  Umgebungen  der 
Stelle  X  =  a  bzw.  (h^,\,  .  .  .  hj  willkürlich  bleiben,  die  Ge- 
samtheit aller  dort  vorhandenen  Lösungensysteme  umfaßt,  heißt 
es  auch  das  allgemeine  Lösungensystem  in  der  Umgehung  der 
Stelle  (2).  Werden  dagegen  die  Anfangswerte  bestimmt  gewählt, 
so  liegt  nur  ein  partihdares  Lösungensystem  vor. 

Da  jedes  partikulare  Lösungensystem  (3)  für  x  =  a  ein 
gewisses  Wertsystem  G^,  63,...  (7,,  in  der  Umgebung  der 
Stelle  (&J1,  &2  7  •••^0  wird,  stellt  (3)  auch  dann  noch  alle 
Lösungensysteme  in  der  Umgebung  der  Stelle  (2)  dar,  wenn 
darin  x  =  a  gesetzt  und  nur  noch  für  y^^,  y.^^,  .  .  .  y,^  willkür- 
liche Konstanten  Q,  C^,  ...  C^,  angenommen  werden: 

y-,  =  ^i{^,  a,  C^,  a„  ...  C„)      (i  =  1,  2, .  .  .  n). 

Die  bestimmte  Zahl  a  braucht  aber  unter  dem  Funktionszeichen 
nicht  vermerkt  zu  werden.  Demnach  sei  das  allgemeine  Lö- 
sungensystem in  der  Umgebung  der  Stelle  (2)  von  jetzt  an  so 
dargestellt: 

(4j  y,- <Pi(^,  c,,  c„  . . .  c^      C.-  =  i,2,...«). 

Die  darin  enthaltenen  n  willkürlichen  Konstanten  C^,  C'g, ...  C^, 
die  sogenannten  Integrationslionstanten,  bedeuten  diejenigen 
Werte,  die  dem  Lösungensysteme  für  x  =  a  zukommen,  und 
deshalb  sind  die  Funktionen  (4)  nebst  ihren  partiellen  Ablei- 
tungen erster  Ordnung  hinsichtlich  Cj,  63,  .  •  .  0„  stetig.  An- 
dererseits sind  sie  nebst  ihren  partiellen  Ableitungen  erster 
Ordnung  hinsichtlich  x  stetig.  Hieraus  folgert  man  leicht,  daß 
sie  hinsichtlich  aller  n  -\-  1  Größen  x,  C^,  C^,  ■  ■  ■  C^  stetig  sein 
müssen.  Denn  wenn  x  die  Zunahme  zix  erfährt  und  6*j, 
O2;  •  •  •  C,^  i^i»!  ^^'1;  ^^'2>  •  ■  ■  ^C^  wachsen,  bekommt  y^  nach  (4) 
die  Zunahme: 

^y,  =  cp^ix  +  zlx,  C\  +  zi(\,  .  .  .  6',,  -f  JC^)  -  cp,{x,  G„...  OJ, 

die  sich  nach  Subtraktion  und  Addition  von  cp^{x  -\-  zJx,Ci,...Cj^ 

auch  so  darstellen  läßt: 
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(5)     Jy,-cp,{x-^zlx,G,  +  ^C„...C,^^-^Cj-q>.,{xi-zlx,C,,...C„) 
+  (fix  +  zlx,  C,,  ...  CJ  -  (p^{T,  C„...  OJ. 

Weil  nun  ein  partikulares  Lösungen  System  (4)  überall  in  der 
Umgebung  der  Stelle  (2)  vorhanden  ist,  sind  auch  die  n  Funk- 
tionen q)i(x  +  zlx,  C\,  .  .  .  C J  hinsichtlich  6\,  C.^,  ...  6'„  stetig. 
Demnach  hat  die  in  der  ersten  Zeile  von  (5)  stehende  Differenz 
für  lim  z/Cj  =  0,  .  .  .  lim  z/6'„=  0  den  Grenzwert  Null,  und 
dasselbe  gilt  von  der  in  der  zweiten  Zeile  stehenden  Differenz 
für  lim  z/x  =  0.  Folglich  ist  limz/i/.=  0  für  lim  z/;r  =  0 
und  lim  zJC\  =  0,  ...  lim  z/  C„  =  0,  was  zu  beweisen  war. 

Die  partiellen  Ableitungen  der  n  Funktionen  (4)  nach 
C^,  6*2,  •  ■  •  Cji  lieben  insbesondere  an  der  Stelle  x  =  a  leicht 
zu  berechnende  Werte,  weil  die  Funktionen  selbst  dort  gleich 
Oj,  Cg,  .  .  .  Cj^  werden.  Denn  wenn  z.  B.  nur  C^  um  z/C^  wächst 
Tind  ^y.  die  zugehörige  Zunahme  von  y.  bedeutet,  hat  der 
Zähler  des  Differenzenquotienten: 

Jy,  _  cp,{x,  C,  +  z/fi  ,  C\ ,  ■ . .  C„)  -  cp.jx,  C,,C,,...C„) 

an  der  Stelle  x  =  a  für  i  +  1  den  Wert  C-  —  C-  =  0,  dagegen 
für  i  =  1  den  Wert  6\  +  z/C\  -  Cj  =  ziC\.  Folglich  ist  der 
Differenzenquotient  an  der  Stelle  x  =  a  gleich  Eins  oder  Null, 
je  nachdem  «  =  1  oder  «  =4=  1  ist-  Für  lim  z/  Cj  =  0  ergibt  sich 
dasselbe  für  den  Differentialquotienten  cy^ioCi.  Ebenso  er- 
kennt man,  daß  überhaupt  allgemein  'cy-'.dC/.  an  der  Stelle 
X  =  a  gleich  Eins  oder  Null  wird,  je  nachdem  /  =  h  oder 
i  =4=  /«■  ist.  Weiterhin  folgt  hieraus,  daß  die  Funläionäldcter- 
minante: 

/9i  <JP2   •  •  •  <P.' 

\C,  C,   ...  C„ 

an  der  Stelle  x  =  a  den  Wert  Eins  hat.  Deshalb  läßt  sich 
die  Umgebung  der  Stelle  x  =  a  nach  Satz  11,  Nr.  693,  soweit 
einschränken,  daß  überall  in  ihr  die  Funktionaldeterminante 
von  Null  verschieden  bleibt  und  mithin  qoj,  q^^j  ■  •  •  ^n  ^''^'^  ^"^' 
ander  unabhängig  hinsichtlich  C^,  C^,  ...  C'„  sind. 

Deutet  man  x,  y^,  y.^,  .  .  .  y^  wie  in  Nr.  <SQ^  als  Koordinaten 
der  Punkte  in  einem  llaume  von  n  -\-  1  Dimensionen,  so  ordnet 
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das  System  (1)  jedem  Punkte  des  Bereiches  ein  und  nur  ein 
bestimmtes  Linienelement  zu.  Jedes  Lösungensystem  wird  als- 
dann durch  eine  sogenannte  Integralkurve  dargestellt,  deren 
Linienelemente  sämtlich  der  Schar  dieser  Elemente  angehören. 
Insbesondere  definiert  das  allgeuieine  Lösungensystem  (4)  die 
Gesamtheit  derjenigen  Integralkurven,  die  in  der  Umgebung 
des  Punktes  (2)  verlaufen.  Diese  Gesamtheit  erfüllt  die  Um- 
gebung einfach,  d.  h.  durch  jeden  Punkt  der  Umgehung  geht  eine 
und  nur  eine  Integralkurve  (vgl.  Nr.  703). 

762.  Integrale.     Unter  einem  Integral  des  Systems: 

(1)  ^=/;(^,?/n  2/2,  •••?/„)  (i=l,2,...n) 
versteht  man  eine  Funktion  £2  der  n  -}-  1  Veränderlichen  x^^ 
Vii  2/2;  ••  •  Vnj  ^^®  ^"^  jedes  solche  Lösungensystem  von  (1) 
konstant  ist,  das  dem  Variabilitätsbereiche  von  ß  angehört. 
Vorausgesetzt  wird  natürlich,  daß  der  Variabilitätsbereich  von 
iß  in  dem  Bereiche  des  Systems  (1)  gelegen  sei. 

Der  Satz  17  von  Nr.  697  lehrt,  angewandt  auf  das  allge- 
meine Lösungensystem  (4)  in  der  vorigen  Nummer,  daß  dies 
Lösungensystem   Auflösungen   hinsichtlich    6'^,  C\,  .  •  .  C!„   hat: 

(2)  (7,=  co^ix,  y^,  y.„  .  .  .  yj       {k  =  1,  2,  .  .  .  n\ 

die  nebst  ihren  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  in  der 
Umgebung  der  Stelle  (a,  h^,  h^,  ...  &„)  stetig  sind.  Die  n  Funk- 
tionen C3j,  fög,  .  .  .  tö^  sind  folglich  für  jedes  Lösungensystem 
in  dieser  Umgebung  konstant  und  deshalb  Integrale  des  Sy- 
stems (1).  Man  kann  coj,  cjg,  •  •  •  w„  als  die  zu  y^=  cp^,  .  .  . 
y„=  <Pn  inversen  Funktionen  (vgl.  Nr.  698)  bezeichnen,  wenn 
man  von  der  in  den  co  und  cp  noch  vorkommenden  Veränder- 
lichen X  absieht.  Die  Funktionaldeterminante  von  oj^,  Wg,  •  •  •  «„ 
hinsichtlich  y^,  y^,  ■  ■  •  y^  ist  deshalb  nach  Satz  6,  Nr.  81,  der 
reziproke  Wert  der  in  voriger  Nummer  betrachteten  Funktional- 
determinante. Mithin  sind  tOj,  «0,,  •  •  •  «„  von  einander  unab- 
hängig hinsichtlich  y^,  y^,  ■  •  •  y„-  Wenn  man  von  unabhängigen 
Integralen  spricht,  meint  man  stets,  daß  sie  hinsichtlich  der 
gesuchten  Funktionen  y^,  y^,  ...  ?/„  von  einander  unabhängig 
sein  sollen. 

Wenn  il  ein  differenzierbares  Integral  des  Systems  (1) 
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bedeutet,  wie  z.B.  (o^,  co.^,  ...  w,^  differenzierbare  Integrale  sind, 
so  hat  Sl,  falls  darin  unter  Vi,  y^,  ■  •  ■  y„  ein  System  von  Lö- 
sungen von  (1)  und  daher  Funktionen  von  x  verstanden  werden, 
als  Funktion  von  x  die  Ableitung: 

dx        dx       dy^  dx       dy^  dx  dy^  dx  ' 

die  nach  (1)  den  Wert  annimmt: 

dx  ~  'dx  "^  '1  dy^  +'2^2/,-'  ^  '''cy,, ' 

Weil  nun  für  jedes  Lösungensystem  Sl  =  konst.,  d.  h.  dfl  :dx  =0 
sein  soll,  ergibt  sich  der 

Satz  1:  Eine  differenzierhare  Funktion  Sl  von  x,  y^,  y^j-  ■  ■  U,, 
stdlt  dann  und  nur  dann  ein  Integral  des  Systems  von  n  ge- 
wöhnlichen Differentialgleichungen  erster  Ordnung: 

^  =  fi(^,  2/i,  ^2;  •  •  •  Vn)         (i  =  1,  2,  .  .  .  n) 

dar,  ivenn  sie  eine  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung 
erster  Ordnung: 

dx^'^dy^'^'^dy.^'^         ^'"ay,; 

für  die  Funktion  ^  der  n  -{-  1  unahhängigen   Veränderlichen  x, 

Vi,  y^,  ■■  yn  ^st. 

Insbesondere  also  wird  diese  partielle  Differentialgleichung 
erster  Ordnung  durch  die  n  Funktionen  5i  =  oj^,  o^,  •  •  •  «„ 
befriedigt.  Es  leuchtet  wie  in  Nr.  706  ein,  daß  jede  Funktion 
F  von  Wj,  cog,  •  •  •  to„  ein  Integral  ist,  da  sie  mit  raj,  Og,  •  •  •  w„ 
für  jedes  Lösungensystem  konstant  wird.  Dies  läßt  sich  nun 
umkehren:  Wenn  man  in  einem  Integral  i2  für  ii/j,  y.2,  ■  ■  ■  y„ 
das  allgemeine  Lösungensystem  (4)  aus  voriger  Nummer  sub- 
stituiert, geht  zunächst  eine  Funktion  von  x  und  den  n  Kon- 
stanten Cj,  Cg,  .  .  .  C„  hervor.  Sie  muß  aber  als  Integral  von 
X  frei  sein,  d.  h.  sie  ist  eine  Funktion  von  6\,  C^,  ...  C\^  allein. 
Die  gemachte  Substitution  wird  wieder  rückgängig  gemacht, 
wenn  für  C^,  C.^,  ...  C^  die  Funktionen  co^,  a.^,  .  •  •  ö„  gesetzt 
werden.  Dadurch  ergibt  sich,  daß  Sl  eine  Funktion  von  w^, 
(Oi,  ■  ■  ■  (o„  allein  sein  muß.     Mithin  gilt  der 

Satz  2:  Das  System  erster  Ordnung  von  n  gewöhnlichen 
Differentialgleichungen : 
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^f  =  fii.^,  yi,  y^,  •  ■■  yJ      (« =  i, 2, . . . n) 

hat  in  der  Umgehung  einer  Stelle  seines  Bereiches  stets  n  unab- 
hängige Integrale,  die  nebst  ihren  partiellen  Ableitungen  erster 
Ordnung  in  dieser  Umgebung  stetig  sind.  Jede  Funldion  dieser 
Integrale  ist  ebenfalls  ein  Integral,  und  andere  Integrale  gibt  es 
nicht. 

Hieraus  folgt  noch  ein  Satz  über  diejenige  partielle  Diffe- 
rentialgleichung, von  der  in  Satz  1   die  Rede  war,  nämlich 

Satz  3:  Es  liege  eine  partielle  Differentialgleichung  erster 
Ordnung: 

für  eine  Funldion  £1  von  n  -\-  1  unabhängigen  Veränderlichen 
^j  2/i  j  ^2  7  •  •  •  2/n  ^^'*-  Di^bei  seien  /i ,  /^ ,  •  •  •  /"„  in  der  Umgebung 
einer  Stelle  x  =  a,y^  =  b^,  g^^  ^2^  ■  •  •  yn  =  ^n  stetige  FunMionen 
von  X,  yi,  y2}  ■  ■  ■  y,n  ^^^^  insbesondere  seien  auch  ihre  partiellen 
Ableitungen  erster  Ordnung  hinsicJdlich  der  n  Veränderlichen 
Vij  y^:  •  •  •  y^i  ^^  dieser  Umgebung  stetig.  Alsdann  gibt  es  n  Lö- 
sungen 52  =  C3j,  cjg,  .  .  .  co^;,  die  nebst  ihren  partiellen  Ableitungen 
erster  Ordnung  in  jener  Umgebung  stetig  und  insbesondere  hin- 
sichtlich y^,  y2,  ■  ■  ■  yn  ^"^^^^  einander  unabJiängig  sind.  Ferner 
ist  jede  Funktion  von  w^,  co^,  .  .  •  w„  allein  ebenfalls  eine  Lösung, 
und  sonst  gibt  es  l-eine  Lösung  mehr. 

Man  erkennt  hieraus,  daß  die  Aufgabe,  das  System  erster 
Ordnung  von  n  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  (1)  voll- 
stündig  zu  integrieren,  der  Aufgabe  äquivalent  ist,  diese  partielle 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  vollständig  zu  integrieren. 

763.  Verschiedene  Formen  des  allgemeinen  Lö- 
sungensystems, der  Integrationskonstanten  und  der 
Integrale.     Hat  das  System: 

(1)  ^  =  fi{x,  yi,  y^,--- y.)      (*'  =  i, 2, . . .  n) 

wie  in  Nr.  761  in  der  Umgebung  einer  Stelle  (a,  b^,  b^,  .  .  ■  bj 
das  allgemeine  Lösungensystem: 

(2)  y^=  V^{^;  Cr,  C„  .  .  .  C„)       {i  =  i,2,...n), 

wobei  Oj,  Co,  .  .  .  C^  diejenigen  Werte  bedeuten,  die  yi,  yz,  ■  ■■  yn 
76«,  763] 


§  1.    Systeme  in  der  Normalform.  255 

für  X  =  «  aunehnien,  so  ist  es  leicht,  den  Funktionen  (2)  eine 
andere  Form  zu  geben,  indem  man  statt  C^,  Cg,  ...  C„  dadurch 
n  neue  Integrationslwnstanten  c^,  c^,  .  .  .  c„  einführt,  daß  man 
allgemein : 

(3)  C,=  xi,,{c„c^,  ...cj  (^=l,2,...n) 
setzt.  Hier  sollen  i)^,  i'^,  ...  i/^,,  solche  ii  Funktionen  sein,  die 
denjenigen  Bedingungen  genügen,  unter  denen  nach  Satz  18, 
Nr.  698,  zugehörige  inverse  Funktionen  *F, ,  ^^o,  ...  'J^„  vor- 
handen sind,  so  daß: 

(4)  c,=^W,i(J„C„...CJ  {i=l,2,...n) 
die  Auflösungen  der  Gleichungen  (3)  nach  c^,  c^,  .  ■  ■  c^  vor- 
stellen. Vermöge  der  Substitutionen  (3)  geht  eine  )ieue  Form 
des  allgemeinen  L'ösmujensystenis  (2)  hei'vor: 

(5)  ?/,=  0,{x,  c^,  c^,  ...  (-J        (i  =  1,  2,  .  .  .  n). 
Wenn  die  Auflösungen   der  Gleichungen  (2)  nach  C\,  C\y 

.  .  .  C    wie  in  Nr.  762  die  Form  haben: 

n 

(6)  C,  =  (x},{x,  y„iM,  ...  yj  {i  =1,2,...  n\ 
erkennt  man  leicht,  daß  auch  die  Gleichungen  (5)  Auflösungen 
nach  Cj,  Cg,  .  .  .  c„  haben.  Denn  die  Auflösungen  ergeben  sich 
aus  (4)  und  (6)  in  der  Form: 

(7)  c,=  ¥*■,(«„  CO,,...  toj  ü  =  1,  2,  .  .  .  n). 
Demnach  sind  diese  Funktionen  ^F^,  W.^,  .  .  .  W^  ebenfalls  u 
unahhängigc  Integrale.  Einerseits  nämlich  sind  sie  hinsichtlich 
(0^,  CO,,  .  .  .  co^  von  einander  unabhängig,  und  andererseits  sind 
«1,  C32,  •  •  •  oj„  hinsichtlicli  ij^,  y-2,  ■  •  ■  Vn  ^'^^^  einander  unab- 
hängig (vgl.  Satz  5,  Nr.  81). 

Die  Auflösung  der  Gleichungen  (5)  des  neuen  allgemeinen 
Lösungensystems  gibt  somit  u  neue  unabhängige  Integrale: 

(8)  .<^,=  'J^,(co„  CO,,  .  .  .  coj  (i  =  1,  2, .  .  .  n). 
Da  die  Auswahl  der  n  Funktionen  t^j,  z^-g,  ...  i'n  nur  durch 
jene  Bedingungen  beschränkt  ist,  die  mau  nach  Nr.  698  solchen 
Funktionen  auferlegen  muß,  zu  denen  es  inverse  geben  soll^ 
erkennt  man  also,  daß  das  allgemeine  Lösungensystem  (2)  auf 
sehr  verschiedenartige  neue  Formen  (5)  gebracht  werden  kann. 
Zu  jedem  erlaubten  Wertsysteme  der  Konstanten  C^,  Co,  ■  ■  ■ .  (\ 
gehört  dabei  ein  Wertsystem  der  Konstanten  q,  Cj.  .  .  .  c„  der- 
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art,  daß  die  n  Funktionen  (2)  mit  den  n  Funktionen  (5)  überein- 
stimmen. 

Umgehelirt  werde  jetzt  angenommen,  daß  üj,  ß«,  ...  fl^^ 
irgendwelche  solche  n  unabhängige  Integrale  des  Systems  (1) 
in  der  Umgebung  der  Stelle  x  =  a,  y^  =  h^,  .  .  .  y^^  =  h,^  seien, 
die  sich  nebst  ihren  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung 
stetig  verhalten.  Nach  Satz  2  der  letzten  Nummer  sind  sie 
Funktionen  W^^,  W^,  .  .  .  W^  der  n  IntegTale  co^,  co^,  •  •  •  c„  wie 
in  (8).     Ferner  ist  nach  Satz  5,  Nr.  81: 

?/i  y-i  ■  ■  ■  yJ     \^i  «2 . . .  coj  \y^  y^  ■  ■  ■  y„ 

Da  die  linksstehende  Fuuktionaldeterminante  und  die  zweite 
rechtsstehende  von  Null  verschieden  ist,  ergibt  sich  hieraus,  daß 
die  Funktionen  ßj,  Sl^,  . . .  Sl.^  auch  hinsichtlich  w^,  co^,  ■ . .  a»„  von 
einander  unabhängig  sind.  Indem  man  nun  iij,  Sl^,  ...  Sl^ 
oder,  was  dasselbe  ist,  W^,  W^,  .  .  .  ^„  gleich  ii  willkürlichen 
Konstanten  c^,  c.^,  .  ■  .  c^  setzt,  gelangt  man  rückwärts  von  den 
Gleichungen  (7)  oder  (4)  zu  den  Gleichungen  (3). 

Mithin  gilt  der 

Satz  4:  Es  seien  Si^,  S^,  .  .  .  Sl^  solche  n  unabhängige 
Integrale  des  Systems  erster  Ordnung  von  n  gewöhnlichen  Diffe- 
rentialgleichungen : 

^  =  ti{x,  y,,  y„  ■■■  yn)     (« =  i,  2, . . .  n), 

die  nebst  ihren  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  in  der  Um- 
gebung einer  Stelle  x  =  a,  y^=b^,  .  .  .  ^^  =  b^  des  Bereiches  des 
Systems  stetig  sind.     Alsdann  definieren  die  n  Gleichungen: 

~^ii^,  yi,  y^,  ■■■yn)  =  ^i     (*  =  1, 2, . . . n) 

das  allgemeine  Lösungensystem  in  jener  Umgebung,  falls  die  n 
Integrationsl^onstanten  c^,  c^,  .  .  .  c^  in  einer  Umgebung  derjenigen 
Werte  ivillliürlich  gewählt  n-erden,  die  den  n  Funldionen  ü^, 
Sl^,  .  .  .  Sl„  an  der  Stelle  x  =-  a,  y^^b^,  .  .  .  y^^=  b^  zukommen. 
Solche  n  Integrale  5ij,  ßg»  •  •  •  ^^n  ^^^  ^^^  ^"  diesem  Satze 
erwähnten  heißen  ein  vollständiges  System  von  Integralen.  Mau 
kann  nämlich  sagen,  daß  die  Aufgabe,  das  vorgelegte  System 
von  Differentialgleichungen  zu  integrieren,  im  wesentlichen  ge- 
löst ist,  wenn  ein  vollständiges  System  von  Integralen  ßj,  S\, 
763] 
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.  .  .  Sl^  ermittelt  worden  ist,  denn  dann  kommt  es  nur  noch 
darauf  an,  die  n  Gleichungen  ü^.  =  konst.  nach  y^,  rj^,  •  ■  •  y,, 
aufzulösen.  Jede  Funktion  der  n  Integrale  Sl^,  ^^,  .  .  .  Sl^^  ist 
nach  Satz  2,  Nr.  762,  ebenfalls  ein  Integral,  und  außerdem  gibt 
es  keines. 

Dasjenige  vollständige  System  von  Integralen,  das  sich 
zuerst  in  voriger  Nummer  ergab,  nämlich  coj,  a^,  ...  w^,  ist 
von  besonderer  Art.     Denn  in: 

(9)  Gii{x,  y„  7/2,  .  .  .  ?/J  =  C.        (i  =1,2,...  7i) 

sind  Cj,  C.2,  ...  C,j  diejenigen  Werte,  die  Vi,  y^,  ■  ■  ■  y^  für  x  =  a 
annehmen. 

Jede  Gleichung,  die  man  aus  den  Gleichungen  (9)  durch 
Elimination  und  Substitution  gewinnen  kann,  heißt  eine  hite- 
gralgleichung, 

764.  G-eometrische  Deutung  im  Falle  zweier  ab- 
hängiger Veränderlicher.  Das  Notwendigste  über  die  geo- 
metrische Deutung  eines  Systems  erster  Ordnung  von  ge- 
wöhnlichen Differentialgleichungen  in  der  Normalform  wurde 
in  Nr.  667,  668  und  gelegentlichen  Bemerkungen  der  Nr.  761 
gebracht.  Aber  es  dürfte  angemessen  sein,  insbesondere  im 
Falle  n  ==  2,  wo  zur  Deutung  von  x,  y^  und  y^  als  Koordinaten 
der  gewöhnliche  Raum  zur  Verfügung  steht,  die  geometrische 
Veranschaulichung  noch  etwas  genauer  zu  besprechen. 

Das  System: 

ordnet  einem  Punkte  31  mit  den  rechtwinkligen  Koordinaten 
^>  Vu  1/2  dasjenige  Linienelement  zu,  dessen  Richtungskosinus 
nach  Nr.  667  zu  dx,  dy^,  äy.^  oder  also  zu  1,  f^,  f^  proportional 
sind.  Jedes  Lösungensystem  y^,  y,^  besteht  aus  zwei  Funk- 
tionen von  x  und  wird  durch  eine  IntegraJlxurve  veranschau- 
licht, nämlich  durch  eine  Kurve,  der  lauter  Linienelemente 
von  der  erwähnten  Art  angehören.  Jede  Aufgabe  also,  die  ver- 
langt, solche  Raumkurveu  zu  bestimmen,  denen  in  jedem  Punkte 
eine  bestimmte  Tangentenrichtung  vorgeschrieben  ist,  findet 
ihren  analytischen  Ausdruck  in  einem  Systeme  von  der 
Form  (1). 

Serret-Scheffers,  Diff.-u.Integral-Eeclinung.  in.   3.  Aufl.  17    [^63    764 
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Bedeutet : 

das  allgemeine  Lösimgensysteni  von  (1)  in  der  Umgebung  einer 
Stelle  X  =  a,  yi=  h^,  y^=  h^,  so  definiert  es  für  jedes  erlaubte 
Wei*tepaar  der  Integrationskonstanten  6\,  Cg  eine  Integralkurve 
Ic  in  der  Umgebung  des  Punktes  M^  oder  {a,  h^,  ög)?  und  die 
Gesamtheit  dieser  Integral  kurven  Je  erfüllt  die  Umgebung  von 
Mq  einfach,  d.  h.  durch  jeden  Punkt  der  Umgebung  geht  eine 
und  nur  eine  Integralkurve,  so  daß  also  auch  keine  zwei  ver- 
schiedene einander  berühren  können.  Ihre  Schar  wird  ziveifach 
unendlich  genannt,  weil  die  Individuen  der  Schar  von  zwei  will- 
kürlichen Konstanten   C^,  C.^  abhängen. 

Bedeutet  5i(a:',  y^,  y^)  ein  Integral  des  Systems  (1),  so  de- 
finiert die  Gleichung  ^  =  konst.  eine  einfach  unendliche  Schar 
von  Flächen,  und  jede  Fläche  der  Schar  wird  durch  eine  ein- 
fach unendliche  Schar  von  Integralkurven  k  üherdecht.  Denn 
durch  jeden  Punkt  der  Fläche  geht  eine  und  nur  eine  Inte- 
gralkurve,   und    diese    Kurve    verbleibt   auf   der   Fläche,    weil 

Si  für  jedes  Lösungen- 
system konstant  ist.  Sind 
iij  und  Sl^  zwei  un- 
abhängige Integrale,   so 

^S^o^honst  ^^^  ^^®  ^"^  vollständiges 
System  von  Integralen 
bilden,  so  definiert  jede 
der  beiden    Gleichungen 

iß^  =  konst. 
und      1^2  "=  konst. 
eine   einfach   unendliche 
Flächenschar,  s.  Fig.  38. 
Durch  irgend  einen  Punkt 
ilf  in  der  Umgebung  von 
Mq  geht  je  eine  Fläche  der  ersten  und  zweiten  Schar  und  außer- 
dem eine  Integralkurve  k.   Diese  Integralkurve  k  muß  der  ersten 
und   zweiten  Fläche   angehören,    daher   ihre  Schnittkurve    sein. 
Die  zweifach  unendliche  Schar  aller  Integralkurven  wird  somit 
(ds   Durchschnitt   der   beiden   einfach   unendlicJien    Scharen    von 
Flächen  Sly  =  konst.  und  ^^  ^  konst.  erzeugt. 
764J 
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Wenn  alle  Integralkurven  bekannt  sind,  kann  man  jedes 
Integral  Sl(oc,  y^,  y^  geometrisch  konstruieren:  Man  wählt  eine 
einfach  unendliche  Schar  von  Raumkurven  c  aus,  d.  h.  eine  Schar, 
die  von  einer  willkürlichen  Konstanten  abhängt,  jedoch  so,  daß 
diejenigen  Integralkurven,  die  von  den  Punkten  irgend  einer 
Kurve  c  ausgehen,  nicht  auch  die  anderen 
Kurven  c  treffen.  Alsdann  erzeugen  jedes- 
mal alle  von  einer  Kurve  c  ausgehenden 
Integralkurven  A'  eine  Fläche,  siehe  Fig.  39, 
und  die  Gesamtheit  dieser  Flächen  wird 
durch  eine  Gleichung  ^{x,  y^,  y.2)  =  konst. 
dargestellt,  deren  linke  Seite  ü  ein  Inte- 
gral des  Systems  (1)  ist. 

1.  Beispiel:  Irgend  einem  Punkte  31  ^^^'  ^^' 

oder  [x,  y^,  y^)  sei  dasjenige  Linienelement  zugeordnet,  das  auf 
dem  Radiusvektor  031  liegt,  so  daß  dx,  dy^,  dy^  zu  x,  y^,  y^ 
proportional  sind  und  demnach: 

(3) 

das  zu  betrachtende  System  von  Differentialgleichungen  ist. 
Dies  Beispiel  wurde  schon  in  Nr.  667  gebracht,  wo  sich  ergab, 
daß  die  Integralkurven  alle  StraJüen  vom  Anfangspmikte  0  aus 
sind.  Dieser  Punkt  selbst  ist  auszuschließen,  weil  für  ihn 
die  Funktionen  y^  :  x  und  y.^  '•  ^  unstetig  werden.  Eine  von 
lauter  Intcgralkurven  erzeugte  Fläche  ist  eine  Kegclfläche 
mit  der  Spitze  0;  sie  wird  nach  Nr.  346  durch  eine  Glei- 
chung zwischen  y^  :  x  und  y^  :  x  dargestellt.  Jedes  Integral 
£1  des  Systems  (3)  ist  deshalb  eine  Funktion  von  y^  :  x  und 
1/2  :  X  allein,  und  jede  Funktion  von  y^  :  x  und  t/g  :  x  allein  ist 
ein  Integral.  Dies  steht  mit  Satz  2,  Nr.  762,  im  Einklänge, 
denn  es  sind  insbesondere  y^  :  x  und  y,^  :  x  Integrale.  In  der 
Tat  wird  die  partielle  Differentialgleichung,  die  in  Satz  1, 
Nr.  762,  für  alle  Integrale  ii  des  Systems  angegeben  wurde 
und  hier  so  lautet: 

dx        X  dy^        X  dpi  ' 

durch  die  Annahmen  5i  =  ?/^  :  x  und  Sl  =  y^  :  x  erfüllt.  Die 
beiden  Flächenscharen  y^  :  x  =  konst.    und  y^  :  x  =  konst.  sind 
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die  Scharen  aller  Ebenen  durch  die  y. 2- Achse  hziv.  y^- Achse]  ihr 
Durchschnitt  besteht  in  der  Tat  aus  allen  Strahlen  von  0  aus. 
2.  Beispiel:  Irgend  einem  Punkte  31  oder  (x,  y^,  y^)  sei 
dasjenige  Linienelement  zugeordnet,  das  der  a^^/^-Ebene  parallel 
ist  und  mit  dem  Lote  von  31  auf  die  ?/2'^chse  einen  rechten 
Winkel  bildet.   Hier  muß  dy^  =  0  und  dy^  :  dx  =  —  x  :  y^  sein, 

so  daß: 

f^\  dy^  ^  _  x^       (ly^  ^  ^ 

^   ^  dx  y^'      dx 

das  zu  betrachtende  System  von  Differentialgleichungen  vor- 
stellt. Weil  die  Differentiale  von  x'^  +  y^  und  y^  infolge  von 
(4)  verschwinden,  bilden  x^  -\-  y^  und  i/g  ein  vollständiges 
System  von  Integralen.  Gleich  willkürlichen  Konstanten  ge- 
setzt stellen  sie  die  Schar  edler  Rotationszylinder  mit  der  y^- 
Äclise  und  die  Schar  aller  Ebenen  senkrecht  zur  y 2- Achse  dar; 
ihr  Durchschnitt  besteht  aus  allen  Kreisen,  deren  31  ittelp unkte 
auf  der  y^- Achse  liegen  und  deren  Ebenen  zur  y^- Achse  senk- 
recht sind.  Diese  Kreise  sind  somit  die  Integralkurven.  Eine 
Fläche  wird  von  lauter  Integralkurven  erzeugt,  wenn  sie  eine 
Rotationsfläche  mit  der  ^/g- Achse  ist,  so  daß  ihre  Gleichung 
nach  Nr.  348  eine  Gleichung  zwischen  x^  -\-  y^^  und  y.^  allein 
sein  muß.  Jedes  Integral  ist  deshalb  eine  Funktion  von  x^  -\-  y^^ 
und  2/2  allein,  und  dies  steht  wieder  im  Einklänge  mit  Satz  2 
von  Nr.  762.  Jede  Funktion  5i  von  x^  -f  2/1^  und  y^  allein  ge- 
nügt der  partiellen  Differentialgleichung: 

dSl        X  dSl       ^ 

^  ~  2/1  ^2/1  ~    ' 
wie  es  nach  Satz  1,  Nr.  762,  sein  muß. 

765.  Einige  lutegrationsmethodeu.     Wie  in  §  2  des 

dritten  Kapitels  kann  man  auch  für  gewisse  Klassen  von  Sy- 
stemen erster  Ordnung  in  der  Normalft)rm  besondere  Integra- 
tionsmethoden entwickeln.  Je  größer  jedoch  die  Anzahl  71  der 
gesuchten  Funktionen  y^,  y^,  •  •  •  Ifn  ^^^'^?  ^1™  so  mannigfaltiger 
und  unübersichtlicher  gestalten  sich  diese  speziellen  Verfahren. 
Wir  begnügen  uns  daher  mit  einigen  wenigen  Hinweisen. 
Systeme  von  der  Form: 

(IJ  lS=/;(^,2/.)  (*^l,2....n), 

7«4,  7«51 
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bei  denen  also  jede  einzelne  Gleichung  die  Ableitung  einer  der 
gesuchten  Funktionen  y^  als  Funktion  von  x  und  y^  allein  gibt, 
integriert  man,  indem  man  jede  einzelne  Gleichung  für  sieh 
als  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwi- 
schen X  und  y/j.  behandelt.  Man  erkennt,  daß  das  allgemeine 
Lösungensystem  die  Form  hat: 

Vi  =  9>i(^;  Q)  (*■  =  1,  2,  .  .  .  n). 

Systeme  von  der  Form: 

(2)  ^^-fMy.,y2,---yi)       (/  =  1,2,. . .«), 

bei  denen  also  die  i'®  Gleichung  frei  von  .y,.,.i,  yi  +  2>  ■  ■  •  Pn  ^^^? 
behandelt  man  so:  Die  erste  Gleichung  ist  eine  gewöhnliche 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  x  und  y^  allein. 
Hat  man  ihre  allgemeine  Lösung  ^^  =  (jPj  {x,  Cj)  gefunden,  so 
wird  sie  in  alle  n  —  1  übrigen  Gleichungen  substituiert.  Das 
hervorgehende  System  von  nur  noch  n  —  1  Gleichungen: 

<^^)  'dx  =  ^-^^^  ^1'  '^2;  2/3.  •  ■  •  yd  (i  =  2,  3,  .  .  .  w) 

hat  nun  wieder  die  chai-akteristische  Form  des  Systems  (2), 
doch  ist  die  Zahl  7i  auf  n  —  1  verringert.  Diesem  Vorteile 
steht  der  Nachteil  gegenüber,  daß  rechts  in  cp  noch  eine  willkür- 
liche Konstante  C\  vorkommt.  Das  neue  System  wird  nach 
derselben  Methode  behandelt,  usw.  Man  erkennt,  daß  das  all- 
gemeine Lösungensystem  die  Form  hat: 

y,.=  (p,{x,  C„  C^,  ...  C,)         {i  =  1,  2,  .  .  .  n), 
wo    also    die    z'®    Funktion    von    den    n  —  i    Integrationskon- 
stanten C'^^.1,  Cj.^2>  •  •  •  ^',1  ^J^ßi  ist. 
1.  Beispiel:  Das  System: 

dx  X  '        dx        X-        x^        X  ' 

d.v        x^        X*        x^        X 
gehört  zu  denen  von  der  Form  (2).     Die   erste  Gleichung   ist 
eine  lineare  Differentialgleichung  für  y^  und  hat  nach  Nr.  716 
die  allgemeine  Lösung: 

</i  =  X  -f  C 1  x^ 

mit  der  Integrationskonstaute  C\.  Wird  sie  in  die  zweite  und 
dritte  Gleichung  substituiert,  so  kommt: 

[765 
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dVi 

=  y± 

G, 

dys  ^ 

=  ^3, 

_  y± 
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dx 
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x^ 
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Dies  System  für  y^  und  y.^  hat  wieder  die  Form  des  Systems 
(2),  und  die  erste  Gleichung  ist  wieder  eine  lineare  Differential- 
gleichung für  ?/2  mit  der  allgemeinen  Lösung: 

und  der  lotegrationskonstante  Cg.  Substitution  dieser  Lösung 
in  die  letzte  Differentialgleichung  gibt: 

^  _  2/s_  _  ^1  _  ^  . 

dx        X         x^         X 

Auch  dies  ist  eine  lineare  Differentialgleichung  für  y^  mit  der 
allgemeinen  Lösung: 

und  der  Integrationskonstante  Cg.     Folglich  stellt: 

y^  =  x  +  C^x"^,     tj.,=  C,i-C,^x,    ^3  =  —  +  C's  +  Cä^ 
das  allgemeine  Lösungensystera  vor. 

Ein  sehr  allgemeines  Integrationsverfahreii,  über  das  sich 
jedoch  keine  besonderen  Vorschriften  machen  lasseu,  besteht 
darin,  daß  man  vermöge  einfacher  Substitutionen  passende 
Funktionen  von  x,  y^,  y.^,  .  .  .  y^^  als  neue  unhelannte  Fimldlonen 
anstelle  von  yi,  y2,  ■  ■  •  y„  einführt. 

2.  Beispiel:  Gesucht  werden  im  Räume  (x,  y^,  y^)  die  ortho- 
gonalen Trajeläorien  aller  Kugeln,  die  im  Anfangspunlde  0  die 
y^y^- Ebene  berühren.     Die  Gleichung  einer  solchen  Kugel  ist: 

F=x'-  2ax  +  y^'  +  .v/  =  0. 
Das    einem   Punkte    (x,  y^,  y^)    der    Kugel    zugehörige    Linien- 
element   der   gesuchten   orthogonalen   Trajektorie    liegt    in   der 
Normale  der  Kugel.  Nach  (8)  in  Nr.  253  müssen  daher  dx,  dy^, 
dy^  zu  F^,  Fy^,  Fy_^  proportional  sein,  so  daß  sich  ergibt: 

dx        X — ffl'      dx        x  —  a 

Eliminiert  man  hieraus  a  vermöge  der  Gleichung  i^  =  0  der 
Kugel,  so  findet  man  das  System: 

^   ^  dx        x-  —  y^^  —  y^-'      dx        x^  —  y^^  —  y^'-' 
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dessen  Integralkurven  die  gesuchten  orthogonalen  Trajektorien 
sind.    Statt  y^  und  y^  sollen  die  neuen  unbekannten  Funktionen: 

Zi  =  ^'  ,     0.2  ==  -- 

eingeführt  werden,  d.  h.  es  soll: 

gesetzt  werden.     Das  alsdann  hervorgehende  System  lautet: 


=  0,       ^  = 


l+^2'  +  ^l'^2*        Zg 


dx  '         dx         1  —  z^^  —  2j^r.,*      X 

Nach  der  ersten  Gleichung  ist  ^^  konstant,  gleich  C^.  Dem- 
nach geht  für  ^2  die  Differentialgleichung  mit  getrennten  Ver- 
änderlichen hervor: 

die  sich  mittels  Quadratur  sofort  integrieren  läßt: 

In  ^2  -  la  [1  +  (1  +  <^i^)'^2^]  -  In  a;  =  konst., 
woraus  folgt: 

Lg  . 


l  +  (l-f  Ci*)^;^*     X 

Wird  wieder  2^==  y^'-  x  und  C'^  =  ^1  =  ^i  :  ^2  substituiert,  so 
gelangt  man  zu  den  beiden  unabhängigen  Integralen: 

2/1   __  /'r 2/2 /^ 

Vi  ^'      a;ä  +  2/i'  +  y2'  ^* 

Das  erste  stellt  die  Schar  aller  Ebenen  durch  die  a^-Achse  dar 
und  das  zweite  die  Schar  aller  Kugeln,  die  im  Anfangspunkte 
die  a;?/i -Ebene  berühren.  Die  Durchschnitte  beider  liefern  die 
Integralkurven;  demnach  sind  die  orthogonalen  Trajektorien 
der  Schar  aller  Kugeln,  die  im  Anfangspunkte  die  y^ 7/3 -Ebene 
berühren,  diejenigen  Kreise,  die  im  Anfangspunlde  die  x -Achse 
berühren. 

Angenommen,  es  sei  von  dem  Systeme: 

(^>)  l|=/;-(^,yi,//2,  •••?/„)     (/  =  i,2,...,o 

schon  ein  Integral  <l(x,  y^,  y.^,  ...  i/„)  bekannt.  Alsdann  kann 
man  mit  Hilfe  der  Gleichung: 

Sl{x,  y,,  1/2,  ...2/J  =  Q 
etwa  yy  als  Funktion  von  x,  y.,  ,...?/„  und  C^   berechnen    und 
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diesen  Wert  in  die  n  —  1  letzten  Gleichungen  des  Systems  ein- 
setzen. Dadurch  geht  ein  System  von  nur  noch  u  —  1  Glei- 
chungen hervor,  in  dem  y,^,  y.^,  .  .  .  y/,,  die  noch  unbekannten 
Funktionen  sind,  während  y^^  gar  nicht  auftritt.  Dagegen  kommt 
in  dem  neuen  Systeme  noch  eine  willkürliche  Konstante  C^  vor. 
Sind  mehrere  unabhängige  Integrale  Sl^,  SI2,  ■  ■  ■  i^,,,  schon 
bekannt,  wobei  m  <  n  sei,  so  kann  man  ebenso  mit  Hilfe  der 
in  Gleichungen : 

(6)  Sl^(x,  y„  y/2,  .  .  .  y/J  =  C,  (Ä;  =  1,  2,  .  .  .  m) 
m  Unbekannte,  etwa  y^,  y^,  •  ■  ■  y,„,  als  Funktionen  von  x,  den 
übrigen  Unbekannten  y,n^i,  ^,„  +  2?  ■  •  ■  lln  ^^^  ^^^  willkürliclien 
Konstanten  C^,  Cg,  .  .  .  C,,^  berechnen  und  in  die  n  —  m  letzten 
Gleichungen  des  Systems  substituieren.  Dadurch  geht  ein 
System  erster  Ordnung  in  der  Normalform  hervor,  das  nur 
noch  n  —  m  Gleichungen  hat,  aber  m  willkürliche  Konstanten 
Ol,  Cg,  .  .  .  C,,j  enthält.  Ist  es  vollständig  integriert  worden, 
d.  h.  hat  man  n  —  m  unabhängige  Integrale  (o^^^j^^,  "«  +  2?  •  •  ■  ^n 
dieses  Systems  ermittelt,  so  werden  sie  außer  x,  y,,^^^,  y^  +  ^y 
■  .  ■  y^  noch  C^,  C2,  ■  •  •  C^  enthalten.  Setzt  man  sie  gleich 
willkürlichen  Konstauten  C,,^^.!,  O^  +  gj  •  •  •  ^n:  ^'^  definieren  die 
n  —  m  Gleichungen: 

(7)  coj{x,  C„  O2,  .  . .  C,„,  y/,„_^i,  y/„,  +  2,  •  •  .  2/J  =  C^ 

{j  =  m-\-  1,  m  +  2,  .  .  .  n) 

zusammen  mit  den  tu  Gleichungen  (6)  implizite  das  allgemeine 
Lösungensystem  von  (5). 

Wie  mau  mitunter  aus  der  Gestalt  eines  vorgelegten  Systems 
von   Differentialgleichungen   das   Vorhandensein   gewisser  Inte- 
grale erkennen  kann,  beleuchtet  das 
.5.  Beispiel:  Das  System: 

dy^  _  l(x)  dy^  _  X{x) 

äx  ~  (2/3  —  Vi)  (2/i  —  2/2) '      dx  ~  (y,  —  y.)  (y,^  —  y^) ' 
dys  ^  ^{x) 

dx        (2/2  —  ?/a)0/s  —  ?/i)' 

in  dem  X{x)  eine  gegebene  Funktion  von  x  sei,  ist  in  bezug 
auf  y^,  y/2,  ?/y  symmetrisch  gebaut.  Daher  ist  zu  vermuten, 
daß  es  Integrale  hat,  die  symmetrische  Funktionen  von  y^, 
2/2,  y^  sind.   Die  einfachsten  symmetrischen  Funktionen  sind  nun 
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?/i  +  2/2  +  ^3;   y^V'i  +  y^Vi  +  ^1^2»   ViViVz, 

und  man  sieht  leicht,  daß  die  vollständigen  Differentiale  der 
beiden  ersten  infolge  des  Systems  versehwinden,  dagegen  das 
der  letzten  nicht.     Folglich  sind: 

•^1  =  2/1  +  ^2  +  Vz  und  ^2  =  2/2?/3  +  2/3«/i  +  Vi  2/2 
Integrale  des  Systems;  dagegen  ist  y^y^y-i  keines.  Wenn  man 
nun  mittels  üj  =  C^  und  ^^  =■  C^  etwa  y^  und  2/2  ^-^s  dem 
Systeme  eliminiert,  wird  sich  zwar  eine  gewöhnliche  Diffe- 
rentialgleichung für  y.^  ergeben;  aber  es  geht  dabei  die  Sym- 
metrie verloren.  Daher  tut  man  besser,  zur  Ermittlung  eines 
dritten  Integrals  die  neue  unbekannte  symmetrische  Funktion: 

^  =  3/12/22/3 
einzuführen,  für  die  sich  aus  dem  Systeme  ergibt: 

^i^  _  ^/^A  Vi  Vz  (y^  —  j/h)  +  ^3  Vi  iy^  —  ^i)  +  Vi  y^.  iyi  —  y^)  _ 

^^x  ^  ^  (2/1  —  2/2)  (2/s  —  2/3) (2/s  —  2/1) 

Der  Bruch  ist  aber  gleich  —  1,  also  geht  hervor: 

dz  =  —  l{x)dx,  d.  h.  ^  =  —  j X{x)dx  +  0^,, 

wobei  die  Quadratur  von  einer  bestimmten  unteren  Grenze 
an  auszuführen  ist,  während  C.^  eine  willkürliche  Konstante  be- 
deutet.    Hiernach  sind: 

2/1  +  2/2  +  2/3=  C/^,     2/22/3  +  2/32/1  +  2/12/2=  ^^2. 

yiy-jh+JK^)^^-  ^3 

drei  unabhängige  Integrale.  Nach  einem  bekannten  Satze  der 
Algebra  sind  daher  die  Lösungen  y^,  y^,  y^  die  Wurzeln  der 
in  y  kubischen  Gleichung: 

2/'-  ^'i2/'  +  C,y  -  C,  -^fl{x)dx  =  0. 

766.  Systeme,  in  denen  die  unabhängige  Verän- 
derliche nicht  vorkommt.  Unter  den  bisher  betrachteten 
Systemen: 

^  =  /;(^,  2/i,2/2;---2/J  0'=1,2,...>0 

sind  diejenigen  besonders  bemerkenswert,  deren  rechte  Seiten 
von  X  seihst  frei  sind.  Wie  in  Nr  G8S  maff  die  unabhänsfiore 
Veränderliche  in  diesem  Falle  mit  t  statt  x  bezeichnet  sein, 
während   für   die   unbekannten  Funktionen  die  Zeichen  x^,  x^, 
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~  .  ■  x^  benutzt  werden  sollen.  Um  deutlich  zu  machen,  daß 
alsdann  die  rechten  Seiten  nur  von  x^,  x^,  .  .  .  x^^  abhängen, 
verwenden  wir  für  sie  die  Funktionszeichen  X^,  Xg,  ...  X„, 
so  daß  also  ein  System  von  der  Form  vorliege: 

(1)  ^1  =  X.(a;„  x^,  .  .  .  x„)        {i  =  1,  2, .  .  .  n). 

Deutet  man  nicht  alle  w  +  1  Veränderliche,  sondern  nur 
Xi,  x^,  .  .  •  ^„  als  Koordinaten  der  Punkte  in  einem  Räume,  so 
braucht  man  dazu  einen  Raum  von  nur  n  Dimensionen.  Die 
unabhängige  Veränderliche  t  spielt  bei  dieser  Deutung  die  Rolle 
einer  Hilfsveränderlichen,  die  man,  wenn  man  will,  z.  B.  als 
das  Maß  der  Zeit  auffassen  kann.     Jedes  Lösungeusystem : 

bedeutet  eine  Kurve,  eine  sogenannte  Integralkurve,  ausgedrückt 
mittels  der  Hilfsveränderlichen  t. 

Das  System,  das  sich  im  Falle  n  =  2  ergibt,  wurde  in 
Nr.  731  besprochen.  Die  dort  durchgeführten  Betrachtungen 
lassen  sich  ohne  jedes  Hiudernis  für  das  System  (1)  verallge- 
meinern. Gerade  so  wie  damals  zeigt  sich,  daß  das  System 
der  HauptVösungen,  d.  h.  nach  Nr.  761  dasjenige  System  von  Lö- 
sungen, das  für  t  =  t^  die  Anfangswerte  :x\^,  x^,  .  .  .  x^  hat, 
aus  Funktionen  besteht,  in  denen  t  und  t^  nur  in  der  Differenz 
t  —  Iq  auftreten : 

(2)  x,  =  cp,  (;r,«,  x,\  .  .  .  x„\  t-t,)         (*  =  1,  2,  .  .  .  n). 

Die  Verallgemeinerung  des  Satzes  17,  Nummer  731,   gibt  den 
Sai2  5:   J^s  liege  ein   System   erster    Ordnung   von   n  ge- 
wöhnlichen Differentialgleichungen  vor: 

dt  ^  ^i^^^^  -^'2'  •  •  •  ^'n)  0'  =  1^  2^  •  •  •  '0; 

wohei  X, ,  Xg ,  •  •  ■  X^  und  ihre  partiellen  Ableitungen  erster  Ord- 
nung innerlialh  eines  Bereiches  stetige  Funldionen  von  x^,x^,.  .  .  x^^ 
allein  seien.  Das  allgemeine  Lösungensystem,  das  für  einen  be- 
liebig, aber  bestimmt  gewählten  Anfangswert  t^  von  t  irgendwelche 
bestimmte  Anfangswerte  x^'^,  x^^,  .  .  .  xj^  innerhalb  des  Bereiches 
annimmt,  besteht  aus  FunMionen  von  x^^,  xj^,  .  .  .  x^^^  und  t  —  t^ 
allein : 

X,  =  (p.(x,'',  x,%  .  .  .  a;„o,  t  -  t,)         {i  =1,2,...  n), 
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und  t  darf  darin  von  i^  an  beständig  wachsend  oder  beständig 
abnehmend  soiveit  variieren,  als  die  zugehörige  Stelle  {x^,  x^,  ...  x^ 
noch  dem  Bereiche  angehört.  Ferner  hat  das  Lösungensysteni 
die  Gruppeneigenschaft,  d.h.:  Die  Substitution  der   Werte: 

^/  =  T.-(^i";  ^2";  •  •  •  ^.^  h  -  k)       (}  =  1,  2, .  .  .  w) 


gibt  stets: 


/^  =  (jp,(^-/,  x./,  .  .  .  xj,  t,  -  t,)        (i  =l,2,...n) 

-/'  =  <Pi{^i',  '^2',  ■  ■  ■  ^:,  t,  -  Q  («■  =  1,  2,  .  .  .  n). 
767.  Eingliedrige  Gruppe  von  Transformationen 
von  II  Veränderlichen.  Es  ist  ein  Leichtes,  die  Deutung 
der  Gruppeneigenscliaft,  die  in  Nr.  732  vorgenommen  wurde, 
für  den  vorliegenden  Fall  zu  verallcremeinern.  Man  kann  da- 
bei  rein  analytisch  vorgehen,  nämlich  die  Gleichungen: 

(1)  x,=  cp,{x,',  X,',  .  .  .  V,  i  -  to)        (*■  =1,2,...  n) 

als  die  einer  Transformation  X^  der  n  Veränderlichen  x^^,  x.,^, 
.  .  .  x^  in  die  n  Veränderlichen  x^^,  x^,  .  .  .  x^  auffassen,  deren 
besondere  Art  alsdann  noch  von  d^m  Werte  von  t  —  t^  ab- 
hängt, so  daß  (1)  eine  Sciiar  von  Transformationen  von  n  Ver- 
änderlichen definiert,  der  die  Gruppeneigenschaft  zukommt,  und 
die  man  deshalb  eine  eingliedrige  Gruppe  nennt,  weil  die  Schar 
von  nur  einem  Parameter  t  —  t^  abhängt.  Man  kann  aber  auch 
wie  in  voriger  Nummer  die  n  Veränderlichen  x^^,  x^,  .  .  .  x^  als 
die  Koordinaten  eines  Punktes  M  in  einem  Räume  von  n  Di- 
mensionen betrachten  und  dadurch  zu  einer  geometrischen  Auf- 
fassung der  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe  ge- 
langen. Wenn  z.  B.  «  ==  3  ist,  i-eicht  dazu  der  gewöhnliche 
Raum  aus.  Wir  raten  dem  Leser,  die  Betrachtungen  in  Nr.  732 
auf  diesen  Fall  w  =  3  in  allen  Einzelheiten  zu  übertragen. 

Ebenso  steht  der  Verallgemeinerung  der  Betrachtungen  in 
Nr.  734  und  Nr.  735  nichts  im  Wege.  Wenn  wir  wie  in 
Nr.  734  statt  X^,  Xg,  .  .  .  X^  die  Funktionszeichen  ^^,  ^^,  .  .  .t,^ 
benutzen,  gelangen  wir  so  zunächst  zu  der  Verallgemeinerung 
des  Satzes   18  von  Nr.  732: 

Satz  6:  Innerhalb  eines  Bereiches,  in  dem  sich  die  Funk- 
tionen Ij,  $2;  •  •  •  l„  von  x^,  X2,  .  .  .  x^  nebst  ihren  ^)ar/«WZe«  Ab- 
leitungen erster  Ordnung  stetig  verhalten,  sei  dasjenige  allgemeine 
Lösungensystem  des  Systems: 
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-^  =  ^iioc,,  x^,...  rcj        {i  =  1,  2,  .  .  .  n), 

das  für  t  =  0  die  Änfangswerte  x^^,  x^,  .  .  .  x^  hat,  durch  die 
Gleichungen  ausgedrücM : 

^i  =  ^iW>  ^2^  ■  ■  •  V;  0  ('■  =  1,  2,  .  .  .  w). 

Diese  Gleichungen  stellen  für  jeden  hestimmten  Wert  von  t  eine 
Transformation  %f.  der  Wertsysteme  x.^,  x^,  .  .  .  x^^  in  neue 
Wertsysteme  x^,  x^, .  .  .  x^  dar.  Die  einfach  unendliche  Schar 
aller  Transformationen  %^  hildet  eine  eingliedrige  Gruppe,  indem 
nämlich  die  Aufeinanderfolge  irgend  ztveier  Transformationen 
%^  und  %f  der  Schar  äquivalent  ist  der  Transformation  X^  ^  ^ 
derselben  Schar.  Die  Gruppe  enthält  die  identische  Transforma- 
tion %Q  sowie  0u  jeder  Transformation  2^  die  inverse  %_(. 
Außerdem  sind  ihre  Transformationen  vertauschbar.  Werden 
x^,  x^,  .  .  .  x„  als  Koordinaten  der  Punkte  in  einem  Baume  von  n 
Dimensionen  gedeutet,  so  liegt  eine  eingliedrige  Gruppe  von  PunM- 
Transformationen  vor.  Dabei  sind  die  Bahnkurven  der  Punkte  die 
Integralhurven  des  vorgelegten  Systems  von  Differentialgleichungen. 
Wie  in  Nr.  734  kommt  man  ebenfalls  leicht  zu  der  Auf- 
fassung, daß  das  System: 

(2)  ^  =  |.  (x^,  Ä-2,    .  .  x„)         {^i  =1,2,...  n), 

von  dem  die  Gruppe  erzeugt  wird,  als  der  Ausdruck  einer  in- 
finitesimalen  Transformation  zu  deuten  ist,  bei  der  x^,  x^,  ■  ■  .x^ 
die  mit  dt  nach  Null  strebenden  Zunahmen: 

(3)  dx.  =  ^i{x^,x.^,...xjdt         {i  =  1,  2,  .  .  .  n) 

erfahren,  so  daß  die  Gruppe  als  das  Erzeugnis  einer  infnitesi- 
malen  Transformation  erscheint.  Eine  beliebige  differenzierbare 
Funktion  von  x^^,  x.^^,  ■  .  ■  xj^  geht  vermöge  der  Transforma- 
tion (1)  in  eine  Funktion  f  von  x\,  x.^,  .  .  .  x,^^  über,  die  nach 
(1)  als  eine  Funktion  von  t  zu  betrachten  ist.  Wie  in  Nr.  735 
erkennt  man,  daß  der  Quotient  aus  dem  Zuwachs  zJf,  den  f 
bei  der  Ausübung  der  Transformation  %jt  der  Gruppe  auf 
x^,  x^,  .  .  .  x^  erfährt,  und  aus  At,  d.h.  also,  daß  der  Diffe- 
renzenquotient zJf-.zlt  für  lim  z/^  =  0  den  Grenzwert  hat: 

j;?„^*  =  ^»^x,  +^^äx,  +  •••  +  ^'•a^„• 
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Deshalb  dient  der  Ausdruck: 

t    IL  j.  f^    ^J   4-  I    fc     ^f 

auch  jetzt  als  das  Symbol  der  infinitesimalen  Transformation 
der  cinfiUcdrigen  Gruppe.  Dabei  bedeutet  also  f  eine  'beliebige  dif- 
ferenzierbare Funktion  von  x^,  x.2,  .  ■  ■  x^^,  während  ^^,i,^,.  ..i,^ 
die  gegebenen  Funktionen  von  x^,  x^,  .  .  .  x^  sind. 

1.  Beispiel:  Im  Räume  mit  den  rechtwinkligen  Koordi- 
naten X,  y,  z  liege  das  System  vor: 

dx  cly        ,  dz 

di  ^  ^'        dt^^'        dt^  ^' 

worin  «,  b,  c  gegebene  Konstanten  seien.  Das  System  der 
Hauptlösungen  für  ^  =  0  ist: 

x  =  XQ-{-at,       y  =  yQ-{-bt,       z  =  ZQ  +  ct. 

Es  stellt  für  jeden  bestimmten  Wert  von  t  eine  Schiebung  aller 
Punkte  {Xq,  «/q,  z^  oder  Mq  nach  neuen  Punkten  {x,  y,  z)  oder 
M  vor,  denn  alle  Strecken  M^M  sind  parallel,  gleichlang  und 
gleichgerichtet.  Die  Richtung  ist  dabei  von  t  unabhängig, 
indem  ihre  Richtungskosinus  proportional  a,  b,  c  sind.  Augen- 
scheinlich bilden  (wie  in  der  Ebene,  vgl.  4.  Beispiel  von  Nr.  735) 
alle  Schiebungen  nach  derselben  Richtung  hin  eine  Gruppe. 
Die  infinitesimale  Schiebung  in  derjenigen  Richtung,  deren  Ko- 
sinus proportional  a,  h,  c  sind,  hat  das  Symbol; 

df   ,   -.cf    .      df 
ex  oy  dz' 

und  insbesondere  sind: 

dl  dl         df 

dx'         dy'        dz 

die  Symbole  der  infinitesimalen  Schiebungen  parallel  den  drei 
Koordinatenachsen. 

2.  Beispiel:  Offenbar  bilden  alle  Drehungen  um  ein  und 
dieselbe  feste  Achse  im  Räume  eine  Gruppe.  Z.  B.  werden 
alle  Drehungen  u]n  die  £f- Achse  durch: 

X  =  Xq  cos  t  —  ?/q  sin  t,       y  =  Xq  sin  t  -f  i/o  cos  t,       z  =  Sq 
dargestellt,   vgl.   das    1.  Beispiel  in  Nr.  733.     Dabei   ist  t  der 
Drehwinkel.    Diese  Gleichungen  stellen  die  Hauptlösungen  des 
Systems: 

[707 


2  70     Kap.  IV.  Systeme  erster  Ordnung  v.  gewöhnl.  Differentialgleichungen. 
dx dy  dz        ^ 


für  ^  =  0  dar,  und  es  ist: 


df   ,       df 
^  öx  oy 


das    Symbol    der    Infmifesimalen    Drehung    um    die    ^- Achse. 

Ebenso  sind: 

df    ,       df  df  ,        df 

dy       ^  dz'  dz  dx 

die  Symbole  der  infinitesimalen  Drehungen  um  die  x-  bzw. 
i/-Achse. 

3.  Beispiel:  Die  Streckungen  im  Räume  vom  Anfangs- 
punkte 0  aus  definiert  man  wie  in  der  Ebene,  siehe  das 
2.  Beispiel  in  Nr.  733.  Es  leuchtet  ein,  daß  ihre  Gesamtheit 
eine  eingliedrige  Gruppe  bildet,  und  man  erkennt  wie  im  2.  Bei- 
spiele von  Nr.  735,   daß  sie  von  der  infinitesimalen  Streckung: 

df   .       d'f   .      df 
^  dy'^y  dy'^  ^Tz 

erzeugt  werden. 

768.   System  von  totalen  Differentialgleichung'eu. 

Mit  den  in  Nr.  76G  betrachteten  Systemen  erster  Ordnung  von 
gewöhnlichen  Diti'erentialgleichungen  stehen  die  Systeme  von 
totalen  Differentialgleichungen  (vgl.  Nr.  671)  von  der  besonderen 
Form : 

/  -W  (^  X^  0)  Xa  it  X^. 

Aj  (X^  ,332,...  .X',,}  Aj  {x^ ,  X^,  .  .  .  X^g)  Ji.jj  (ajj ,  X^,  .  .  .  X„) 

in  engem  Zusammenhange.  Dies  sind  n  —  1  Gleichungen 
zwischen  den  n  Veränderlichen  x^,  x^,  .  .  .  x^^  und  ihren  Difi'e- 
rentialen.  Wenn  von  den  n  Veränderlichen  mehr  als  eine  un- 
abhängig wäre,  würde  mehr  als  ein  Difl^erential  willkürlich 
bleiben,  was  den  Vorschriften  widerspricht,  die  das  System  (1) 
angibt,  denn  wenn  x^,  x^,  ■  ■  .  x^  und  etwa  dx^  gegeben  sind, 
so  bestimmt  (1)  auch  dx^,  dx^,  .  .  .  dx^.  Folglich  müssen 
n  —  1  der  n  Veränderlichen  Funktionen  der  noch  übrig  blei- 
benden sein.  Faßt  man  z.  B.  x.^,  x^,  .  .  .  .x„  als  Funktionen  von 
iCj  auf,  so  kann  )nan  eine  (w  -f-  1)*"  Veränderliche  t  vermöge 
der  Gleichung: 

^  dXi  X,  (iCj  ,  iCj ,  .  .  .  Xn) 
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definieren,  die  nach  einer  Quadratur  auch  t  als  Funktion  von 
x^  ergeben  würde.  Man  kann  nun  umgekehrt  x^  als  Funktion 
von  t  und  daher  auch  x^,  x^,  .  .  .  x^  als  Funktionen  von  t  auf- 
fassen. Die  Vergleichung  von  (2)  mit  (1)  lehrt,  daß  alsdann 
allgemein: 

(3)  ^-X,ix„x,,...x„)         u=l,2,...^) 

wird.  Wenn  man  also  dies  System  erster  Ordnung  von  n  ge- 
wöhnlichen Differentialgleichungen  für  n  unbekannte  Funk- 
tionen Xy,  x.,,  .  .  .  x^  von  t  vollständig  integriert  hat  und  aus 
den  Integralgleichungen  t  eliminiert,  bleiben  diejenigen  n  —  \ 
Gleichungen  zwischen  x^,  x^,  .  .  .  x^  allein  übrig,  die  infolge 
des  Systems  (1)  von  n  —  1  totalen  Differentialgleichungen  be- 
stehen müssen. 

Das  System  (1)  von  n  —  1  totalen  Differentialgleichungen 
ist  somit  durch  das  System  erster  Ordnung  (3)  von  n  gewöhn- 
lichen Differentialgleichungen  ersetzbar  oder  ihm  äquivalent.  In 
Nr.  677  wurde  dieselbe  Betrachtung  im  Falle  ti  =  2  angestellt. 

Das  System  (3)  ist  nun  gerade  das  in  Nr.  766  betrach- 
tete System. 

Im  Räume  von  n  Dimensionen  mit  den  Koordinaten  x^, 
x^,  .  .  .  x^  definieren  n  —  1  Gleichungen  zwischen  ^j,  x^,  •  •  •  -^n 
eine  sogenannte  Ä'wrre  (vgl. Nr. 668).  Solche  «—1  Gleichungen, 
die  infolge  des  Systems  (1)  bestehen  müssen,  geben  daher 
eine  Integralkurve  des  Systems  (1).  Die  Einführung  der  Hilfs- 
veränderlichen t  und  die  Überführung  des  Systems  (1)  in 
das  System  (3)  kann  also,  wenn  man  t  als  Maß  der  Zeit 
deutet  (wie  es  schon  in  Nr.  766  geschah),  begrifflich  so  auf- 
fassen: Die  Integralkurven  des  Systems  (1)  werden  als  Bahn- 
kurven heiveglicher  Punkte  betrachtet.  Nach  den  Ergebnissen 
der  vorigen  Nummer  sind  die  Integralkurven  von  (1)  die  Bahn- 
kurven derjenigen  eingliedrigen  Gruppe,  die  von  der  infinitesi- 
malen Transformation 


erzeugt  wird. 


^dx^  ^dx^    '  '      «(7«., 
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§  2.   Lineare  Systeme. 

769.  Charakteristische  Eigenschaft  eines  linearen 
homogenen  Systems.  Es  soll  hier  die  Frage  beantwortet 
werden,  unter  welchen  Umständen  dem  Systeme: 

(1)  §|=/;(^,?/i,?/2.  •■■?/„)  {i=l,2,...n) 

die  Eigenschaft  zukommt,   daß   sich   aus   irgend  zwei  partiku- 
laren Lösungensystemen: 

und: 

(3)  y,  =  t^{x),     y^  =  1^2 W;  •  •  •  2/n  =  ^•n(^) 
durch  Addition  stets  wieder  ein  Lösungensystem: 

(4)  ?/i  =  g^i(a;)  +  ^i(j;),  yi  =  (p^{x)-^%{x),..:y^^(p„{x)  +  tp^{x) 
ergibt. 

Nach  Annahme  ist: 

(5)  Vi    =  fii.^^   Vi,    <3P2>  •  •  •  Vn),       ti    =  fii^,   ^1,   i'2,  •   •  •  ^n) 

(/  =  1,  2,  .  .  .  n), 
und  es  wird  gefordert: 

Vi'  +  ti'  =  fi (x,  Vi  +  i'i,  V2-tti>,  ■  ■  ■  Vn-^  ^n) 

(i=l,2,...n). 
Werden  hierin  für   9p/   und   ^/   die   Werte   (5)   eingesetzt,    so 
kommt: 
fi  (^;  ^'i;  •  •  •  Vn)  +  fi  (^?  ^ij  •  •  •  ^n)  =  f  (oc,(p^-\-ilj,,...  <3P„  +  ^J 

(.•=l,2,...n). 
Weil  es  nun  im  Bereiche  des  Systems  (1)  partikulare  Lösungen- 
systeme gibt,  die  für  einen  angenommenen  Wert  von  x  irgend 
welche    vorgeschriebene    Werte,    sagen   wir  y^,  y^,  .  .  ■  y„   oder 
2j^,  ^2,  .  .  .  z^,  haben,  wird  also  gefordert,  daß  stets: 

(6)  fi  {x,  y^,...  y„)  +  f{x,  z,,...  0j  -fi{x,y,-\-z,,...y^-\-  z„) 

(i  =  1,  2,  .  .  .  n) 
sei.     Differentiation  nach  y^  zeigt,  daß  dann 

Sfi{x,y,,y^,  ...yj  _  df,(x,  yi-\- z^,  y^-^- Zj,  ■  ■ .  y„  +  z„) 
dVk  3  kVk  +  h) 

sein  muß,  d.  h.  daß  sich  die  partiellen  Ableitungen  erster  Ord- 
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nung  der  Funktionen  f-{'X,  y^,  y^,  ■  •  ■  y„)  hinsichtlich  ?/j ,  y^,  .  ■ .  y„ 
nicht  ändern  dürfen,  wenn  y, ,  7/2,  •  ■  •  y„  geändert  werden,  so 
daß  diese  Ableitungen  nur  von  x  abhängen  können,  woraus 
weiterhin  folgt,  daß  die  Funktionen  /j(a:,  y^,  y.^,  ...  yj  selbst 
hinsichtlich  y^,  y2f  •  •  -  y„  ganz  und  linear  sein  müssen.  Sie 
müssen  überdies  homogen  sein,  denn  wenn  fi{x,  2/i ?  2/2 >  •  •  •  3/») 
einen  von  y^,  y.^,  ■  ■  •  Vn  freien  Summanden  (0;{x)  hätte,  würde 
aus  (6)  sofort  2cj^  =  ©■  oder  co^.  =  0  folgen.  Das  System  (1) 
muß  somit  die  Form  haben: 

(7)  gf  =  A,,  {x)  y,  +  J,,  {x)  y,  +  •  •  ■  +  A,„  (X)  y„ 

(^■=  1;2,  ...m). 
Solche  Systeme  heißen  lineare  homogene  Systeme  erster  Ordnung. 
Satz  7:   Die  linearen  Itomogenen  Systeme: 

(J  =1,2,...  n) 

sind  die  einzigen  Systeme  erster  Ordnung  in  der  Normalform, 
denen  die  Eigenschaft  zukommt,  daß  aus  irgend  zwei  partihi- 
laren  Lösungensystemen: 

Vi  =  «Pl  (^),        ?/2  =  92  (^);    •  •  •    yn  =  <Pn  (^) 

und: 

Vi  =  i\  i^),     y-i  =  ^2  (^);  •  •  •  Va-i'n  (^) 
stets  durch  Addition  ivieder  ein  Lösungensystem : 

Vi  =  9^1  (^)  +  ^1  (^) ,  y-2  =  9>o  {pc)  -f  1^-2  {x),  ...  y„  =  9)„  (x)  +  i,^  {x) 
hervorgeht. 

Ferner  ergibt  sich  sofort 

Satz  8:   Bedeutet: 

Vi  =  ^1  (^);   y-2  =  92  {^),  ■  •  •  y„  =  9„ (^) 

irgend  ein  partihdares  Lösungensystem  des  linearen  homogenen 
Systems: 

äl    =  Al  (^)  ^1   +  A-2  (^)  ?/2   +  •   •  •  +  An  i^')  i/n 

■      .  (^•=l,2,...n), 

so  ist  auch: 

Vi  =  <^'Vi(^");     ^2  =  t'y2(-»).  •  •  •  .V„  =  <^9„(^) 
e^»   Lösungensystem ,   ivie  auch  immer  die  Konstante  C  gewählt 
sein  mag. 
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Diese  Eigenschaft  kommt  aber  einer  ausgedehnteren  Klasse 
von  Systemen  zu.  Denn  das  System  (1)  hat  sie,  wenn  infolge 
Ton  (1)  auch  stets: 

^äl"  =  ^^ = /^(^'  ^y^>  ''y^>  ■  ■  ■  ^^»)     (^  =  1^  ^'  •  •  •  '0 

ist.  Wird  der  Wert  (1)  von  di^. :  dx  eingeführt,  so  geht  die 
Forderung  hervor: 

<^'/;- (*•;  yi,y2y- y>^  =  fi (^'^  ^Vv^  ^'y^^  ■  ■  ■  <^':'/J   («'  =  i-  2, . . . n), 

die  nach  Nr.  91  nur  dann  erfüllt  wird,  wenn  f](x,  y^,  y^,  ■••»/„) 
eine  in  bezug  auf  y^,  y.^,  -..y^  homogene  Fimldion  ersten  Grades 
ist.     Somit  kommt  der 

Satz  9:  Dem  Systeme  erster  Ordnung  in  der  Normalform: 

ji  =  /;■  (^^  yi,y2,-- y>,)       (^'  =  i, 2, •  •  •  '0 

kommt  die  Eigenschaft,  daß  aus  jedem  partihdaren  Lösungen- 
systeme durch  Midtiplikation  mit  einer  willkürlichen  Konstante 
stets  wieder  ein  Lösungensystem  hervorgeht,  dann  und  nur  dann 
mi,  wenn  f^,  f^,  ■  •  ■  f„  homogene  Funktionen  ersten  Grades  kin- 
sicMlich  y/i ,  y^,  •  •  ■  y»  sind. 

Dies  ist  eine  Verallgemeinerung  des  Satzes  9  von  Nr.  7 IG. 
Die  linearen  homogenen  Systeme  (7)  sind  spezielle  Fälle,  in 
denen  der  Satz  gilt. 

770.  Das  allgemeine  Lösuugensystem  eines  line- 
aren homogenen  Systems.     Es  liege  das  lineare  homogene 

System  vor: 

(1)  ;^|^  =  A,,  (..:)  y,  +  A,,  (x)  ?/,+  •••  +  A,,^  (x)  t/„ 
und  es  seien  schon  n  partikulare  Lösungensysteme: 

(2)  yi  =  qp*! (x),    y.  =  (p,, (x),  ...  y„  =  (p,„ (;.r) 

{k=-l,-2,...n) 
bekannt.     Nach   den  Sätzen  7  und  8   der  letzten  Nummer  ist 
dann  auch: 

(3)  y,  =  C\cp,,(x)  +  C,cp,,{x)  +  •  ■  ■  +  C>„,(a-) 

{i  =  1,  2,  .  .  .  n) 
ein  Lösungensystem,  wie  auch  die  n  Konstanten  C\,  ('2,  .  ■ .  C,^ 
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gewählt  sein  mögen.  Dieses  Lösungensystem  ist  dann  und 
nur  dann  ein  allgemeines,  wenn  es  nach  den  n  willkürlichen 
Konstanten  C,,,  C^,  .  .  .  C„  auflösbar  ist  (vgl.  Nr.  763).  Dazu 
aber  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  die  Determinante: 


(4) 


nicht  verschwindet. 

Man  nennt  solche  n  Funktionensysteme  (2),  für  die  diese 
Determinante  nicht  verschwindet,  linear  unahhäiigig,  weil  es 
keine  n  Konstanten  6\,  C^,  ...  6'„  derart  gibt,  daß  alle  n  Sum- 
men (3)  verschwinden,  es  sei  denn,  daß  C\,  Ü.^,  ■  ■  ■  C,^  selbst 
sämtlich  gleich  Null  sind. 

Nun  seien  umgekehrt  irgend  welche  n  linear  unabhängige 
Funktionensysteme  (2)  gegeben.  Soll  alsdann  (3)  das  allge- 
meine Lösungensystem  eines  Systems  erster  Ordnung  in  der 
Normalform : 

^  =  fi {^,  Ih,  ^2,  ■  •  •  yJ  (i  =  1,  2,  .  .  .  n) 

sein,  so  müssen  die  linken  Seiten  f^,  fi,  ■  •  ■  /„  dieses  Systems  aus 

f^  =  c,cp[,(,,)  +  c,cp',,(x)  +  ...  +  cy„,{x) 

(i  =  1,  2,  .  .  .  n) 

durch  Elimination  von  C, ,  C'„ ,  .  .  .  C'  vermöge  der  n  Glei- 
chungen  (3)  hervorgehen.  Wegen  des  Nichtverschwindens  der 
Determinante  (4)  sind  aber  die  Auflösungen  der  Gleichungen  (3) 
nach  C\,  G^,  . . .  C^^  homogene  ganze  lineare  Funktionen  von 
i/uVif-'-Pn  '"^^  ^^^  '^  abhängigen  Koeffizienten.  Folglich 
werden  auch  f\,  f^^  ■  ■  -fn  homogene  ganze  lineare  Funktionen 
hinsichtlich  y^,  y^,  .  ■  ■  y„-     Demnach  haben  wii-  den 

Satz  10:  Ein  System  erster  Ordnung  von  n  geicölinlichen 
Differentialgleichungen  in  der  Normalform  liat  dann  und  nur 
dann  die  Eigenschaft,  daß  sicli  sein  allgemeines  L'6su)igensystem 
aus  irgend  tcelchen  n  linear  unabhängigen  patiikularen  Lösungen- 
Systemen  : 
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(k=l,2,...  n) 
durch  Ilultiplikation  mit  n  willkürlichen  Konstanten  C^,  C^,.  ■ .  C^^ 
und  Addition  in  der  Form: 

Vi  =  C^^u{^)  +  C^^2i{^)  +  ■■■  +  C„(p,,,(x) 
(•/  =  1,  2, .  .  .  n) 
bilden  läßt,  ivenn  es  ein  lineares  hotnogenes  System  ist,  d.  h.  die 
Form  hat: 

ii  =  l,2,...n). 

771.  D'Alembertsches  System.  Wenn  insbesondere 
die  n^  Koeffizienten  Ä-f.{x)  Konstanten  a.j.  sind,  liegt  ein  soge- 
nanntes d' Älemhertsches  System: 

^  =  Ö-n^l  +  «i22/2  H +  <^inyn  (^  =   1,  2,  •  .  •  «) 

vor.  Da  hier  die  rechten  Seiten  von  der  unabhängigen  Ver- 
änderlichen X  frei  sind,  ordnet  sich  dies  System  den  in  Nr.  766 
betrachteten  Systemen  unter.  Wir  wollen  daher  wie  damals 
die  unabhängige  Veränderliche  mit  t  statt  mit  x  und  die  unbe- 
kannten Funktionen  mit  x^,  x^,  ■  ■  ■  x^  statt  mit  y^,  y^,  ■  ■  ■  y„ 
bezeichnen,  also  das  System  betrachten: 

*^^)  ~^  =  "i^^^  +   ^'-2^2  +   •   •  •   +  Ciin^n         («  =   1;  2,  .   .   .  m). 

Das  Integrationsverfahren  beruht  hier  auf  dem  Umstände,  daß 
es  partikulare  Lösungensysteme  von  der  Form: 

(2)  x^  =  qe?',     .7-2  =  CgC?',  .  .  .  ^„  =  c„eP' 

gibt,  wo  Cj,  r;.^,  •  ■  ■  c^  und  q  Konstanten  bedeuten. 

Denn  wenn  diese  Werte  in  (1)  eingesetzt  werden,  gehen 
n  von  t  freie  Bedingungen: 

(3)  Qc,  =  r/.^q  +  0,-2 C2  +  •  •  ■  +  a.^c,^         (/  =  1,  2,  .  .  .  w) 

hervor,  nämlich  n  lineare  homogene  Gleichungen  für  die  n  Kon- 
stanten q,  Cg?  •  •  •  ^71-  Da  (2)  nur  dann  ein  Lösungensystem  vor- 
stellen kann,  wenn  die  m  Konstanten  c^,  c^,  . .  .c„  nicht  sämtlich 
gleich  Null  sind,  muß  man  den  Satz  der  Algebra  benutzen, 
wonach  den  Bedingungen  (ß)  nur  dann  durch  nicht  sämtlich 
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verschwindende  Werte  von  c^,  c^,  .  .  .  c^  Genüge  geleistet  vs^er- 
dea  kann,  wenn  ihre  Determinante  hinsichtlich  c^,  c^,  •  •  •  ^n 
gleich  Null  ist: 


(4) 


hi-Q 

«21  d' 


22 


Dies  aber  ist  eine  Gleichung  «'*"  Grades  für  die  Unbekannte  q. 
Sie  heißt  die  cJiaraMeristiscJie  Gleichung  des  Systems  (1). 

Wir  betrachten  zunächst  den  Fall,  tvo  diese  Gleichung 
n  verschiedene  reelle  Wurzeln  q^,  q^,  •••()„  hat.  Alsdann  wird 
diejenige  Gleichung,  die  aus  (4)  durch  Differentiation  nach  q 
folgt,  nach  Satz  22,  Nr.  378,  gewiß  nicht  von  irgend  einer  der 
Wurzeln  q^,  Q^j  ■  •  -  Qn  befriedigt.  Mithin  können  nicht  alle 
(n  —  l)-reihigen  Unterdeterminanten  der  Determinante  (4)  für 
irgend  eine  der  Wurzeln  verschwinden,  denn  die  linke  Seite  der- 
jenigen Gleichung,  die  aus  (4)  durch  Differentiation  nach  q  folgt, 
ist  eine  Summe  von  solchen  Unterdeterminanten.  Mithin  be- 
stimmen die  n  Gleichungen  (3)  nach  einem  bekannten  Satze 
der  Algebra  für  jeden  der  n  Werte  Qi,  Qif  •  ■  •  9n  ^^^  9  ^^^' 
deutig  die  Verhältnisse  der  Konstanten  c^,  Cg,  .  .  .  c,^.  Es  kommt 
aber  auch  nur  auf  diese  Verhältnisse  an,  denn  nach  Satz  8 
oder  9,  Nr.  769,  darf  ein  partikulares  Lösungensystem  mit 
irgend  einer  Konstante  multipliziert  werden.  Folglich  gibt 
es  n  partikulare  Lösungensysteme  von  der  Form  (2).  Wir 
wollen  beweisen,  daß  sie  linear  unabhängig  sind,  so  daß 
sich  aus  ihnen  nach  Satz  10  der  vorigen  Nummer  das  allge- 
meine Lösungensystem  durch  Multiplikation  mit  willkürlichen 
Konstanten   C'^,  C^,  .  .  .  (\  und  Addition  bilden  läßt. 

Um  dies  zu  beweisen,  seien  insbesondere  solche  n  nicht 
sämtlich  verschwindende  Konstanten  c^,  c.^,  .  .  .  c^,  die  den  Glei- 
chungen (3)  für  Q  =  Qk  genügen,  mit  Cf.^,  c^.2,  .  .  .  Cj.^  bezeichnet, 
so  daß: 

(5)  Q,,c,,  =  a., c,i  +  «-2^,2  +  •  •  •  -F  a,„c,„ 

(*  =  1,  2,  .  .  .  n,     k=\,2,...n) 


ist  und: 
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(6)  x^  =  c,i e?* ',     x^  =  c,2 e?^',  .  •  .  a;„  =  c,„e?A ' 

(/.:  =  1,  2,  .  .  .  >^) 
die  n  partikularen  Lösungeusysteme  vorstellen.    Wären  sie  nicht 
linear   unabhängig,    so    müßte    es  n  nicht  sämtlich  verschwin- 
dende Konstanten  C^,  C\,  .  .  .  C„  derart  geben,  daß  die  n  Glei- 
chungen : 

C,Cue^^*+  6^2^.6?^'+  •  •  •  +  ac„,e?"*=  0 

(i  =  1,  2,  .  .  .  >^) 
für   beliebige  Werte    von  t   beständen.     Es   müßten   also  auch 
diejenigen  Gleichungen   gelten,   die   hieraus   durch   wiederholte 
Differentiation  nach  t  folgen: 


Man  könnte  so  n  Gleichungen  aufstellen,  die  in  den  n  Größen: 
(7)  C,c,,ei'^\     C,c,,e^^^,  .  .  .  0„c„,ec.' 

linear  und  homogen  sind  und  die  Determinante: 
1  1  1  .     .       1 


93 


Qn 


Qi'~  Qi"'  Qs" 
haben,  die  bekanntlich  nur  dann  verschwindet,  wenn  zwei  der 
Größen  Qi,  Q^,  •  •  •  Q„  übereinstimmen.  Da  dies  nicht  der  Fall 
ist,  müßten  also  alle  Größen  (7)  gleich  Null  sein.  Weil  aber 
Oj,  0.2,  •  •  •  C,j  nicht  sämtlich  verschwinden  sollen,  würde  weiter- 
hin folgen,  daß  wenigstens  eine  Wertereihe: 

^klJ       ^k'21    •  •  •  ^kn 

aus  lauter  Nullen  bestehen  müßte,  was  aber  nicht  der  Fall  ist. 
Folglich  ist  in  der  Tat: 

(8)  x,=  C\c,,e<^^'+  C,c,,c'^^^ -\-  •  •  •  +  C;c„.c<'«' 

(i  =  1,  2,  .  .  .  n) 
das  allgemeine  Lösungensystem  von  (1)  mit  den  n  lutegrations- 
konstanten  G^,  C^,  ...  6'„. 
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Dies  gilt  auch,  wenn  nicJit  alle  n  Wurzeln  Qi,  Q2}  •  ■  •  Qn 
der  Gleichung  n"'"  Grades  (4)  reell  sind.  Wenn  nämlich  z.  B. 
Q^  und  Q^  konjugiert  komplex  sind,  ergeben  sich  aus  den  For- 
derungen (5)  auch  für  die  Wertereihen  c^^,  c^^,  ■  ■  ■  c^„  und 
^217  ^227  •  •  -^2«  konjugiert  komplexe  Werte.  Wählt  man  als- 
dann für  Cj  und  C.^  ebenfalls  konjugiert  komplexe  Werte,  so 
werden  die  in  (8)  auftretenden  Summanden: 

C,c,,efi^'+C,c,,e'^-^'  (i  =  1,  2,  .  .  .  n) 

doch  wieder  reell,  nach  (6)  in  Nr.  373,  indem  alsdann  statt 
der  Exponentialfunktionen  goniometrische  Funktionen  auf- 
treten. 

772.  Allgemeine  Integration  eines  d'Alembertschen 
Systems.  Die  Betrachtungen  der  letzten  Nummer  werden 
ungültige  wenn  die  charakteristische  Gleichung  für  q  nicht  bloß 
lauter  einfache  Wurzeln  hat.  Man  kann  durch  einen  von 
Euler  und  d'Alemhert  angegebenen  Grenzübergang  auch  in  sol- 
chen Fällen  das  allgemeine  Lösungeusystem  gewinnen.  Wir 
ziehen  es  aber  vor,  eine  sehr  elegante  Darstellung  des  allge- 
meinen Lösungensystems  zu  beweisen,  die  von  Cauchy  herrührt 
und  in  jedem  Falle  richtig  ist.  Dabei  bedürfen  wir  eines  Satzes 
über  gebrochene  i-ationale  Funktionen,  den  wir  zunächst  in 
aller  Kürze  ableiten. 

Es  seien  F{x)  und  f{x)  zwei  ganze  rationale  Funktionen 
vom  {11  —  Vf^^  bzw.  M**"^  Grade.  Insbesondere  habe  x"  in  f{x) 
den  Koeffizienten  Eins.  Ferner  seien  a,b,  .  .  .1  sämtliche  ver- 
schiedene Nullstellen  von  f{oß)\  sie  mögen  bzw.  a-facli,  /3-fach, 
.  .  .  A-fach  auftreten,  so  daß  die  Summe  von  a,  ß,  .  .  .  X  gleich 
n  ist  und  f[x)  die  Form  hat: 

f(x)  =  (x  -  aY(x  -  by  ...(x-  ly. 

Wir  wenden  nun  die  in  Satz  2,  Nr.  383,  angegebene  Partial- 
hruchzerleyung  an,  bei  der  hier  die  additive  ganze  Funktion  G{x) 
fortfällt,  weil  F{x)  von  niedrigerem  Grade  als  fix)  ist,  vgl. 
Satz  4,  Nr.  384.  Wie  schon  gelegentlich  in  Nr.  431  bemerkt 
wurde,  ist  die  Summe  der  in  der  Zerlegungsformel  vorkom- 
menden Konstanten  A^_^,  ^i-D  ■  ■  •  -^/-i  der  Koeffizient  von 
x"~^  in  F(x),  den  wir  mit  c  bezeichnen  wollen.     Wird  nun  x 
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in  jener  Zerlegungsformel  durch  a  -\-  h  ersetzt,  wo  ]i  eine  Ver- 
änderliche sei,  so  kommt: 


(a  — &  +  7i/       (a- 

.  .  4 ^-^ 

1            L 

^^       -       +• 

'   (a-Z+/0'    '    («- 

-i^i^r-'^ 

Alle  Glieder  rechter  Hand  lassen  sich,  wenn  |  h  |  hinreichend 
klein  ist,  nach  ganzen  Potenzen  von  h  entwickeln.  Die  Glieder 
der  ersten  Zeile  liefern  dabei  negative  Potenzen: 

dagegen  die  der  andern  Zeilen  nur  positive,  weil  sie  auf  Grund 
der  allgemeinen  Formel: 

(m-^Kf        m'V'^m}  nfV  1    m  "^       1-2     m^  J 

nach  der  Binomialreihe  (vgl.  Nr.  125)  zu  entwickeln  sind.  Dem- 
nach ergibt  sich  rechts  nur  ein  Glied  mit  h~^,  nämlich  Ä^^_Jr^. 
Dies  soll  so  ausgedrückt  wei-den: 


a-l' 

Der  Einschluß  eines  von  h  abhängigen  Ausdrucks  in  eckige 
Klammer  mit  angehängtem  Index  Ir^  soll  nämlich  bedeuten, 
daß  nur  der  Koeffizient  von  li~^  in  der  Entwicklung  des  Aus- 
drucks nach  ganzen  Potenzen  von  li  genommen  wird.  Ebenso 
kommt: 

L f{h -f h) J/ - 1    ^/^ - 1 '   •  •  •    L  t\i  +  m'- 1      ''-^' 

Da  nun  die  Summe  von  A^_^,  B^_^,  .  .  .  L^_^  gleich  dem  Koef- 
fizienten c  von  ^""^  in  jP(a;)  ist,  gilt  mithin  für  jede  gebrochene 
rationale  Funldion  von  der  Form: 

(U  F(xO  _  ca;"-^  •  ■  • 

die  Formel: 

(9\  r^("  +  ^')  -U  ^'^''  +i')  4-  4-  ^'^^  +  ^'H         =  r 

y^)        L  A«  +  /o  ^  f{h  +  h)  -1-  •  •  -t-  ^(r+/oi-i    '■' 
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sobald  unter  a,h,...l  sämtliche  verschiedene  Nullstellen  von  f{x) 
verstanden  iverdcn.  Dieser  Satz  ist  es,  der  bei  dem  Cauchyschen 
Integration s verfahren  für  ein  d'Alembertsches  System  gebraucht 
wird. 

Es  liege  nämlich  jetzt  das  d' Alemberische  System  vor: 

*^^)  'B  ^  ^'1^1  +  "^^-2^2  +  •  •  ■  +  a,^x,^     (i  =1,2,...  «). 

Die  Aufangswerte  Iq,  x^'^,  x^,  .  .  .  a:,,"  von  t,  x^,  x^,  .  .  .  x^^  seien 
irgendwie  gewählt.    Alsdann  werden  zunächst  n  Funktionen  xjj^, 


4'2,  •  •  •  i\ 
chungen : 


(4) 


einer    Veränderlichen    q    aus    den    n    linearen   Glei- 


(«1  1  -  Q)tl  +  «12^2  +   •  •   •  +  «1  „t^'„  = 
«2  1  i\  +  («2  2  —  Q)  i'-l  + \-  ^2A'n  = 


berechnet.     Wenn 


(5) 


A((>)  = 


«1 1  —  9 

^2  1 


«12 
*2  2  9 


«„1  ««2  •        •     ««n-? 

gesetzt  wird,  und  Äi,.{q)  die  zum  i'®''  Elemente  der  Z;*''''  Zeile 
gehörige  (n  —  1)  reihige  Unterdeterminante  bedeutet,  sind  die 
Auflösungen  von  (4)  nach  einem  bekannten  Satze  der  Algebra 
diese: 


(ö) 


n). 


(-ir^(e) 

Hier  ist  im  Zähler  und  Nenner  der  Faktor  (—  1)"  hinzu- 
gefügt worden;  dadurch  wird  erreicht,  daß  im  Nenner,  der 
ja  nach  (5)  eine  ganze  rationale  Funktion  n^^  Grades  von 
Q  ist,  der  Koeffizient  der  höchsten  Potenz  q"  gerade  den  Wert 
Eins  bekommt.  Auch  ä^i.(q)  ist  eine  ganze  rationale  Funktion 
von  Q  und  zwar  vom  {n  —  2)**"  bzw.  (^n  ~  1)'*'"  Grade,  je  nach- 
dem /t  =(=■  i  oder  k  =  i  ist.  Im  Falle  k  =  i  hat  dabei  die  höchste 
Potenz  q"~'^  den  Koeffizienten  ( —  1)"~^  Demnach  ist  der 
Zähler  in  (6)  eine  ganze  rationale  Funktion  («  —  1)'^°  Grades 
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von  Q,  worin  q"  ~  ^  den  Koeffizienten  xj^  hat.  Wenn  Qi,  Q2,  •Qu 
alle  verschiedenen  Wurzeln  der  charaJderistischen  Gleichung 
A(())  =  0  bedeuten,  treten  bei  der  Anwendung  von  (2)  auf  die 
gebrochene  rationale  Funktion  (6)  an  die  Stelle  von  x,  a,h,  .  .  .1 
und  c  die  Größen  q,  q^,  q^,  ...  q^^  und  x^,  so  daß  sich  ergibt: 

iiuiQi  +  ^0  +  Uq,  +  /O  +  •  •  •  +  ^i((>,,  +  m-'  =  x^ 
(^  =  1,  2,  .  .  .  w) 
oder  kürzer: 

(7)  [2-  ^A?,-  +  ^Ol- 1  -  x^         (*  =  1,  2,  .  .  .  n). 

1 

Nunmehr  wird  behauptet,  daß  die  n  Funliionen  voti  t: 

(«)  a;,=  [2-^KCo,+  /^)e(^^-  +  ")('-'4-i  (^■=  l,2,...n) 

1 

dasjenige  Lösiingensystem  des  d' Äletnhertschen  Systems  (3)  vor- 
stellen, das  für  t  =  t^  die  Änfangstverte  x^^,  x^^,  .  .  .  x^  hat 

Daß  diese  n  Funktionen  in  der  Tat  für  t  =  t^  die  An- 
fangswerte x^^,  x^^,  .  .  .  x^^  haben,  ist  leicht  zu  sehen,  denn 
wenn  man  sie  für  einen  bestimmten  Wert  von  t  berechnen 
will,  darf  man  diesen  bestimmten  Wert  innerholh  der  eckigen 
Klammer  einsetzen;  folglich  geht  für  t  =  fQ  aus  (8)  gerade  der 
Wert  (7)  hervor. 

Nun    muß    noch   gezeigt    werden,    daß   die  n  Funktionen 

(8)  dem  Systeme  (3)  genügen.  Weil  die  Differentiation  der 
Funktionen  (8)  nach  t  innerhalb  der  eckigen  Klammer  ausge- 
führt werden  darf,  ergibt  die  Substitution  der  Werte  (8)  in 
(3)  die  Formel: 

^' 

1 

n  fi 

1  1 

die  sich  so  zusammenfassen  läßt: 

/u  n 

1  1 

und  sofort  weiter  vereinfacht  werden  kann,  weil  nach  der  /'®" 
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Gleichung  (4),  die  ja  für  alle  Werte  von  q,  also  auch  für  Qj  +  h 
gilt,  die  Summe: 

n 

^  «a^;.(9y  +  ^)  =  {Qj  +  ^0  i^iiQj  +  ^0  -  ^i° 
wird,  so  daß  nur  noch  die  Behauptung  übrig  bleibt: 

Diese  Gleichung  aber  ist  deshalb  richtig,  weil  die  Entwicklung 
des  Inhalts  der  eckigen  Klammer  nach  ganzen  Potenzen  von 
h  gar  kein  Glied  mit  Jr^  liefert.     Folglich  gilt  der 

Sats  11:  Das  System  derjenigen  Hauptlösungen  des  d'Alem- 
bertschen  Systems: 

-^  =  a,,x,  4-  a.2^2  4-  ■  •  •  +  «.-„ar^      {i  =  1,  2,  .  .  .  w), 

das  für  t  =  t^  die  Anfangswerte  x^^,  x^'^,  .  .  .  x^  Jiat,  besteht  aus 
den  Funktionen: 

^.=  [^^.•(?,+  h)e(^J^'nt-Qy^         (,•  =  1,  2,  .  .  .  n). 

Hierin  soll  die  rechte  Seite  den  Koeffsienten  bedeuten,  den  h~^ 
bei  der  Entivicklung  des  Inhaltes  der  eckigen  Klammer  nach 
ganzen  Potenzen  von  h  bekommt.  Ferner  bezeichnen  Qi,  Q'^,  •  -  -  Qu 
alle  verschiedenen  Wurzeln  q  der  charakteristischen  Gleichung 
n'^  Grades: 


'12 


'2  2 


«9« 


«nn-(> 


=  0, 


während  ^1(9),  t-zio),  •  •  •  ^„(?)  diejenigen  Funktionen  von  q  be- 
deuten, die  aus  dem  linearen  Gleichungensysteme: 

(«11  -  Q)tdQ)  +  «12  ^'2  (9)  + 1-  «i«^',A(>)  =  -  ^1°; 

«2  1^'l((>)   +  («22  -  9)^^2(9)   H f-  «2„^'n((>)  =  -  V' 


«„i^i(?)  +  «„2^2(9)  +  •••  +  («„«-  q)4',Xq) 
berechnet  werden  können. 


—  X. 
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Bedenkt  man,  daß  nach  Nr.  117: 

eUv  +  'OC-«  =  e?;(^-y  jl  +  ^ii^zzio)  ^  ^''(^-^o)'  _^  .  .  .  j 

ist  und  die  Partialbructientwicklung,  die  oben  benutzt  wurde, 
für  il}^(Q--\-h)  einen  Ausdruck  von  der  Form: 

^i((>i  +  ^0  =    ^^nf  -\-~ti  +  ---  +  -^  +  konst./i  +  konst./r  +  •  •  • 

liefert,  wenn  die  Wurzel  Qj  von  A  (())  =  0  gerade  m^-fach  ist, 
so  übersieht  man,  daß  sich  alle  n  Funktionen  x^,  x^,  ...  x^,  die 
das  System  der  Hauptlösungen  vorstellen,  linear  und  homogen 
mit  konstanten  Koeffizienten  aus  den  Funktionen: 


e?^'. 

te^^', 

t^e^'^,   . 

.  .  f "'  -  ^  e'^^ ', 

e?"-', 

te^-*, 

t^e<^"-',   . 

.  .  V'h--^e^'^\ 

(9) 

zusammensetzen.      Dies    sind    gerade    n  Funktionen,    weil    die 
Summe   von  m^,  >%,  ■■-in     gleich  n  ist.     Demnach  gilt   der 
Satz  12:    Liegt  das  d'Älemhertsche  Systetn: 

-fj  =  »ii^i  +  «z2-^2  +  •  •  •  +  «.-„Ä-,,  (^  =  1,  2,  .  .  .  ii) 

vor  und  hat  seine  charakteristische  Gleichimg  n*^"  Grades  A(())  =  0 
gerade  fi  verschiedene  Wurzeln  q^,  Q2,  ■  ■  •  Qay  ^^^  ^^^-  %-/«cÄ, 
Wc^-fach,  .  .  .  m^-fach  sind,  so  besteht  das  allgemeine  Lösungen- 
system aus  solchen  Fmiküonen,  die  sich  linear  und  homogen  mit 
konstanten  Koeffizienten  aus  den  n  Funktionen 

e^j',     te^j',     t^e^'j%  .  .  .  V''j-^e<^j'         (j  =  1,  2,  .  .  .  ^ti) 

zusammensetzen. 

Anstatt  also  die  F'unktionen  ^j,  tp^,  .  .  .  il<^^  zu  berechnen, 
kann  man  auch  von  vornherein  für  x^,  x^,  •  •  •  x^  Funktionen 
von  der  soeben  bezeichneten  Art  ansetzen,  in  denen  man  dann 
nachträglich  die  Koeffizienten  in  allgemeinster  Weise  so  be- 
stimmt,  daß   die   Gleichungen   des  Systems  befriedigt  werden. 

Falls  die  Wurzeln  der  charakteristischen  Gleichung  A(())  =  0 
zum  Teil  oder  sämtlich  imaginär  sind,  gilt  wieder  die  Schluß- 
bemerkung der  letzten  Nummer. 
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773.  Beispiele. 

1.  Beispiel:    Liegt  das  d'Alembertsche  System: 
^..N,  dx^  dx^  dx^  dx^ 

^^^  ~dt    ~  ^2^        'dt     ~  ^3?        lÄ   ^  ^^'         dt     ^  ^1 

vor,  so  lautet  die  charakteristische  Gleichung: 

I  -^       1         0         0 
0-^1         0 

0  0  -Q  l 

1        0        0      -()  i 
und   sie  hat  vier  einfache  Wurzeln   p^  =  1,   q^  =  —  1,  q^  =  i, 
Qi  =  —  i.     Demnach   kann  hier  die  Methode   der  Nr.  771   be- 
nutzt werden.     Danach  bildet  man  ein  partikulares  Lösungen- 
system, indem  man 

t^-i    ~~'  i/i  c-^    ^  tt/o  —  ^2         ^  3   —     3         ?  4  —     4 

setzt,  für  ()  eine  der  vier  Wurzeln  wählt  und  durch  Substitu- 
tion in  (1)  ermittelt,  welche  Beziehungen  zwischen  den  Kon- 
stanten q,  C2,  Cg,  c^  bestehen  müssen.  So  ergeben  sich,  wenn 
man  stets  Cj=l  wählt,  die  vier  partikularen  Lösungensysteme: 

/y»  /VI  /y  'y* 

»AJA  iX/O  *A/0  •^4. 

1)  e'            e'  e*            e* 

2)  e-^  -e-'  e-*  —e'' 

3)  e''           *V"'  —  e^''  —  iV^ 

4)  e-^'*  —ie-'^  —  e-''         ig-»' 

Multipliziert  man  sie  bzw.  mit  C^,  C^,  ^{C\  -f-  /CJ  und 
^-(Cg  — iCJ,  so  liefert  ihre  Addition  mit  Rücksicht  auf  die 
Formeln  (6)  von  Nr.  373  das  allgemeine  Lösungensystem  in 
der  reellen  Form: 

^1  =  ^1^'  +  C-2^~'  +  C's  cos  t  —  C\  sin  t, 
^2  =  ^\^^  ~  C^e'^  —  63  sin  t  —  64  cos  t, 
^3  =  ^1^'  +  C^e-^  —  63  cos  ^  +  O4  sin  ^, 
x^  =  C^e'  —  C^e-^  -f  Q  sin  ^  -f  0^  cos  t 

mit  den  vier  Integrationskonstanten   C^,  63,  C3,  C^. 

3.  Beispiel:   Liegt  das  d'Alembertsche  System  vor: 
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SO  lautet  die  charakteristische  Gleichung: 

i      —  1  1  —  Q 

und   hat  also  die  Doppelwurzel   q  =  2.     Soll  der  Satz  11  von 
Nr.  772  benutzt  werden,  so  sind  i}}^  und  t/>2  ^'■^s  ^^^  Gleichungen: 

(o  —  p)  l/^i   +   1^2  =  —  ^1°» 
-  1^1   +  (1  -  ())  ll'.2  =  -  ^2° 

zu  berechnen.     Es  kommt: 

Hier  gelten  die  Partialbruchzerlegungen  (vgl.  Satz  2  in  Nr,  38H): 

so  daß  sich  für  q  =  2  -{-  h  ergibt: 

t,  (2  +  A)  =  ^-J--*-  +  ^  ,     ^3  (2  +  /O  =  -    '^^  +  ^  • 

Folglich  hat  ]r^  in  den  Entwicklungen  von 

t,  (2  +  h)  e(2 + '')  ('-  'o)     und     ^^  (2  +  h)  e^' + '') (' - '") 
die  Koeffizienten: 

Dies  ist  also  dasjenige  Lösungensystem  von  (2),  das  für  /  =  f^ 
die  Anfangswerte  x^^  und  x.J^  hat. 

3.  Beispiel:  Bedeutet  s  die  Summe  x^  -\-  x.2  -{-■■•  -{■  x^, 
so  wird  die  Anwendung  der  allgemeinen  Methode  auf  das 
d'Alembertsche  System: 

(3)  "^-'-'i  (/=l,2,...,^) 

sehr  unbequem.     Man   wird   daher   besser  den  folgenden  Weg 
einschlagen.     Addition  aller  Gleichungen  des  Systems  gibt: 

woraus  durch  Integration  folgt: 

(4)  s^Ce^"-'^'. 

Dabei  ist  C  eine  willkürliche  Konstaute.     Wird  der  Wert  (4) 
in  (3)  eingesetzt,  so  kommt: 
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(5)  ^^=Ci^-')^-x,  {i^\,2,...n). 

Dies  ist  kein  d'Alembertsches  System  mehr,  da  rechts  eine 
Funktion  von  t  auftritt.  In  der  nächsten  Nummer  wird  aber 
gezeigt  werden,  wie  man  solche  Systeme  integrieren  kann,  und 
alsdann   soll   auch   dieses  Beispiel   vollständig   erledigt  werden. 

774.    Lineare    Systeme.     Ein   System   erster  Ordnung 
in  der  Normalform: 

■^  =  fi{^,  Vx,  ^2.  •  --yn)  {i  =  1,  2,  . . .  w) 

heißt  linear,  wenn  f\,  f.2,  ■  ■  ■  f,,  hinsichtlich  Vi,  Vi,  •  •  ■  y^  ganze 
lineare  Funktionen  sind,  wenn  es  also  die  Form  hat: 

(1)      ^  =  A,,  {x)y,  +  Ä,,  {x)y,  +  •  •  •  +  A^{x)y„  +  B,{x) 

(i=l,2,...n). 
Als  das  zugehörige  verlürzte  System  bezeichnet  man  dasjenige 
lineare  homogene  System,  das  aus  (1)  hervorgeht,  wenn  B^  {x)^ 
B^ix),  .  .  .  B^Jx)  durch  Null  ersetzt  werden.  Dies  verkürzte 
System  hat  natürlich  andere  Lösungensysteme  als  das  System 
(1)  selbst. 
Wenn: 

Pi  =  9^1  (x),     2/2  =  92  (^)?  •  •  •  y«  =  9^„  (^O 
irgend   ein   schon   bekanntes   partikulares  Lösungensystem  von 

(1)  vorstellt,  kann  man  in  (1)  statt  y^,  y^,  ...  y^^  die  )i  Größen 
Vi  —  ^i{^)  ^^^  neue  unbekannte  Funktionen: 

(2)  ^1   =  y,   -  9l(^),       ^2  =  !/2  -  92('^).    ■■■    ^a  =  lln  "  "P  ,X^) 

einführen.     Infolge  von  (1)  und  wegen: 

(i  =  1,  2, .  .  .  n) 
ergibt  sich  für  sie  das  System: 

^^^  dx     ^    ^'1  (^)  ^1   +  -^»3  '-^)  ^3    +   •   •   •   +  A-,.  (^0  ^a 

(J  =  1,  2, . . .  «), 
d.  h.   das   zugehörige  vcrldirzte  System.     Wenn   man   also    im- 
stande  ist,  dies  verkürzte   System    vollständig   zu   integrieren, 
braucht  man  nach  (2)  zu  seinem  allgemeinen  Lösungensysteme 
z^,  z^,  .  .  .  z^^  nur  die  n  Funktionen   (pi{x),  cp^i^c),  .  .  .  cp,X^)  ^^ 
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addieren,  um  das  allgemeine  Lösungensystem  von  (1)  zu  be- 
kommen. 

Man  kann  das  System  (1)  mittels  Quadraturen  aber  auch 
dann  vollständig  integrieren,  wenn  man  das  verkürzte  System 

(3)  schon  vollständig  integriert  hat,  und  zwar  ohne  Kenntnis 
eines  partikularen  Lösungensystems  von  (1).  Denn  nach  Satz  10, 
Nr.  770,  kann  das  als  bekannt  vorauszusetzende  allgemeine 
Lösungensystem  Ton  (3)  in  der  Form  angenommen  werden: 

(4)  z,  =  (7,9P,,  {x)  +  C,^>,,{x)  +  •  •  •  +  r„^„,  {x) 

(i=l,2,...n), 
wobei  die  Determinante  aller  n^  Funktionen  (f  von  Null 
verschieden  ist.  Das  anzuwendende  Verfahren  von  Lagrange, 
die  sogenannte  Methode  der  Variation  der  Konstanten,  besteht 
darin,  daß  man  die  n  Integrationskonstanten  6^,  Cg,  ■  •  ■  C^ 
durch  n  noch  unbekannte  Funktionen  u^,  u^,  .  .  .  u^  und  ferner 
2^,  Z.2,  •  ■  •  z„  durch  «/j,  y2i  ■  •  •  Pn  ei'setzt,  d.  h.  daß  man  ver- 
möge der  nach  u^,  u^,  .  .  .  m„  auflösbaren  Gleichungen: 

(5)  yi  =  Vu  (^)  ^h  +   ^2  ^  (•^)  "2  H +  9n i  (^)  W„ 

(i  =  1,  2,  .  .  .  n) 
in  (1)  die  neuen  n  unbekannten  Funktionen  u^,  ?/,,  .  .  .  u„  ein- 
führt.    Die  Substitution  der  Werte  (5)  in  (1)  gibt: 

n  n  n 

(i  =  1,  2,  .  .  .  n). 
Hierin  ist  aber  allgemein: 

n 

1 
weil  nach  (4)  die  Werte: 

-"l   =  9^n  {^),       ^2  =  9^A-2  {^),    •  •  ■    ^«  =  'Pkr,  (^) 

dem  verkürzten  Systeme  (3)  genügen.  Also  bleibt  das  System 
übrig: 

Tii(^)  a^  +  <Pu{^)  rfj  +  •  •  •  +  %,i{^)  a:  =  ^.■(^) 
0-=l,2,...»0- 

Da    die    Determinante    der   n^  Funktionen   cp^^    von   Null    ver- 
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schieden  ist,  läßt  sich  das  System  nach  den  Ableitungen  der  n 
unbekannten  Funktionen  u^,  ii^,  .  .  .  u^  auflösen.  Dadurch  er- 
geben sich  für  diese  Ableitungen  bekannte  Funktionen  ipi{x), 
•ip^i^)}  ■  •  •  '^nC*')?  ^^  ^^^  ^^^  neue  System  die  Form  annimmt: 

~:  =  t,ix)  (^•=l,2,...n). 

Mittels  Quadraturen  ergibt  sich  hieraus: 

M.  =J  V'f  (x)  dx  +  c.  (i  =  1,  2,  .  .  .  n) , 

wobei  die  Integrale  von  bestimmten  unteren  Grenzen  an  er- 
streckt und  Cj,  Cg,  .  .  .  c„  die  Integrationskonstanten  sind.  Be- 
zeichnen wir  die  Integrale  von  i^xipc),  il'^ix),  .  .  .  ip^{x)  mit 
?P'i(a;),  ''¥^{x),  .  .  .  W^{pc),  so  gibt  die  Substitution  der  Werte: 
M,=  'y,{x)-\-e,  (i=l,2,...w) 

in  (5)  das  allgemeine  Lösungensystem: 

Vi  =  9^,  .•  (^)   'i'x  (^)  +  ^2i  (^)  'J",  (^')  +   •  •   •  +  ^ni  (^)  ^„  (^) 

{i  =1,2,  ..  .  n) 

des  vorgelegten  Systems  (1).  In  der  Tat  ist  das  gefundene 
Lösungensystem  allgemein,  weil  es  nach  den  n  Integrations- 
konstanten Cj,  c^,  •  •  ■  c^  auflösbar  ist. 

Beispiel:   Im  3.  Beispiele   der  vorigen  Nummer  trat  das 
noch  zu  integrierende  lineare  System  auf: 

(6)  ^|=C6("-^)'-:r,  (i=l,2,...rO, 

das  jetzt  erledigt  werden  soll.  Zu  diesem  Zwecke  wird  das 
zugehörige   verkürzte  System  (3)   gebildet,   das   hier   so   lautet: 

Dies  ist  wieder  ein  d'Alembertsches  System,  das  sofort  in  der 
Form: 

z,=  C,e-^  {i  =  l,2,...n) 

integriert  ist.  Nun  wird  in  (6)  analog  (5),  worin  jetzt  y^,  y^, 
.  .  .  y^  und  X  durch  x^,  x.^,  .  .  .  :r„  und  t  zu  ersetzen  sind,  die 
Substitution  gemacht: 

(7)  Xi=u.e-'  (»  =  1,2,  ...«), 

Sorre t-Soheff  er 8,  Diff.-u.  Integral-Rechnung,  ni.  3.  Anfl.  19  [774 
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wodurch  das  System  hervorgeht: 

das  sich  sofort  integrieren  läßt: 

■**,•  =  -  6"^  + c,  (^•=l,2,...«). 

Hier  sind  q,  c^,...c^^  die  Integrationskonstanten.     Substitution 
dieser    Werte    in    (7)    liefert    das    allgemeine    Lösuugensystem 
von  (6): 
(8)  X.  =  1^  e("- 1)'  +  c.e-'         (i  =  1,  2,  .  .  .  n). 

Das  System  (6)  ergab  sich  im  3.  Beispiele  der  vorigen  Nummer, 
wo  das  d'Alembertsche  System: 

(9;  ^  =  s-x,  (i  =1,2,...«) 

integriert  werden  sollte,  in  dem  s  die  Summe  x-^-^-  x^-\ \-  x.^ 

vorstellte.  Demnach  liefern  die  Funktionen  (8j  erst  dann  das 
allgemeine  Lösungensystem  von  (9),  wenn  noch  die  Gleichung 
(4)  von  voriger  Nummer  berücksichtigt  wird,  nach  der 

ist.     Die  Addition  aller  n  Gleichungen  (8)  gibt  nämlich: 

s  =  CVC-i)'  _|_  (c^  +  ^2  +  .  •  •  +  O^"'- 
Folglich  muß: 
(10)  Ci  +  C2  +  •  ■  •  +  c„  =  0 

angenommen  werden.  Die  Funktionen  (8)  stellen  also  dann  und 
nur  dann  das  allgemeine  Lösungensystem  des  d'Alembertschen 
Systems  (9)  dar,  wenn  darin  zwar  die  n  -\-  1  Konstanten  C,  q, 
c^,  .  .  .  c^  willkürlich  sind,  aber  so,  daß  c^,  Cg,  .  .  .  c„  der  Be- 
dingung (10)  genügen. 

775.  Eingliedrige  Gruppe  von  linearen  homogenen 
Transformationen  von  n  Veränderlichen.  Nachdem  in 
den  vorhergehenden  Nummern  die  wit-htigsteu  Betrachtungen 
über  allgemeine  lineare  Systeme  erledigt  sind,  kehren  wir  zum 
d'Alembertschen  System  : 

(1)  ^  =  a,,X,   +  (h2^2  +   •   •  •   +  f'in^n  i>  =   ^^  2,  .  .  .  «) 

zurück,  um  ihm  eine  geometrische  Deutung  zu  geben.  Ein 
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spezielles  cl'Alembertsches  System,  nämlich  im  Falle  n  =  ;j, 
begegnete  uns  schon  in  Nr.  753  unter  (4)  bei  der  Betrachtung 
der  Jacobischen  Differentialgleichung,  Damals  gingen  wir  vou  n, 
nämlich  drei,  partikularen  Lösiingensystemen  aus  und  kon- 
struierten daraus  durch  Multiplikation  mit  willkürlichen  Kon- 
stanten imd  Addition  das  allgemeine  Lösungensystem,  vgl.  (7) 
in  Nr.  753.  Auf  Grund  des  Satzes  10  von  Nr.  770,  der  ja 
insbesondere  auch  für  d'Alembertsche  Systeme  gilt,  kann  die- 
selbe Betrachtung  beim  Systeme  (1)  gemacht  werden.  Was 
sich  dann  ergibt,  kann  aber  auch  aus  der  in  Satz  11,  Nr.  772, 
angegebenen  Form  des  Systems  der  Hauptlösungen  geschlossen 
werden,  denn  die  Funktionen  t^j,  t^,  ■  .  ■  ^„,  die  damals  auf- 
traten und  den  in  jenem  Satze  angegebenen  linearen  Glei- 
chungen genügen,  sind  augenscheinlich  in  x^^ ,  x^,  . . .  x^^  homo- 
gene ganze  lineare  Funktionen. 

Mithin  hat  das  System  derjenigen  Hauptlösungen  von  (1), 
die  für  ^  =  0  die  Werte  x^^,  x^,  .  .  .  x^  annehmen,  die  Form: 

(2)  X,  =  qp,,  (0  X,'  +  (JP,2  (0  X,'  +  •  •  •  +  Cp,^  (0  ^n' 

{i  =  1,  2,  .  .  .  n). 

Nach  Satz  12,  Nr.  772,  folgt  noch,  daß  sich  die  Funktionen  qp.j, 
9'»2>  •  •  •  9^in  linear  und  homogen  mit  konstanten  Koeffizienten 
aus  den  n  Funktionen 

(3)  e^j',     te^j^,     t^e^j',  .  .  .  f^r^e^j'        {j  =  1,  2,  . . .  ^u) 

zusammensetzen,  wenn  die  charakteristische  Gleichung  A(p)  =  0 
insgesamt  [i  verschiedene  Wurzeln  q^,  Q2,  ■  ■  •  Qi^,  li^t,  die  bzw. 
^j-fach,  ni 2-^SiC^f  ■  ■  ■  m  -fach  auftreten. 

Da  nun  die  Gleichungen  (2)  für  jeden  Wert  von  t  auch 
nach  Xj^,  x^,  .  .  .  x^^  auflösbar  sind,  stellen  sie  für  jeden  Wert 
von  t  eine  sogenannte  lineare  homogene  Transformation  %^  der 
n  Veränderlichen  x^^,  x^^,  .  .  .  x„^  in  die  n  Veränderlichen  x^, 
x.^,  .  .  .x^  vor. 

Nach  Satz  6  von  Nr.  767  ist  die  Gesamtheit  aller  linearen 
homogenen  Transformationen  %t,  die  durch  (2)  für  die  ver- 
schiedenen Werte  von  t  dargestellt  werden,  eine  eingliedrige 
Gruppe  von  linearen  homogenen  Transformationen,  die  von  der- 
jenigen infinitesimalen  Transformation: 
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erzeugt  wird,  in  der  die  Koeffizienten  1^,  Ig?  •  •  •  In  ^^®  Werte: 

(5)  I,  =  «,1^;,  +  a.^x,^  + h  öf„a^„         (?■  =  1,  2, .  .  .  w) 

haben. 

Wenn  utngeJcehrt  ein  vorgelegtes  System: 

(6)  '^  =  I,  (a^i,  2:2,  .  .  .  a^-J  {i  =1,2,  ...n) 

eine  eingliedrige  Gruppe  von  lauter  linearen  homogenen  Trans- 
formationen erzeugen  soll,  muß  das  System  der  Hauptlösungen 
von  (6),  das  für  ^  =  0  die  Anfangs  werte  x^^,  x^^,  .  ■  .  x^  hat, 
die  Form: 

{i  =\,2,...n) 

haben,  so  daß  das  System  (6)  selbst  durch  Elimination  von 
ojj",  x^,  .  .  .  x^  aus  den  n  Gleichungen: 

^-  =  gp;.,  (0  X,'  4-  g,;^  (0  ^2°  +  •  •  •  +  ^'in  (0 ^/ 
(I  =  1,  2, . . .  lO 

mittels  der  w  Gleichungen  (7)  hervorgehen  muß.  Nun  aber 
sind  die  Auflösungen  von  (7)  nach  x^,x^,. .  .x^  ganze  lineare 
homogene  Funktionen  von  x^,  x^,  .  .  .  x^.  Das  hervorgehende 
System  (6)  muß  deshalb  rechts  lauter  ganze  lineare  homogene 
Funktionen  von  x^,  x^,  .  .  .  x^  haben,  mithin  ein  d'Alembert- 
sches  System  (1)  sein. 

Diese  Ergebnisse  fassen  wir  zusammen  in  den  folgenden 
Sätzen: 

Satz  13:  Eine  infinitesimale  Transformation  von  n  Ver- 
änderlichen Xi,  x^, .  .  .  x^  erzeugt  dann  und  nur  dann  eine  ein- 
gliedrige Gruppe  von  lauter  linearen  homogenen  Transforma- 
tionen, wenn  sie  die  Form  liat: 

t       ^^    _L    fc       ^f    A L    fc      K^ 

worin  1^,  ^2;  •  •  •  In  fjl(^^^^^  lineare  homogene  FunMionen  von  x^, 
x^,  .  .  .  x^  sind: 

li  =  «.-1^1  +  «i2^2  H 4-  ö..„a;„       (?■  =1,2,...  n). 

775] 


§  2.   Lineare  Systeme.  293 

Satz  14:  Diejenigen  Uauptlösungen  eines  Systems  von  der 
Form : 

-^  =  ^-(^1,  ^2,  '--^n)  («  =   1;  2,  .  .  .  n), 

die  für  t  =  0  die  Anfangswerfe  Xj^,  x^^,  •  •  •  ^„"  hahen,  sind  dann 
und  nur  dann  ganze  lineare  Jiomogene  Funktionen  von  x^^,  x^^, 
.  .  .  x^,  ivenn  das  System  ein  d'Älembertsches  ist: 

-^  =  a,,x,  +  a,.^x,  +  •  •  •  +  a.„a:„         (?;  =  1,  2,  .  .  .  n) . 

Wegen  des  Satzes  13  nennt  man  eine  infinitesimale  Trans- 
formation linear  und  homogen,  wenn  sie  die  in  diesem  Satze 
angegebene  Form  hat. 

Nach  Nr.  768  können  wir  noch  hinzufügen: 
Satz  15:    Die  allgemeinen  Integralkurven  des  Systems  von 
totalen  Differentialgleichungen : 

dx^ dx^  dx„ 

Aj  (ajj  ,x^,...  Xj,)        Ag  (ajj ,  a^j ,  ■  .  •  x^^)  A,,  (a^j ,  a;^ , .  .  .  a:„) 

die  von  den  Punhten  (x^^,  x^^,  .  .  .  x^)  des  Baumes  mit  den 
n  Koordinaten  x^,  x^, . .  .x,^  ausgehen,  lassen  sicJi  dann  und  nur 
dann  mittels  einer  Hilfsveränderiichen  t  in  der  Form: 

X,  =  <p,,{t) X,'  +  cp,,{t) :r,°  +  •  .  .  +  cp.^it) x,,' 

ii  =  1,  2, .  .  .  n) 

darstellen,    ivenn   das  System    auf  eine  Form   gebracht   werden 

kann,  in  der  Xj,  Xg, . . .  X,,  ganze  lineare  homogene  Funktionen 

von  Xi,  X2,  .  .  .  x^  sind: 

X.  =  a,^x^  +  ff. 23-2  H +  a,„x„         {i  =i,2,...n). 

Man  muß  nämlich  beachten,  daß  man  die  n  Funktionen 
X^,  Xg,  .  .  .  X,j,  ohne  dadurch  das  System  der  totalen  Diffe- 
rentialgleichimgen  zu  ändern,  mit  einer  willkürlichen  Funktion 
multiplizieren  darf,  weil  nur  ihre  Verhältnisse  in  Betracht 
kommen. 

Schließlich  sei  noch  bemerkt,  daß  das  in  Xr.  772  gegebene 
allgemeine  Verfahren  zur  Integration  eines  d'Alembertschen 
Systems  insbesondere  auf  das  System  (4)  in  Nr.  753  angewandt 
werden  kann.  Dadurch  geht  eine  neue  Methode  hervor,  die 
Jacobische  Differentialgleichung  (1)  jener  Nummer  vollständig 
zu  integrieren. 
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§  3.  Allgemeine  Systeme  erster  Ordnung. 
776.  Allgemeine  Lösuugeusysteme.  Es  handelt  sich 
jetzt  darum,  die  Betrachtungen  des  ersten  Paragraphen  auf 
solche  Systeme  erster  Ordnung  von  gewöhnlichen  Differential- 
gleichungen auszudehnen,  die  zwar  nicht  in  der  Normalform 
(vgl.  Nr.  665)  vorliegen,  aber  Auflösungen  nach  den  Ablei- 
tungen ?//,  y^,  ■  ■  ■  y,,'  der  unbekannten  Funktionen  j/^,  y^,  •  •  •  y^ 
der  unabhängifjen  Veränderlichen  x  zulassen.  Demnach  wird 
ein  System  von  n  Gleichungen: 
(1)       F,{x,y^,y2,...y^,yi',y2,...yJ)  =  0    (i  =  1,  2,  .  .  .  ?i) 

angenommen  und  vorausgesetzt,  daß  es  einen  Bereich  gebe, 
innerhalb  dessen  alle  n  Funktionen  F^,  F^,  .  .  .  F^  nebst  ihren 
partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  stetig  hinsichtlich  aller 
2w  +  1  Veränderlicher  or,  y^,  y^,  •  ■  ■  tln  und  i//,  y^',  ...«/„'  sind. 
Stets  soll  sich  die  Betrachtung  auf  diesen  Bereich  beziehen. 
Außerdem  wird  vorausgesetzt,  daß  die  Funktionaldeterminante: 

'FF  F 


(2)  ®=, 

Wl        Vi    ■■■    Vn 

nicht   für   alle   diejenigen   Wertsysteme   der  2n  -\-  \    Veränder- 
lichen verschwinde,  die  den  n  Gleichungen  (1)  Genüge  leisten. 
Wenn  nun: 

(3)  X  =  a,       2/i  =  &i,       !/2  =  &27   •  •  •  ^n  ==  ^n 

ein    bestimmtes  Wertsystem    ist,   nach   dessen  Substitution    in 
(1)  diese   Gleichungen    durch   eine  Anzahl  von  Wertsystemen: 

2/l    ^^  '^1 1 »       y-i    '^  ^12)    •  ■  ■  Pn    ^^  ^lii 'l 


(4) 


Vi    =CrU       Vt    =Cr2^    •  •  •  ^^    =  ^rn 

befriedigt  werden,  von  denen  keins  mit  den  übrigen  völlig 
übereinstimmt,  so  hat  das  Gleichungensystem  (1)  in  der  Um- 
gebung der  Wertsysteme  Auflösungen  nach  if//,  y^,  ■  ■  •  y„' ,  vor- 
ausgesetzt, daß  die  Funktionaldeterminante  2)  für  keines  der 
Wertsysteme  gleich  Null  wird,  nach  Satz  17  von  Nr.  697.  Es 
ergeben  sich  so  insgesamt  entsprechend  den  ;•  Wertsystemen 
(4)  gerade  r  einzelne  Systeme  in  der  Normalform,  von  denen 
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ein  jedes  in  der  Umgebung  der  Stelle  (3)  ein  allgemeines  Lö- 
sungensystem hat  Vgl.  auch  Satz  21  von  Nr.  701.  Demnach 
lassen  sich  die  Betrachtungen  in  Nr.  707  verallgemeinem.  Wir 
brauchen  jedoch  nicht  auf  alle  Einzelheiten  einzugehen. 

Werden  x,  y^,  y^,  .  .  .  y^^  als  Koordinaten  der  Punkte  in 
einem  Räume  von  n  -{-  1  Dimensionen  gedeutet,  so  wird  jedes 
partikulare  Lösungensystem  durch  eine  Integralkurve  darge- 
stellt. Es  zeigt  sich  dann,  daß  die  Umgebung  des  Punktes 
{a,  b^,  b^,  .  .  .  b^)  von  der  Gesamtheit  aller  Integralkurven  des 
vorgelegten  Systems  (1)  gerade  so  vielfach  überdeckt  ivird,  als 
es  Wertsysteme  (4)  gibt.  Dies  bedeutet  analytisch:  Die  Anzahl 
derjenigen  partikularen  Lösungensysteme,  die  für  x  =  x^  die 
Anfangswerte  y^,  y^^,  .  .  .  y^  haben,  ist,  vorausgesetzt,  daß  die- 
SteUe  {x^,  y^,  y^^,  .  .  .  y^^)  in  der  Umgebung  der  Stelle  (a,  b^, 
ig,  •  •  •  ?0  liegt  und  daß  dabei  stets  'S)  =1=  0  ist,  gerade  so  groß 
wie  die  Anzahl  der  Wertsysteme  (4),  die  den  Gleichungen  (1) 
für  X  =  a,  2/1  =  &u  •  •  •  ?/„,  =  &„  genügen.  Entsprechend  dem 
Satze  4  von  Nr.  707  ergibt  sich  auch  jetzt  der 

Satz  16:  Wenn  das  System  erster  Ordnung  von  n  gewöhn- 
lichen Differentialgleichungen  : 

Fi{x,  ij^,  i/2,  .  .  .  |/„,  y/,  y^,  .  .  .  y„')  =  0     [i  =  l,2,...  n) 
an  der  Stelle: 

^  =  «»   yi  =  \,   y^'-h,  •■  -yn^K 

nur  durch  solche  Werte  von  y^,  y/,  .  .  .  y^'  befriedigt  wird,  für 
die  die  FunMionaldeterminante : 

^F,     F,  ...  F„ 

^y/   y^  ■■■  yn 

von  Nidl  verschieden  ist,  gibt  es  eine  solche  Umgebung  der  Stelle 
(a,  6j,  62?  •  •  •  &„);  i*^  der  keine  zwei  verschiedene  partikulare  Lö- 
sungensysteme, die  für  x  =  Xq  dieselben  Änfangswerte  y^^,  yj', 
■  •  •  y»  haben,  an  dieser  Änfangsstelle  völlig  übereinstimmende 
Werte  ihrer  Ableitungen  haben. 

Die  Gesamtheit  aller  partikularen  Lösungensysteme  in  der 
Umgebung  der  Stelle  [a,  b^,  b.^,  ...  b^^  heißt  ein  allgemeines 
Lösungensystem.  Es  besteht,  entsprechend  den  r  möglichen 
Auflösungen  des  Gleichungensystems  (1)  hinsichtlich  y^',  y.-^, 
.  .  .  y^,  aus  den  r  allgemeinen  Lösungensystemen,  die  den  durch 
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diese  Auflösungen   zu   findenden   r  Systemen    in    der   Normal- 
form in  der  Umgebung  derselben  Stelle  zukommen. 

777.    Singulare    Lösungensysteme.      Wenn    dasselbe 
System  wie  soeben  vorliegt: 
(1)      F,(x,y,,y,„...t/,^,yi,y2',...yJ  =  0     {i  =  l,2,...n\ 

so  werden  wir,  auch  wenn  keine  geometrische  Deutung  in 
einem  Räume  von  n  -\-  1  Dimensionen  vorgenommen  wird,  doch 
von  den  Linie nelementen  sprechen,  die  vermöge  (1)  irgend  einem 
Wertsysteme  x,  y^,  y^,  ■  ■  ■  y,,  zugeordnet  werden.  Wir  verstehen 
darunter  die  Gesamtheit  aller  Wertsysteme  x,  y^,  y^,  .  .  .  ,?/„,  y^, 
Vij  ■  •  •  llnj  ^i^  ^^^  Gleichungen  (1)  genügen,  falls  x,  y^^,  y^y 
.  ■  .  y^i  bestimmt  gewählt  worden  sind.  Singular  soll  ein  Linien- 
element des  Systems  (1)  heißen,  ivenn  die  Funktionaldeterminante: 
'F,     F,  ...  i^„ 


\yi    y-2  ••■y. 

für  die  BestimmungsstUclce  des  Elements  den  Wert  Null  hat. 
Dem  Satze  16  der  letzten  Nummer  kaun  man  dann  die  Form 
geben:  Nur  singulare  Linienelemente  können  melireren  verschie- 
denen partikularen  Lösungensystemen  angehören.  Geometrisch 
ausgedrückt:  Nur  durch  singulare  Linienelemente  können  meh- 
rere  verschiede»e  Integralkurven  gehen.     Vgl.  Nr.  708. 

Ein  System  von  stetigen  und  ditferenzierbaren  Funktionen: 

(2)  y,  =  9Pi {x),     ^2  =  (f., (.r),  ...y,=  (p,{x) 

heißt  ein  singuläres  Lösungensystem  von  (1),  wenn  es  den  Glei- 
chungen (1)  innerhalb  eines  gewissen  lutervalles  von  x  genügt 
und  wenn  außerdem  die  Werte  (2)  und: 

(3)  y^  =  cp^\x),    y.2'  =  (p^{x),  .  .  .  2/„'  =  (p^{x) 

die  Funktionaldeterminante  ®  zum  Verschwinden  bringen. 
Stellt  dagegen  (2)  ein  Lösungensystem  vor,  bei  dem  ®  =t=  0  ist, 
so  heiße  es  ein  reguläres.  Außer  den  regulären  und  siugulären 
LösuDgensystemen  gibt  es  keine.  Es  entsprechen  ihnen  bei 
der  geometrischen  Deutung  die  regulären  und  singidären  Infe- 
graikurven.     LJin  System  in  der  Normalform: 

yl  =  fi(x,  yi,  y-2,  •'•  yJ      {^  =  i, -^ •  •  •  ^0 

hat  keine  singulären  Jjösungensysteme,  denn  hier  ist  F.  =  y.  —  ff 
und  daher  ^  =  1  4=  0. 
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Unter  dem  Diskriminantenorte  verstehen  wir  wie  in  Nr.  711 
die  Gesamtheit  aller  Wertsysteme  x,  y^,  y^,  •••//„,  zu  denen 
es  Werte  ?//,  y.2',  •  .  ■  yj  gibt,  die  sowohl  dem  Systeme  (1)  ge- 
nügen als  auch  die  Fimktionaldeterminante  2)  zum  Verschwin- 
den bringen.  Es  ist  dies  der  Ort  der  Punkte  {x,  y^,  y2>  ■  •  •  [/„) 
aller  singuläreii  Linienelemente. 

Die  Bedingungen,  unter  denen  ein  singuläres  Lösungen- 
system vorhanden  ist,  lassen  sich  verschärfen.  Soll  nämlich 
ein  solches  System  existieren,  so  heißt  dies:  Es  sollen  Funk- 
tionen yi,  y.2,  ■  ■  ■  II n  ^^^  Ui'  y-2f  •  •  •  !/n  ^^^  ^'  vorhaudcn  sein, 
die  erstens  dem  Systeme  (1)  Genüge  leisten,  zweitens  die  Glei- 
chung '3)  =  U  erfüllen  und  drittens  so  beschaffen  sind,  daß  die 
Ableitungen  von  yi,  y^,  •  ■  ■  !/„  mit  den  Funktionen  y^',  y^,  •  •  ■  y„' 
übereinstimmen.  Nun  gibt  die  vollständige  Differentiation  der 
Gleichungen  (1)  nach  x: 

u)  '^3  .  ^Zi  ^  _| I  ^3  ^yji  i^Ah'i L  in ^yl 

^  ^     dx        dyi   dx  dy„  dx  ~^  dy^'  dx  '  '  ~^  dy'„  dx 

=  0  (i  =1,2,...  n). 

Diese  Gleichungen  lassen  sich  aber  von  den  Ableitungen  von 
y^,  1/2',  .  .  .  ?/,/  befreien.  Denn  es  bedeute  Ä-f.  diejenige  (ji  —  1)- 
reihige  Uuterdeterminante  von  ^,  die  zu  dem  Elemente  cF^idy^' 
von  ®  gehört.  Wird  nun  die  i^"  Gleichung  (4)  mit  A-^  mul- 
tipliziert und  alsdann  die  Summierung  über  i  von  1  bis  ii  aus- 
geführt, so  kommt,  da: 

ist: 

(5)    y^A.„  i^J'  +  f'  1"'  +  •  ■  •  +  1^^")  +  2)  ^J'^  =  0 
\  /  ^^      'i^\cx         dvi  dx    '  dy„   dx)  dx 

ß  =  1,  2,  .  .  .  »). 
Nach    der   zweiten  Bedingung   aber   muß  'S)  =  0  sein.     Femer 
sollen   die   Ableitungen   von  y^,  y^,  •■■11,1   nach  x  infolge   der 
dritten  Bedingung   die   Funktionen  y^,  y^',  .  .  .  y/  sein.     Dem- 
nach müssen  die  n  Gleichunsen  bestehen: 

(A-  =  1,  i>,  .  .  .  n). 
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Die  gesuchten  2n  Funktionen  y^,  y^,  ...  ?/„  und  ?//,  y/,  ■  •  ■  y„' 
von  X  müssen  somit  den  n  Gleichungen  (1),  der  Gleichung 
®  ==  0  und  den  n  Gleichungen  (6)  genügen. 

Jedoch  für  solche  2h  Funktionen,  die  dies  tun,  kann  hier- 
aus doch  nicht  geschlossen  werden,  daß  y^',  y.^ ,  ■  ■  .  y,^  wirklich 
die  Ableitungen  von  y^,  y^,  ■  ■  ■  y^  sind.  Denn  für  die  Ablei- 
tungen gelten  die  Gleichungen  (5),  worin  ®  =  0  ist,  so  daß 
die  Subtraktion  entsprechender  Gleichungen   (5)  und  (6)  gibt: 

wi'^"t(t-^.')+"-+i'A.*ff:(t-^.')=« 

1  1 

(/c  =  1,  2,  .  .  .  n), 

und  aus  diesen  n  Gleichungen  folgt  das  Gewünschte  nur  dann, 
wenn  ihre  Determinante  von  Null  verschieden  ist.  Aber  diese 
Determinante  ist  das  Produkt  der  Determinante 

F,   F,...F„ 

Hl   ih  ■  ■  ■  y,, 

mit  der  Determinante  aller  (w  —  1)- reihigen  Unterdeterminanten 
A^J^  von  ®,  die  nach  einem  bekannten  Satze  gleich  ^"~^  ist. 
Für  das  fragliche  Funktionensystem  ist  aber  gerade  'S)  =  0. 
Im  Falle  n  >  1  sind  also  die  aufgestellten  Bedingungen  nicht 
hinreichend.  Auf  den  Fall  n  =  1,  wo  ®"~^  durch  Eins  zu 
ersetzen  ist,  kommen  wir  sogleich  zurück.  Vorher  soll  das 
Ergebnis  formuliert  werden.  Die  Bedingungen  (6)  und  die 
Gleichung  ^  =  0  lassen  sich  übersichtlich  zusammenfassen.  Es 
ergibt  sich  nämlich  der 

Satz  17:  Jedes  singulare  Lösungensystem  yi,  y^,  ■  ■  •  y.,,  des 
Systems  erster  Ordnung  von  n  gewöhnlichen  JDifferentialglei- 
chungen: 

Fiix,  Vi,  y-zy  ■  ■  ■  yn,  yy,  y^y  ■  ■  ■  yü)  =  ^   (/  =  i,  2, . . .  n) 

hringt  zusammen  mit  seinen  Ableitungen  y^,  y^,  ■  ■  .  y^  edle  die- 
jenigen n  -\-  1  Determinanten  zum  Verschtvinden,  die  aus  der 
Matrix: 
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11^    I 

cy,,' 

dF, 

oy„' 


dF^       dF,      . 
dx'^dy.y^- 

+  ■ 

,    dF,      , 

bF\ 

cF, 

dF,    ,   dF, 
ox        dyi  •^' 

+  ■ 

dF\ 
dy^' 

cF, 

dF„    .   dF„ 
dx     '    dy^   ^^ 

+  • 

dy: 

durch  Streichen  je  einer  Reihe  hervorgehen. 

Diese  Matrix,  wie  man  überhaupt  eine  solcbe  Tafel  von 
Elementen  nennt,  in  der  die  Anzahl  der  Reihen  nicht  mit  der 
Anzahl  der  Zeilen  übereinstimmt,  hat  an  sich  keine  Bedeutung. 
Sie  soll  nur  zur  bequemen  Zusammenfassung  von  n  -{-  1  Deter- 
minanten dienen,  denn  nach  dem  Streichen  irgend  einer  Reihe 
geht  jedesmal  eine  Determinante  hervor. 

Insbesondere  im  Falle  «  =  1  lauten  die  Bedingungen  für 
eine  singulare  Lösung  der  Differentialgleichung: 

^'(^'  y,  y')  =  0 

so: 

dF  ,   cF    ,       ..  dF       .. 

^ — \-  -^~y  =^,       .-,  =  0. 

ox    '    oy  "^         '         oy 

Sie  wurden  schon  in  Satz  6,  Nr.  708,  angegeben;  und  wir  be- 
nutzen die  Gelegenheit,  diesen  Satz,  der  nicht  ganz  exakt  ist, 
zu  verbessern: 

In  diesem  Falle   kommt   nur  die  eine  Gleichung  (7)  vor: 


dy 

di-^') 

=  0: 

<laß 

also   ij  wi 

•klich 

die 

Ableitung 

von 

// 

ist. 

kann 

nur 

bei 

der 

Annahme: 

If  +  o 

geschlossen  werden.    Diese  Voraussetzung  ist  in  Satz  6,  Nr.  708, 
übersehen  worden  und  also  hinzuzufügen. 

778.  Singulare  Lösuugensysteme ,    die  durch  Ein- 
hüllung hervorgehen.      Wenn  von  dem  Systeme: 

(1)  J'Xa-,  ?/,,  //,,  .  .  .  y„,  y/,  ij^,  .  .  .  i,J  =  0     (i  =  1,  L>,  .  .  .  n) 
ein  solches  Lösungensystem: 

(2)  Vx  =  cpi  {x,  c),     y.,  =  cp.ix,  c),  ...  y,^  =  <jp„(a-,  c) 
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schon  bekannt  ist,  in  dem  eine  (innerhalb  eines  gewissen  Inter- 
valles)  willkürliche  Integrationskonstante  c  auftritt,  so  kennt 
man  eine  einfach  unendliche  Schar  von  partikularen  Lösungen- 
systemen  oder  Integralkurven  im  Räume  mit  den  n  -\-  \  Koor- 
dinaten X,  yi,  y^}  •  ■  •  yn-  -^^  ^^^  ^^^  möglich,  daß  diese  Schar 
eine  sogenannte  Einhüllende  hat  (vgl.  ISr.  710  im  Falle  n  =  1), 
d.  h.  analytisch  ausgesprochen,  daß  es  ein  System  von  differen- 
zierbaren Funktionen: 

(3)  ^1  =  ^'i (x),    2/2  =  i\ ix),  ...y,=  t, (x) 

gibt,  die  so  beschaffen  sind,  daß  sie  und  ihre  Ableitungen  erster 
Ordnung  für  jeden  erlaubten  Wert  von  x  mit  den  Funktionen 
(2)  und  ihren  Ableitungen  erster  Ordnung  übereinstimmen^ 
sobald  man  der  Konstante  c  in  (2)  einen  gewissen  bestimmten 
Wert  erteilt  hat,  der  mit  x  variiert  und  also  eine  Funktion  cc 
von  X  sein  muß.  Mit  anderen  Worten:  Es  ist  denkbar,  daß 
es  eine  Funktion  a(x)  derart  gibt,  daß  die  Funktionen  (3)  für 
jedes  erlaubte  x  mit  den  Funktionen: 

(4)  y^  =  cp^  (x,  a  (x)),     y.^  =  cp^  (x,  a{x)),  .  .  .y^=  %,  {x,  cc  (x)) 
und  die  Ableitungen  dieser  Funktionen  zugleich  mit: 

gqPi  {x,  a)         d(Pi{x,cc)  dcp.,,{x,a) 

dx      '  dx      '  '  '  '       dx 

übereinstimmen.    Da  die  Ableitungen  der  Funktionen  (3)   oder 

(4)  die  Werte: 

,        dcp,{x,a)     .    dcpAx^u)  da{x)  /  •        1    o  \ 

yi  =     t^    +     o      ^7^      (« =  1, 2, . . .  w) 

•^^  dx  occ         dx  ^  '    '  ' 

haben,  falls  «(x),  wie  wir  annehmen  wollen,  diöerenzierbar  ist^ 
so  existieren  die  fraglichen  Funktionen  (3)  oder  (4)  dann  und 
nur  dann,  wenn  es  eine  differenzierbare  Funktion  a{x)  derart 
gibt,  daß  die   n  Gleichungen: 

(5)  ■     »J!ij^_0  (;-l,2,...«) 

für  alle  Werte  von  x  im  erlaubten  Intervalle  bestehen. 

Ist  dies  der  Fall,  so  sagt  man,  daß  die  einfach  unendliche 
Kurvenschar  (2)  eine  Einhüllende  (4)  habe,  denn  dann  gibt  es 
eine  Kurve  (4),  die  jede  einzelne  der  Kurven  (2)  in  je  einem 
Punkte  berührt.  Man  wird  diese  Bezeichnung  auch  beibe- 
halten, wenn  man  von  der  geometrischen  Deutung  absieht,  also 
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sagen,  daß  die  einfach  unendliche  Schar  (2)  von  limldionen- 
sysfemcn  ein  einhüllendes  Funläionensystem  (4)  liahe,  ivenn  die 
n  Bedingungen  (5)  durch  eine  differenzierhare  Fmiktion  u{x) 
erfüllbar  sind. 

Da  alsdann  jedes  Wertsystem  y^,  y.^,  .  .  .  ?/„,  i//,  y^',  .  .  .  ?/,/, 
das  sich  aus  (4)  für  ein  beliebiges  x  im  erlaubten  Intervalle 
ergibt,  mit  dem  entsprechenden  Wertsysteme  der  Funktionen  (2) 
und  ihrer  Ableitungen  für  dasselbe  x  übereinstimmt,  falls 
darin  für  c  der  zugehörige  Wert  von  cc{x)  gewählt  wird, 
so  genügen  alle  Wertsysteme  x,  y^,  .  .  .  y^,,  y^,  .  .  .  y^,  die  sich 
aus  (4)  gewinnen  lassen,  dem  vorgelegten  Systeme  (1).  Folg- 
lich muß  (4)  ebenfalls  ein  Lösungensystem  sein.  Weil  nun 
aber  jedes  Linienelement  (x,  y^,  ...  y^^,  y^,  .  .  .  y^^'),  das  zu  (4) 
gehört,  auch  einem  der  Lösungensysteme  (2)  angehört,  folgt 
aus  Satz  16,  Nr.  776,  daß  (4)  ein  singidäres  Lösungensystem 
darstellen  muß.     Wir  haben  demnach  den 

Satz  18:  Wird  unter  den  partikularen  Lösungensystemen 
des  Systems  erster  Ordnung  von  n  gewöhnlichen  Differentialglei- 
chungen: 

Fi(x,  y,,y^,...  .?/„,  y^',  y.',  .  . .  //„')  =  0    (f  =  1,  2, .  . .  w) 
eine  solche  einfach  unendliche  Schar: 

Vi  =  9^1  (^,  c),     ^2  =  9t  (^;  <^),  ■"  Vn  =  9«(^;  ^0 
ausgewählt,  zu  der  ein  einhüllendes  Funläionensystem  gehört,  d.  h. 
zu  dem  es  eine  differenzierhare  Funktion  a{x)  derart  gibt,  daß 
die  n  Gleichungen: 

'-HP  _  0  (i  -  1,  2, . . .  „, 

bestehen,  so  ist  das  einhüllende  Funktionensysfem: 

Vi  =  <Pl{x,   «(^)),       ^2  =  9^2  (^..   ^(^));    '  --yn^  9n{^y   «(^^) 

ein  singuläres  Lösungensystem. 

Dies  ist  die  Verallgemeinerung  des  Satzes  7  von  Nr.  710. 

779.  Weitere  Ausführung  bei  Systemen  von  zwei 
Differentialgleichungen.  Im  Falle  w  =  2  sollen  die  Be- 
trachtungen weitergeführt  werden.  Die  imbekannten  Funk- 
tionen seien  mit  y  und  z  (statt  mit  y^  und  y^)  bezeichnet,  und 
das  zu  betrachtende  System  erster  Ordnung  von  Differential- 
gleichungen sei: 
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(1)  0  (x,  y,  z,  y,  z)  =  0,      '*¥{x,  y,  z,  y,  z)  =  0. 

Ferner  möge  das  allgemeine  Lösungensystem  durch  die  beiden 
Funktionen: 

(2)  y  =  (p(x,a,h),        z  =  ip  {x,  a,  h) 

mit  den  beiden  Integrationskonstanten  a,  h  dargestellt  sein. 
Werden  x,  y,  z  als  rechtwinklige  Koordinaten  im  Räume  ge- 
deutet, so  gehört  zu  jedem  erlaubten  KoDstautenpaare  a,  h  eine 
Inteyralkurve,  dargestellt  durch  (2).  Insgesamt  liegt  eine  zwei- 
fach unendliche  Schar  von  Integralkurven  vor.  Nebenbei  be- 
merkt nennt  man  eine  zweifach  unendliche  Schar  von  Kurven 
im  Räume,  die  nicht  etwa  nur  eine  Fläche  ei-füllen,  auch  eine 
Kurvenkongruenz.  Bei  den  folgenden  Betrachtungen,  die  nur 
darüber  Aufklärung  geben  sollen,  wie  die  einhüllenden  singu- 
lären  Integralkurven  im  allgemeinen  gelagert  sind,  wird  voraus- 
gesetzt, daß  die  auszuführenden  Operationen  sämtlich  erlaubt 
seien. 

Aus  der  zweifach  unendlichen  Schar  (2)  aller  Integral- 
kurven wird  in  allgemeinster  Weise  eine  einfach  unendliche 
herausgegriffen,  wenn  man  a  als  willkürliche  Konstante  c  bei- 
behält und  für  h  irgend  eine  Funktion  X  von  c  setzt: 

(3)  II  =  (f  {3c,  c,  X  (c)),      y^^  {x,  c,  X  (c)). 

Allerdings  wird  dabei  von  der  einen  Schar,  die  sich  ergibt, 
wenn  a  festgehalten  wird  und  nur  h  willkürlich  bleibt,  ab- 
gesehen. Sie  würde  aber  sofort  hervorgehen,  wenn  wir  die 
Rollen  von  a  und  h  vertauschten.  Die  Ergebnisse  werden  jedoch 
in  Hinsicht  auf  a  und  h  symmetrisch  ausfallen,  so  daß  ihre 
Allgemeinheit  trotzdem  nicht  beeinträchtigt  wird. 

Nach  Satz  IS  der  vorigen  Nummer  hat  nun  die  Schar  (3) 
eine  Einhüllende,  falls  es  eine  Funktion  a{x)  gibt  derart,  daß: 


(4) 


dtp  {X,  CC,X{OC))  CCp  {X,CC,X{a))    .,  ,     x    _    rv 

C  1p  {x,  a,  l  {<x))        dip{x,a,X{a))  .,.   .         ,. 

— Tcc-     + — dl — n«)  =  ^ 


wird.     Diese  beiden  Gleichungen  können  nur  dann  zusammen 
bestehen,  wenn   ihre  Determinante: 
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d  (p  {x,  a,  X  (a))     d  qp  {x,  a,  X  (dt)) 


(5) 


da  dX 

dtp  (a;,  a,  X  (a))     dip  (x,  a,  X{a)) 

da  dX 


=  0 


istj  und  zwar  wird  dann  eine  überflüssig. 

Man  kann  hieraus  im  allgemeinen  a  (x)  und  A  (a)  finden. 
Denn  (5)  ist  eine  Gleichung  zwischen  x,  a  und  A  (a)  allein 
und  etwa  die  erste  Gleichung  (4)  eine  zwischen  x,  u,  A  {(i), 
k'{a),  so  daß  also  zwei  Gleichungen: 

ß  {x,  a^  X)  =  0,      ^icc)  =  CO  {x,  a,  A) 

vorliegen.  Durch  vollständige  Differentiation  von  5i  =  0 
kommt  noch: 

ß,  +  [ß„  +  ß,A'(a)]a'(^)  =  0. 

Setzt  man  hierin  den  Wert  X'  =  a  {x,  a,  A)  ein  und  eliminiert 
dann  A  mittels  Sl  (x,  a,  X)  =  0,  so  ergibt  sich  eine  gewöhn- 
liche Differentialgleichung  erster  Ordnung  für  a{x): 

a(x)  =  f(x,  a{x)). 

Ihre  Integration  liefert  a{x),  und  aus  ^{x,  a,  A)  =  0  kann  man  nun 
auch  A  berechnen.  Durch  Integration  einer  gewöhnlichen  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung  und  Eliminationen  und  Substitu- 
tionen lassen  sich  somit  die  einhüllenden  singulären  Integral- 
kurvcn  hestimmen  und  zugleich  diejenigen  einfach  unendlichen 
Scharen  (3)  von  Integralkurven  ermitteln,  die  solche  Ein- 
hüllende haben.  Denn  da  jetzt  a  imd  A(ß)  bekannt  sind,  ist 
auch  A  (c)  in  (3)  bekannt. 

Nun  wissen  wir,  daß  die  zu  einer  solchen  Schar  (3)  ge- 
hörige Einhüllende: 

(6)  y  =  ff  (^;  «(^),  '!'(«)),       z  =  f(x,  a(x),  A(a)) 

so  beschaffen  ist,  daß  zu  jedem  erlaubten  Werte  von  x  ein 
Wert  von  a  (x)  existiert  derart,  daß  (3)  und  {Ö)  denselben 
Punkt  geben,  sobald  in  (3)  für  c  gerade  dieser  Wert  von 
a(x)  gewählt  wird.  Demnach  lehrt  (5),  wenn  man  c  und  X(c) 
wieder  mit  a  und  h  bezeichnet:  Die  Koordinaten  eines  solchen 
Punktes  (x,  y,  *)  einer  Kurve  (2),  der  einer  Einhüllenden  an- 
gehört, erfüllen  auch  die  Gleichung: 
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dcp{x,a,b)    d(p{x,a,h) 


CO 


da  dh 

c  ip  (.T,  a,  &)    dip  (x,  a,  b) 


0. 


da  db 

Wir  nehmen  an,  aus  dieser  Gleichung  in  x,  a,  h  lasse  sich  x 
als  Funktion  von  a  und  b  berechnen.  Wird  sie  auch  in  (2) 
für  X  substituiert,  so  ergeben  sich  drei  Gleichungen: 

(8)  x^  A(a,  h),     y  =  B{a,  h),     z  =  0(a,  V). 

Für  jedes  Wertepaar  a,  h  liefern  sie  einen  Punkt  {Xj  y,  z),  in 
dem  eine  hindurchgehende  Integralkurve  eine  Einhüllende  be- 
rühren kann.  Die  Gesamtheit  der  Punkte  (8)  wird  im  allge- 
meinen eine  Fläche  ei-füllen,  denn  man  kami  a  und  h  als  jene 
beiden  Hilfsveränderlichen  deuten,  die  in  Nr.  25 1  in  den  Glei- 
chungen (6)  mit  u  und  v  bezeichnet  wurden. 

Man  kann  sich  auch  vorstellen,  daß  a  und  h  aus  den  drei 
Gleichungen  (2)  und  (7)  eliminiert  werden,  wodurch  die  Glei- 
chung der  Fläche  in  der  Form  F(x,  y,  z)  =  0  hervorgeht.  Diese 
Fläche  heißt  die  Brennfläche  der  betrachteten  zweifach  un- 
endlichen Kurvenschar  (2). 

Zu  einem  bestimmten  Wertepaare  a,  h  geben  die  Glei- 
chungen (2)  und  (7)  einen  Punkt  (x,  y,  z)  der  Brennfläche. 
Auf  der  Fläche  sind  also  sowohl  x,  y,  z  als  auch  a,  h  verän- 
derlich. Nach  (2)  bestehen  dabei  für  die  Differentiale  dieser 
Größen  die  Gleichungen: 

dy  =  <Pj.dx  -\-  (Pada  -f  (fbdb ,     dz  =  ifj^dx  -\-  i'^da  +  tl^f^dh. 

Hieraus  geht  wegen  (7)  eine  von  da  und  dh  freie  Gleichung 
hervor,  indem  man  die  erste  mit  ip^  und  die  zweite  mit  (p^ 
multipliziert  und  dann  beide  von  einander  abzieht: 

Folglich  ist: 

(9)  ^a  (})  -y)-(Paih-^)  =  {^.-^a  "  ^.^a)  (i"  "  ^) 

in  den  laufenden  Koordinaten  i",  Ij,  §  die  Gleichung  der  Taii- 
gentenebene  der  Brennfläche. 

Andererseits  ist  längs  der  Kurve  (2),  d.  h.  wenn  a  und  h 
konstant  sind: 

dy  =  (p^dx ,     dz  =  i'^dx . 
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Mithin  stellen  die  Gleichungen: 

(10)  ^-y  =  (pAi^-^),   ä-^  =  '/'x(E-^) 

in  den  laufenden  Koordinaten  ^,  i),  §  die  Tangente  der  Integral- 
kurve (2)  dar.  Ist  insbesondere  (x,  y,  z)  derjenige  Punkt,  den 
die  Kurve  mit  der  Brennfläche  gemein  hat,  so  zeigen  die 
Gleichungen  (9)  und  (10),  daß  die  Kurventangente  der  Tan- 
gentenebene angehört,  d.  h.:  Jede  Integral] cur ve  herilhrt  die 
Brennfläche. 

Wir  sagen,  daß  ein  Linicnelement  einer  Fläche  angehört, 
wenn  sein  Punkt  auf  der  Fläche  liegt  und  seine  Richtung  in 
die  zugehörige  Tangentenebene  fällt.  Danach  gibt  es  in  jedem 
Punkte  der  Brennfläche  mindestens 
ein  der  Fläche  angehöriges  Linien- 
element,  das  zugleich  auf  einer 
regulären  Integi-alkurve  (2)  liegt. 
Dies  soU  durch  Fig.  40  angedeutet 
werden, 

(2)    mit    \,  Z'2,  A-3, 
sind. 

Nun   können   wir   auf  einem 


worin  die  Integralkurveu 


bezeichnet 

Fig.  40. 

anderen  Wege,  als  es  oben 
geschehen,  aufs  neue  erkennen,  daß  es  in  der  Tat  einfach  un- 
endliche Scharen  von  Integralkurven  gibt,  die  Einhüllende 
haben:  Projiziert  man  nämlich  die  besprochenen  Linienelemente 
der  Brennfläche  auf  die  ^?/- Ebene,  so  wird  jedem  Punkte  {x,  y) 
der  Ebene  ein  Linienelement 
{x, y, y)  zugeordnet,  d. h.  es  liegt 
eine  gewöhnliche  Differentialglei- 
chung erster  Ordnung: 

f{x,  y,  y)  =  0 

vor.  Ist  c/,  C2',  Cg',  .  .  .  die  ein- 
fach unendliche  Schar  ihrer  Inte- 
gralkurveu und  geht  man  von 
der  Projektion  zur  Fläche  zurück, 
so  ergibt  sich  aus  c/,  Cg',  a.',  .  .  . 
eine  einfach  unendliche  Schar 
von  Flächenkurven  c, ,  c.^,  f.^,  .  .  .,  die  nur  solche  Linienelemente 
enthalten,  die  auch  den  regulären  Integralkurven /.\,  Ag,  /«'g,  .  .  . 

Serret-Scheffer8,Diff.-u.  Integral-Rechnwng.  III.  3.  Aufl.  20  f^Td 
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zukommen.  Siehe  Fig.  41.  Jede  Kurve  c^,  Cg,  Cg,  .  .  .  berührt 
demnach  in  jedem  ihrer  Punkte  eine  der  Integralkurven  /<•  und 
ist  folglich  eine  einliüUende  singulare  Integralkur ce. 

Im  allgemeinen  also  uird  die  Brennfläche  von  lauter  singn- 
lären  Integralhirven  c^,  c^,  Cg,  ...  in  der  Art  überdeckt,  daß 
durch  jede  Stelle  der  Fläche  wenigstens  eine  geJd. 

Es  kann  sein,  daß  auch  die  Kurven  c/,  c^',  c.^',  ...  in  der 
«y- Ebene  eine  Einhüllende  y'  haben.  Ihr  veird  auf  der  Brenn- 
fläche eine  Kurve  y  entsprechen,  die  aUe  singulären  Integral- 
kurven q,  Cg,  Cg,  .  .  .  einhüllt  und  daher  ebenfalls  eine  singulare 
Integralkurve  des  vorgelegten  Systems  (1)  sein  muß.  Man 
kann  sie  als  eine  singulare  Integralkurve  ziveiter  Ordnung  be- 
zeichnen, da  sie  eine  Einhüllende  von  Integralkurven  ist,  die 
selbst  singulär  (von  der  ersten  Ordnung)  sind.  Schließlich  sei 
noch  hervorgehoben,  daß  die  Brennfläclte  notwendig  zum  Dis- 
kriminantenorte  gehört  (vgl.  Nr.  777). 

780.  Clairautsches  System.  Als  Beispiel  hierzu  be- 
trachten wir  solche  Systeme  erster  Ordnung  von  zwei  Difl^e- 
rentialgleichungeu : 

Q{x,  y,  z,  y,  z)  =  0,     W{x,  y,  z,  y,  z)  =  0, 
die  lauter  Geraden  als  reguläre  Integralkurven  haben  und  des- 
halb  mit  Rücksicht   auf  Nr.  720  als  Clairautsche  Systeme  be- 
zeichnet werden  können. 

Wird  von  dem  besonderen  Pralle  abgesehen,  wo  die  zwei- 
fach unendliche  Schar  von  Geraden  aus  lauter  Parallelen  zur 
i/^-Ebene  besteht,  weil  dieser  Fall  durch  andere  Wahl  der 
Koordinatenachsen  leicht  vermieden  werden  kann,  so  geben 
allgemein  die  Gleichungen: 

(1)  y  =  ax  —  X{a,  h),     z  =  hx  —  fi{a,  h) 

eine  zweifach  unendliche  Geradenschar  mit  den  beiden  wiDkür- 
lichen  Konstanten  a  und  h  an.  Hieraus  folgt  y'  =  a  und  z'  =  6. 
Substitution  dieser  Werte  für  a  und  h  gibt  die  allgemeine 
Form  eines  Clairautschen  Systems: 
(2j  y-  xy'i-  X  (?/,  z')  =  0,  z  -  xz  +  [i{y,  z')  =  0. 
Umgekehrt  erheUt  sofort,  daß  die  allgemeine  Lösung  des  Sy- 
stems (2)  die  Form  (1)  hat,  also  einfach  dadurch  hervorgeht, 
daß  y    und  /    durch    willkürliche  Konstanten  a  und  h    ersetzt 
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werden  (entsprechend  wie  in  Nr.  720).  Satz  17,  Nr.  777,  gibt 
für  die  singulären  Lösungen  Systeme  die  Bedingungen,  die  durch 
Nullsetzen  der  Determinanten  der  Matrix: 

r,  ,    dl  dl 

^    -^  +  ä?  ä? 

0       1^      -^  +  ¥' 

I  oy  dz 

hervorgehen,  also  nur  die  eine  Bedingung: 

(3)  ^'-(^^  +  r^)  ^  + 1^'  V''  -  I- 1"'  =  ^. 

^  ^  \dy        dz)  cy  dz        dy  dz  ' 

die  mit  der  Bedingung  S)  =  0  von  Nr,  777  für  die  singulären 

Linienelemente  identisch  ist. 

Weil   die  Funktionen  q)  und  (^  der  letzten  Nummer   hier 

die   Funktionen    (Ij    sind,   hat    die    Grleichung  (7)    der   letzten 

Nummer  die  Form: 

,AS  2 (^^    1    ^M\       1    dX  du  __  diJ.  di^ r^ 

W  ^  —[dä'^W^'^  d^db"  FaTb~  ^' 

worin  X  und  ^  jetzt  Funktionen  von  u  und  b  sind.  Diese  Be- 
dingung geht  in  (3)  über,  wenn  a  und  h  durch  y'  und  /  er- 
setzt werden.  Daher  macht  die  Brennfläche  den  ganzen  Dis- 
kriminantenort  aus.  Zu  jedem  Wertepaare  a,  h  liefert  (4)  zwei 
Werte  von  x,  d.  h.  auf  jeder  Integra] geraden  (1)  liegen  zivei 
Punkte,  in  denen  sie  die  Brennfläche  berührt.  Demnach  be- 
steht die  Brennfläche  aus  zwei  Mänteln.  Auf  jedem  Mantel 
liegt  eine  einfach  unendliche  Schar  von  singulären  Integral- 
kurven q,  c^,  C3,  .  .  . 

Eine  einfach  unendliche  Schar  von  Integralgeraden  k  hat 
aber  nur  dann  eine  Einhüllende,  falls  sie  eine  abivickelbare 
Fläche  bilden  (vgl.  Nr.  282).  Die  EinhüUende  ist  alsdann  die 
Gratiinie  der  abwickelbaren  Fläche.  Die  Kurven  c^,  c^,  c.^,  .  .  . 
sind  also  solche  Gratlinien.  Die  zweifach  unendliche  Schar  (1) 
aller  regulären  Integralkurven  k^,  k^,  k^,  .  .  .  besteht  demnach  aus 
den  Tangenten  einer  Kurvenschar  q,  c^,  %,  .  .  .  auf  der  Brenn- 
fläche. Da  die  Brennflilche  zweimal  jede  Gerade  (1)  berührt, 
liegt,  wie  gesagt,  auf  jedem  der  beiden  Mäntel  der  Brennfläche 
eine  solche  Schar  von  Kurven  c,  und  zwar  haben  die  Kurven 
c  die  Eigenschaft,  daß  jede  Tangente  einer  Kurve  der  einen 
Schar   zugleich  Tangente   einer  Kurve    der   zweiten  Schar    ist. 
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Die  Fig.  42,  in  der  nur  drei  Kurven  jeder  der  beiden  Scharen 
von  Kurven  c  angegeben  sind,  deutet  die  Lagerung  dieser  Doppel- 
tangenteu,  d.  h.  regulären  Integralkurven  des  Clairautschen  Sy- 
stems an. 

Wenn  insbesondere  die  Greradenschar  (1)  aus  allen  Normalen 
einer  Fläche  F  besteht,  muß  es  hiernach  auf  der  Fläche  F 
zvrei  einfach  unendliche  Kurvenscharen  geben,  die  so  beschaffen 

sind,  daß  alle  Flächen- 
normalen  der  Punkte 
einer  solchen  Kurve 
eine  abwickelbare 
Fläche  bilden.  An- 
dererseits wissen  wir 
nach  Nr.  319,  daß  es 
auf  jeder  Fläche  in 
der  Tat  solche  Kurvenscharen  gibt,  nämlich  die  Scharen  der 
Krilmmungslmrven.  Nach  Satz  15,  Nr.  321,  folgt  ferner,  daß 
die  Kurven  c^,  c^,  c^,  ■  ■  ■  der  Brennfläche  alle  Krümmungs- 
mittelpunkte  aller  Flächenpunkte  enthalten.  Die  Brennfläche 
ist  hier  demnach  der  Ort  der  KrüynmungsmiUelpunkte  aller 
FlächenpunMe  von  F,  die  sogenannte  Zentrafläche.  Da  zu  jedem 
Flächenpunkte  zwei  Krümmungsmittelpunkte  existieren,  erhellt 
wiederum,  daß  die  Brennfläche  aus  zwei  Mänteln  besteht. 


Fig.  42. 
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Fünftes  Kapitel. 
Gewöhuliche  DifFerentialgleiclmngeii  höherer  Ordnung. 

§  1.   Dift'ereiitialgleichungeu  in  aufgelöster  Form. 

781.  Existenz  von  Lösungen.  Das  in  Nr.  702  an- 
gegebene Verfahren  zum  Nachweise  von  Lösungen  eines  Systems 
höherer  Ordnung  von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  ist 
so  einfach,  daß  es  genügen  wird,  es  hier  nur  für  den  einfach- 
sten Fall  genauer  darzulegen,  nämlich  für  den  einer  einzigen 
gewöhnlichen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung: 

(1)  //'  =  f{x,  y,  y) 

mit  der  unabhängigen  Veränderlichen  x  und  der  abhängigen 
Veränderlichen  y.  Unter  dem  Bereiche  der  Differentialgleichung, 
der  nie  verlassen  werden  soll,  wird  ein  Variabilitätsbereich  ver- 
standen, in  dem  f  eine  stetige  Funktion  der  drei  Veränderlichen 
X,  y,  y  ist  und  stetige  partielle  Ableitungen  erster  Ordnung 
hinsichtlich  y  und  y'  hat.  Ferner  sei  eine  bestimmte  Stelle 
im  Bereiche  ausgewählt: 

(2)  :r  =  a,     «/ =  &,     i/' =  öj. 

Die  Gleichung  (1)  wird  nach  Nr.  663  durch  Einführung 
der  neuen  unbekannten  Funktion  z  =  y'  in  ein  System  erster 
Ordnung  in  der  Normalform  verwandelt: 

auf  dessen  Lösungensysteme  die  Betrachtungen  in  Nr.  761 — 763 
anwendbar  sind.  Wenn  also  (x^,  y^,  Zq)  eine  Stelle  in  der  Um- 
gebung der  Stelle: 

(4)  x  =  a,    y  =  h,     z  =  \ 

bedeutet,  gibt  es  ein  und  nur  ein  System  von  Lösungen: 

(5)  2/  =  9  (^;  ^0, 2/o;  ■ä'o) ,     z==^ (a-',  a^o,  j/o,  z^ , 
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das  für  x  =  Xq  die  Anfangswerte  y^  und  Sf^  hat.  Diese  Funk- 
tionen sind  nebst  ihren  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung 
nach  X  in  einem  gewissen  Intervalle  um  Xq  herum  stetig; 
überdies  sind  sie  stetige  Funktionen  von  y^  und  ^q.  Die 
erste  Gleichung  (3)  lehrt,  daß  die  erste  Ableitung  von  (p 
nach  X  gleich  2  oder  1/;  ist;  die  zweite  Gleichung  (3)  zeigt, 
daß  die  erste  Ableitung  von  ip  nach  x,  folglich  die  zweite  Ab- 
leitung von  (p  nach  x  gleich  f(x,  cp,  ii)  ist,  worin  ip  durch  die 
erste  Ableitung  von  cp  ersetzt  werden  kann.  Wenn  y'^^  statt  z^ 
geschrieben  wird,  folgt  hieraus:  Bedeutet  {xq,  y^,  y^)  eine  SteUe 
in  der  Umgebung  der  Stelle  (2),  so  hat  die  Diflerential- 
gleichung  (1)  eine  und  nur  eine  Lösung: 

(6)  y  '  (fi^^^o^yo^yo), 

wenn  an  der  Stelle  Xq  für  sie  und  ihre  Ableitung  y'  die  Werte 
y^  und  y'o  vorgeschrieben  sind.  So  lange  (xq,  y^,  y'^)  eine  be- 
liebige  Stelle   in    der   Umgebung    der  Stelle  (2)   ist,    bedeutet 

(6)  die  allgemeine  Lösung  von  (1)  in  dieser  Umgebung.  Wie 
in  Nr.  761  erkennt  man,  daß  ihre  Allgemeinheit  nicht  be- 
schränkt wird,  wenn  man  insbesondere  Xq  =  a  wählt,  so  daß 
alsdann  in  (6)  nur  noch  zwei  willkürliche  Konstanten  ?/q  und 
2/0  vorkommen,  die  wir  wieder  als  die  Integrationsl;onstanten  mit 

01  und  Cg   bezeichnen.     So   gelangt   man   zu   der  Darstellung: 

(7)  y==cp{:x,C„C,) 

der  allgemeinen   Lösung.     Die  beiden  Gleichungen  zusammen: 

(8)  y  =  (p{x,  Ci,  Og),      y'  =  (p'(x,  C^,  C^) 

treten  hier  an  die  Stelle  des  in  Nr.  761  besprochenen  Lösungen- 
systems. Also  sind  cp  und  cp'  in  einem  Intervalle  um  x  =  a 
herum  und  in  einem  gewissen  Variabilitätsbereiche  von  C^  und 

02  um  b  und  \  herum  solche  stetige  Funktionen  von  allen 
drei  Größen  x,  C\,  C^,  denen  auch  stetige  Ableitungen  erster 
Ordnung  zukommen. 

Auch  die  Übertragung  der  Betrachtungen  in  Nr.  762  ist 
einfach:  Danach  haben  die  Gleichungen  (8)  gewisse  Auflösungen 
nach  C^  und  6\: 

(9)  6\  =  co^{x,y,  y') ,       G^  =  co^{x,y,  y) , 

die  sich  in  der  Umgebung  von  (2)  stetig  verhalten  und  stetige 
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partieUe  Ableitungen  erster  Ordnung  haben.    Insbesondere  sind, 
diese  beiden  Funktionen  (9)  hinsichtlich  y  und  y'  voneinander 
unabhängig.    Wie  in  Nr.  762  heißen  sie  unahhünyige  Integrale 
Ferner  kann  man  mittels  geeigneter  Substitutionen: 

Gx  =  ^x{Pi,(^2),       ^2  =  ^2(^1;  Ca) 
wie   in   Nr.  763    neue  Integrationskonstanten  q   und    c.^   in   (8) 
einführen,  wodurch  etwa: 

(10)  y  =  0{x,  q,  ^2);        y'  =  ^'(^;  C^,  Cg) 

hervorgeht,  also  eine  neue  Form  der  allgemeinen  Lösung: 

y=  ^{x,Ci,q) 
gefunden  wird.     Auflösung  der  beiden  Gleichungen  (10)   nach 
Ci   und   Cg    gibt    dann    ein    neues    System    von    unabhängigen 

Integralen: 

q  =  ßi  {x,  y,  y'),       C2  =  Sl^ix,  y,  y') ; 

dabei  sind  co^  und  ojg  Funktionen  von  ß^  und  Sl^  aUein  und 
umgekehrt. 

782.  Allgemeine  Lösung,  Integrationskonstanten 
und  Integrale.  In  entsprechender  Weise  läßt  sich  die  Unter- 
suchung einer  geivöhnlichen  Differentialgleichung  r'"'  Ordnung: 
(1)  y^'-)=f(x,y,y',...y('-'^) 

an  die  Betrachtungen  in  Nr.  761—763  anschließen.  Mau  hat 
dabei  nur  zu  beachten,  daß  hier  y,  y ,  ...  y^''~^^  die  RoUe 
der  damals  mit  yx,  y^,  ■  ■  ■  y^  bezeichneten  unbekannten  Funk- 
tionen spielen  und  daß  an  die  Stelle  der  damals  mit  (1,(2,  ■  ■  -  fn 
bezeichneten  Funktionen  hier  die  r  Funktionen 

!/',  y",  ■  ■  ■  y^''~ ";   tV,  y,  y',--- y^''~^^) 

treten. 

Unter    dem    Bereiche    der    Differentialgleichung    (1)    wird 
dementsprechend     ein    Variabilitätsbereich     verstanden,     inner- 
halb dessen  /"  eine  stetige  Funktion   der  /•  -|-  1  Veränderlichen' 
a;,  y,  y,  .  .  .  y^''~^^   ist    und    stetige   partieUe  Ableitungen  erster 
Ordnung  hinsichtlich  der  r  Veränderlichen  y,  y ,  .  .  .  i/^'""^*  hat. 

Während  in  Nr.  761  —  763  Lösungens?/s^cwc  auftraten, 
braucht  bei  der  Diiferentialgleichung  (1)  nur  von  Lösungen 
geredet  zu  werden.  Denn  mit  y  =  (p{x)  sind  auch  die  anderen 
Funktionen : 
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y  =  9'(^)>     y"  =  9>"[x)}  ■  ■  •  ?/('■-')=  9)('-^)(a:) 
bekannt,  die  hier  zusammen  mit  y  =  (p(x)  einem  jener  Lösungen- 
systeme entsprechen.     In  der  Umgebung  einer  Stelle: 

(2)  x  =  a,     ij  =  l),     y  =b,,  ...  y('--^^=b^_^ 
des  Bereiches  gibt  es  eine  und  nur  eine  Lösung: 

(3)  y^cp{x,C„C,,...C;) 

mit  >•  willkürlichen  Konstanten  C^,  C^,  ■■■  C^  derart,  daß 
y,  y',  ...  y^''~^'>  für  x  =  n  die  Werte  C^,  C2,  ...  C^  annehmen. 
Dabei  sind  die  r  Funktionen  y,  y',  ...  ?/''■" ^^  stetig  in  bezug 
auf  alle  n  -\-  1  Größen  x,  C^,  C^,  ••■  C^  und  mit  stetigen  par- 
tiellen Ableitungen  erster  Ordnung  nach  ihnen  versehen.  Die 
Funktion  (3)  heißt  eine  allgemeine  Lösung. 

Integral  von  (1)  heißt  jede  Funktion  von  x,  y,  y%  .  ■ .  y^''~^\ 
die  für  jede  Lösung  der  Differentialgleichung  (1)  in  der  Um- 
gebung einer  Stelle  (2)  konstant  ist.  Unabhängig  nennt  man 
r  solche  Integrale,  falls  sie  hinsichtlich  y,  y\  ...  y^''"^^  von- 
einander unabhängige  Funktionen  sind.  Wie  in  dem  Pralle  r  =  2 
in  voriger  Nummer  erörtert  wurde,  bekommt  man  durch  Auf- 
lösung der  Gleichung  (3)  und  der  Gleichungen: 

(4)  y'  =  cp'(x,C„C,,...C;),...     yi'-^^^cp('-'\x,C„C„...C^) 

nach  C^,  C2,  . . .  C^  ein  System  unabhängiger  Integrale;  ferner 
wurde  dort  auch  angedeutet,  wie  man  durch  Einführung  von  r 
geeigneten  neuen  willkürlichen  Integrationskonstanten  c^,  Cg, . . .  c^ 
zu  ncuett  Formen: 

y=  ^{^,Ci,c.,...c^) 
der  allgemeinen  Lösung  gelangt.     Werden  für   die   Konstanten 
bestimmte  Werte  gewählt,  so  liefert  die  allgemeine  Lösung  eine 
partikulare. 

Wir  dürfen  nun  ohne  weiteres  die  Übertragungen  der 
Sätze  der  Nummern  762  und  763  wie  folgt  formulieren: 

Satz  1:  Eine  diff'erenzicrbare  Funläion  Sl  von  x,  y,  y',...  y^''~^^ 
stellt  dann  und  nur  dann  ein  Integral  der  gewöhnlichen  Diffe- 
rentialgleichung r'^''  Ordnung: 

y^'^  =  f{x,y,y',  ...y^'"'^) 
dar,  wenn  sie  eine  Lösung   der  partiellen  Differentialgleichung 
erster  Ordnung: 
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/mV  die  Funldion  Sl  der  r  +  1  Veränderlichen  x,  y,  ij,  y",  .  .  . 
«/('■~^)  ist 

Satz  2:  Die  getvöhnliche  Differentialgleichung  r'^""  Ordnung: 

y^''^  =  fl^,y,  y',  •.•!/^'"~'^) 

hat  in  der  Umgehung  einer  Stelle: 

X  =  a,  y  =  h,  y  =  h^,  y"  =  b^,  ...  i/('-i)  =  b,._, 
ihres  Bereiches  stets  r  iinahhängige  Integrale,  die  nebst  ihren 
partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  in  dieser  Umgebung  stetige 
Funktionen  von  x,  y,  y,  ...  ?/^''~'^  sind.  Jede  Funldion  dieser 
Integrale  ist  ebenfalls  ein  Integral,  und  andere  Integrale  gibt 
es  nicht. 

Satz  3:  Es  seien  fl^,  Sl^,  •••  ^r  -solche  r  unabhängige  In- 
tegrale der  getvöhnlichen  Differentialgleichung  r**""  Ordnung: 

y^'-^-'f(^,y,y,---y^'-'^), 

die  nebst  ihren  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  in  der  Um- 
gebung einer  Stelle: 

x==a,  y  =  b,  y' =  b^,  y"  =  b^,  ...  i/'-^)==b^_^ 
des  Bereiches  der  DifferentialgleicJiung  stetig  sind.  Falls  alsdann 
die  r  Integrationshonstanten  q ,  c^,  ...  c^.  in  einer  Umgebung  des- 
jenigen Wertsystems  willkürlich  gewühlt  werden,  das  den  r  Inte- 
gralen Slj^,  Si^,  ...  £1^  an  dieser  Stelle  zukommt,  definieren  die 
r  Gleichungen : 

Sl,{x,y,y,...yi'-'))=c,     0  =  1,  2,  . . .  r) 
die  allgemeine  Lösung  y  der  Differentialgleichung  und  ihre  r  —  1 
ersten  Ableitungen  in  der  Umgebung  jener  Stelle. 

783.  Geometrische  Deutung  einer  gewöhnlichen 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung.  Die  nächstliegende 
geometrische  Deutung  der  Dirt'ereutialgleichung: 

(1)  y"  =  t\x,y,y) 

gewinnt  man,  wenn  man  x  und  y  als  rechtwinklige  Koordi- 
naten in  der  Ebene  auffaßt.  Der  Bereich  der  Differential- 
gleichung, d.  h.  jener  Variabilitätsbereich,  innerhalb  dessen  f 
eine  stetige  Funktion  von  x,  y,  y  mit  stetigen  partiellen  Ab- 
leitungen erster  Ordnung  hinsichtlich  y  und  y   ist,  stellt  dann 
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einen  Bereich  von  Linienelementen  {x,  y,  y')  vor.  Wenn  z.  B. 
die  Differentialgleicliung  vorliegt: 

so  sind  nur  die  Werte  y' =  +  ^  auszuschließen.  Dies  bedeutet:- 
Der  Bereich  dieser  Differentialgleichung  besteht  enttveder  aus 
allen  Linienelementen  {x,  y,  y),  bei  denen  |i/'|  <  1,  d.  h.  der 
Winkel  x  mit  der  ;r-Achse  absolut  genommen  kleiner  als  |  jr 
ist,  oder  aus  allen  Linienelementen  (x,  y,  y),  bei  denen  \y'\  >  1, 
d.  h.  der  Winkel  x  absolut  genommen  größer  als  ^it  ist. 

Eine  Lösung  y  =  (p(x)  der  Differentialgleichung  (1)  wird 
durch  eine  Kurve,  eine  sogenannte  Intef/ralhirve ,  dargestellt. 
Die  Gleichung  (1)  schreibt  den  Linienelementen  der  Integral- 
kurve keinerlei  Bedingung  vor  außer  der  selbstverständlichen, 
daß  die  Linieuelemente  dem  Bereiche  angehören  sollen.  Da- 
gegen gibt  sie  zu  jedem  Linienelemente  [x,  y,  y')  einen  be- 
stimmten Wert  von  y" .  Dies  bedeutet  nach  Nr.  195  oder  197: 
Diejenige  lutegralkurve,  die  ein  irgendwie  bestimmt  ausge- 
wähltes Linienelement  /  oder  {x,  y,  y)  enthält,  hat  in  dem 
Punkte  M  oder  {x,  y)  des  Elements  eine  gegebene  Krümmung, 
denn  der  zugehörige  Krümmungsmittelpunkt  M^  oder  {x^,  y^) 
hat  nach  (G)  in  Nr.  197  die  Koordinaten: 

Wird  als  Normale  des  Linienelements  diejenige  Gerade  be- 
zeichnet, die  durch  den  Punkt  des  Elements  geht  und  die 
zum  Elemente  senkrechte  Richtung  hat,  so  ist  also  infolge  von 
(1)  jedem  Linienelemente  l  des  Bereiches  ein 
auf  seiner  Normale  gelegener  Krümmungs- 
mittelpunkt J/]^  zugeordnet,  siehe  Fig.  43. 
Deshalb  wird  man  ein  Wertsystem  x,  y, 
y,  y"  ein  Krümmunnsclcmcnf  nennen  können 
und  sagen:  Die  Differentialgleichung  (1)  ordnet 
jedem  Linienelement  {x,  y,  y)  iJircs  Bereiches 
ein  KriimmimgseJcmcnt  (x,  y,  y',  y")  zu,  und 
eine  Kurve  ist  dann  und  nur  dann  eine  Integralkurvc,  wenn  sie 
nur  lauter  solche  Krümnmngselemente  enthält.  Damit  ist  dann 
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gemeint,  daß  zum  Linienelemeiit  (x,  ij,  y)  der  Kurve  der  Krüm- 
mungsmittelpunkt mit  den  Koordinaten: 

(3)  x,  =  x-  --±  ^-  y,    ?A  =  ^  +  '  "^  ^'- 


y  ^7  ./l  ^         '  y 

gehören  soll.  Wir  wissen  ferner,  daß  es  eine  und  nur  eine 
Integralkurve  gibt,  die  ein  bestimmt  gewähltes  Linienelement 
des  Bereiches  enthält.  Von  einem  Punkt  M  gehen  also  un- 
zählio-  viele  Integralkurven  aus  entsprechend  denjenigen  Linien- 
elementen l  von  M,  die  zum  Bereiche  gehören.  Die  Gesamt- 
heit aller  Integralkurven  ist  eine  zweifach  unendliche  Schar,  vgl. 
Nr.  784,  782,  dagegen  die  Gesamtheit  der  durch  einen  bestimmten 
Piinkt  gehenden  Integralhirven  eine  einfach  unendliche  Schar. 

1.  Beispiel:  Der  Bereich  der  Differentialgleichung  y"  =  0 
ist  unbeschränkt.  Ihre  Integration  gibt  sofort  y  =  C\x  -{-  Cg; 
die  Integralkurven  sind  die  Geraden  der  Ebene.  Die  Gleichungen 
(2)  geben  hier  ic^  =  oo  und  y^=oc>,  d.  h.  zu  jedem  Linien- 
element gehört  ein  unendlich  ferner  Krümmungsmittelpunkt, 
vgl.  Satz  12,  Nr.  196. 

2.  Beispiel:    Bei  der  Differentialgleichung: 

(4)  ^"  =  2^'-+^QK="- 

\     /  J  X-  J^  y- 

sind  nur  diejenigen  Linienelemente  vom  Bereiche  auszuschließen, 
für  die  x  =  y  =  0  ist,  d.  h.  die  Linienelemente  des  Anfangs- 
punktes  0.     Die  Gleichungen  (2)  geben  hier: 

^  {x^  —  y^)y'—2xy  ^  x-  —  y-+2xyy' 

^1'  2{xy-y)        '       ^^  ^{xy'-y) 

Demnach  kommt: 

2xx^  -f  2yy^  =  rr^  +  y-, 
was  besagt,  daß  der  zu  einem  Linienele- 
ment {x,  y,  y)  gehörige  Krümmungsmittel- 
punkt M^  auf  der  Mittelsenkrechten  des 
Radiusvektors  OM  des  Punktes  M  des 
Elements  lieu't,  so  daß  der  zugehörige 
Krümmungskreis    derjenige    Kreis  ist,   der  pig.  u. 

durch   0    geht   und    das    Element    enthält, 
siehe  Fior.  44.     Weil  nun  auo-enscheinlich  die  Konstruktion  für 

o  o 

alle  Elemente   dieses  Kreises  eben   denselben  Krümmungskreis 
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liefert,  ist  der  Kreis  selbst  eine  Integralkurve.  Daß  in  der 
Tat  alle  Kreise  durch  0  die  Litegralhurven  von  (4)  sind,  wird 
analytisch  wie  folgt  bestätigt:  Man  geht  von  der  Gleichung 

aller  Kreise  durch  0  aus,  differenziert  sie  zweimal  vollständig 
nach  x: 

x-C,  +  {y-  C,)y'  =0,     l  +  ^'^  +  (^ _  c^)y"  =  o 

und  eliminiert  C^  und  C^  aus  allen  drei  Gleichungen,  wodurch 
die  Gleichung  (4)  hervorgeht.  Weil  durch  jedes  Linienelement 
der  Ebene,  abgesehen  von  den  Elementen  von  0,  nur  eine 
Integralkurve  geht,  gibt  es  außer  den  Kreisen  durch  0  keine 
Integralkurven. 

5.  Seispiel:   Eine   bemerkenswerte    Klasse    von   gewöhn- 
lichen   Differentialgleichungen    zweiter    Ordnung    geht    hervor, 
wenn   man    sich   fragt,   wie    die  Gleichung  (1)  beschaffen  sein 
_,,,  ,'-■-->..      ,       muß,    damit    alle    zu    einem    hcliehig 
"'"'--'^"'         '^        gewählten    Punkte  M  oder   {x,  y)   ge- 
hörigen Krümmungsireise  ein  Büschel 
,'    bilden,    d.  h.    außer    M   noch    einen 
'    zweiten  Punkt  M  gemein  haben.   Dies 
tritt  ein,    wenn  die  zu   31  gehörigen 
-p^  \r,  und    durch    (2)    bestimmten    Krüm- 

mungsmittelpunkte J/j  auf  einer 
Geraden  liegen,  siehe  Fig.  45.  Es  wird  daher  gefordert,  daß 
x^  und  2/i  einer  linearen  Gleichung  genügen: 

(5)  ux^-^  ßtji-\-  y=0, 

deren  Koeffizienten  nur  von  x  und  y  (nicht  auch  von  der  Rich- 
tung des  Linienelements,  d.  h.  nicht  auch  von  y')  abhängen. 
Substitution  der  Werte  (2)  von  x^  und  y^  gibt  eine  Gleichung 
für  f: 

(6)  (ax  +  ßy  +  7)f-  (1  +  y'Xay'-ß)  =  0. 
Wenn  man 

=  X         ^ =  a 

(<■>■  + ß  y -\- 7  '         c(X-\-ßy-\-y        ^ 

setzt,  nimmt  die  Gleichung  der  Geraden  (5)  die  Form: 

( T)  X{Xj^  -  x)  +  /i(y/i  —  ?/)  +  1  =  0 

an,  während  (G)  ergibt: 
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Folglich  kommt  den  Differentialgleichungen  von  der  Form: 

(8)  y"=(l+^'2)(A?/-i^) 

die  verlangte  Eigenschaft  zu.  Dabei  können  A  und  u  irgend- 
wie als  Funktionen  von  x  und  y  allein  gewählt  werden.  Die 
zweifach  unendliche  Knrvenschar,  die  durch  eine  solche  Diffe- 
rentialgleichung (8)  definiert  wird,  hat  also  die  besondere  Eigen- 
tümlichkeit; daß  allen  denjenigen  einfach  unendlich  vielen  Kurven 
der  Schar,  die  durch  einen  Punkt  M  gehen,  in  M  solche  Krüm- 
mungskreise zukommen,  die  außer  M  noch  einen  Punkt  M 
gemein  haben.  Da  MM  die  Gerade  (7),  den  Ort  der  Mittel- 
punkte Mj^  dieser  Kreise,  zur  Mittelsenkrechten  hat,  findet  man 
leicht  als  Koordinaten  x  und  y  von  M  die  Werte: 

/QN  -  _      _      2;.  _  _     _      2.a 

\y)  x  —  x     ;l2^^2,    y—y    v-^^'-' 

Die  im  zweiten  Beispiele  betrachtete  Differentialgleichung  (4) 
ist  ein  spezieller  Fall  von  (8),  geht  nämlich  hervor,  wenn  für 
l  und  ju.  die  Funktionen  2x  :  {x^  +  y^)  und  2y  :  {x^ -{-  y^)  ange- 
nommen werden.  Dann  gibt  (9)  eiufach  x  =  0,  ^  =  0,  d.  h. 
alle  Krümmungskreise  aller  Integralkurven  von  (4)  gehen  durch 
den  Anfangspunkt  0.  In  der  Tat  sind  ja  die  Integralkurven 
von  (4)  sämtliche  Kreise  durch  0. 

4.  Beispiel:  Wie  lautet  die  Differentialgleichung  der  Evol- 
venten aller  Kreise  mit  dem  Mittelpmikte  0?  Ist  y  irgendein 
Kreis  mit  der  Mitte  0  und  M^  ein 
Punkt  auf  ihm,  so  soll  M^  Krüm- 
mungsmittelpunkt eines  Punktes 
M  einer  lutegralkurve,  nämlich 
einer  Evolvente  von  y  sein,  siehe 
Nr.  199,  d.  h.  M  soU  auf  der  Tan- 
gente von  y  in  M^  liegen,  und 
das  Linienelement  /  von  M  soll 
zu  3131^  senkrecht  sein,  siehe  Fig.  40. 
l  parallel  sein.     Also  wird  verlangt: 


Fig.  46. 


Daher  muss   OJ/^  zu 


woraus  folijt: 


Vi—y 

X,   —  X 
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xj-yy' 
i-fy'^' 


Vi 


x  +  yy' 
1  +  2/'^ 


y 


Durch  Vergleichung  mit  (2)  ergibt  sich  hieraus  der  Wert,  den 
die  Funktion /'(^,  y,  y)  haben  muß,  und  man  findet:  Die  Diffe- 
rentialgleichung aller  Evolventen  aller  Kreise  mit  der  Mitte  0 
lautet  so: 


y 


xy  —y 


784.  G-eometrische  Deutung*  einer  gewöhnlichen 
DiiTerentialgleichung  /•**""  Ordnung.  Hier  schicken  w^ir  einige 
Bemerkungen  über  Evoluten  und  Evolventen  voraus.  Wenn 
y  =  (p{x)  die  Gleichung  einer  Kurve  h  ist  und  dieser  Kurve 
ein  gewisses  Linienelemenfc  (x,  y,  y)  oder  l  angehört,  wird  der 
Mittelpunkt  M^  oder  [x^^,  y^)  des  zugehörigen  Krümmungs- 
kreises wie  in  voriger  Nummer  durch  die  Formeln: 


(1) 


1+2/''     '  ,1  +  2/'' 

bestimmt.  Er  ist  der  zum  Punkte  M 
von  l  gehörige  Punkt  der  Evolute  k^ 
von  k,  siehe  Nr.  199,  und  liegt  auf  der 
^  Normale  des  Elements  l.  Dasjenige 
Linienelement  ?^  von  /Cj,  dessen  Punkt 
ilfj  ist,  also  das  zu  l  gehörige  Element 
l^  der  Evolute,  liegt  ebenfalls  auf  dieser 
Normale.  Siehe  Fig.  47.  Demnach 
geben  die  Formeln  (1)  zusammen  mit: 

die  Bestimmungsstücke  x^,  y^,  y^  dieses  Elements  ?j .  Hierbei 
bedeutet  i//  die  Ableitung: 

^^         rfjj        rfa-j  :  dx 

Der  Wert  (2)  kann  übrigens  auch  hieraus  mittels  (1)  berechnet 
werden.  Das  Linienelement  l^  der  Evolute  k,  ist  somit  be- 
kannt, wenn  die  Werte  von  x,  y,  y',  y"  gegeben  sind. 

Die  Evolute  k^  von  /»•,  heiße  die  zweite  Evolute  von  /.-. 
Dem  Element  /j  von  /c^  entspricht  ein  Element  l,  von  /Cg*,  es 
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liegt  auf  der  Normale  des  Elements  l^.  Sind  a,,  //g,  U-/  die 
Bestimmungsstücke  von  h,  so  ist  zunächst: 

1 

weil  L^  auf  der  Normale  von  l.^  und  somit  auf  einer  Parallelen 
zu  l  liegt.     Außerdem  ergibt  sich  entsprechend  (1): 

(3)  ^2=^1-'^^''%:',     !/2=2/i+'"t-'"- 

Dabei  bedeuten  _(//  und  y^'  die  Ableitungen  dy^  :  dx^^  und 
d^y^  :  dx-^^.  Die  Werte  von  .Tg  und  y^  lassen  sich  aus  (3)  mit 
Hilfe  von  (1)  und  (2)  berechnen,  wenn  y^"  schon  gefunden  ist. 
Aber  hierfür  geht  nach  {2)  und  (1)  der  Wert  hervor: 

j     '       j    '    7  ^M rY-dx         ., 

,, ^  dy^  ^  dy^  \dx^  ^     \      y  ) ^  y  1 

•^^         dx^        dx^-.dx  dXj-.dx  y'^dx^idx 

oder: 

Das  Linienelement  /g  der  zweiten  Evolute  /ü  von  k  ist  somit 
bekannt,  wenn  die  Werte  von  x,  y,  y',  y'\  y"  gegeben  sind. 

Diese  Schlüsse  lassen  sich  fortsetzen,  indem  man  zur  Evo- 
lute Ä'g  von  /.-g,  der  sogenannten  dritten  Evolute  von  /.-,  über- 
geht, usw.  Allgemein  folgt:  Das  zum  Element  l  von  1:  gehörige 
Element  l^_.^  der  {r  —  ly^"  Evolute  l\._-^  von  l-  ist  bekannt,  wenn 
die  Werte  von  x,  y,  y,  ■  ■  ■  «/^''^  gegeben  sind. 

Umgekehrt:  Wenn  r  Linienelemente  (x,  y,  y'),  [x^,  y^,  y^), 
•  •  •  {^r-i,  yr-i,  y'r-i)  «der  l,  l„  .  ..  /,_,  so  angenommen  wer- 
den, daß  jedes  folgende  auf  der  Normale  des  vorhergehenden 
gelegen  ist,  so  geben  beide  Gleichungen  (1)  für  y"  denselben 
Wert,  ebenso  beide  Gleichungen  (3)  für  y/'  denselben  Wert 
usw.  Aus  (4)  findet  man  alsdann  auch  y'".  Ebenso  erkennt 
man,  daß  sich  y^"^,  .  .  .  y/^'"'  berechnen  lassen,  so  daß  also  durch 
die  Annahme  jener  r  Elemente  l,  h,  ■  ■  ■  Ir-i  ^^^^^  -^'j  ^j  y'f  ■  •  ■  -'/^'^ 
bestimmt  werden. 

Nach  diesen  notwendigen  Vorbemerkungen  betrachten  wir 
eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  r^"  Ordnung: 

(5)  y^'^  =  K^,  y,  y\  ■■■  y^'"'^)- 

Hier  kann  man  x,  y,  y',  .  .  .  y^'"^''  im  Bereiche  der  Gleichung 
willkürlich  wählen.     Dann  gibt  es  eine    und    nur  eine  Lösung 
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y  =  cp(x),  die  nebst  ihren  Ableitungen  bis  zur  (r  —  1)'*'"  Ord- 
nung für  den  angenommenen  Wert  von  x  die  angenommenen 
Werte  y,  y',  ■  .  ■  y^''~^^  bat.  Das  Bild  der  Funktion  y  =  cp{x) 
heißt  eine  Integralkurvc,  und  auf  Grund  der  vorhergehenden 
Betrachtungen  läßt  sich  nun  die  charakteristische  Eigenschaft 
der  Integralkurven  geometrisch  ausdrücken.  Denn  wenn  x,  y, 
y,  .  ■  ■  y'"'"^^  im  Bereiche  willkürlich  gewählt  werden,  bestimmt 
(5)  noch  y^''\  Tax  den  r  +  2  Werten  x,  y,  y',  .  ■  .  y^''^  gehören 
nun  r  Linienelemente  ^,  ^i,  -  ■  ■  1,-1  derart,  daß  jedes  folgende 
auf  der   Normale    des    vorhergehenden    gelegen   ist.     Sind  ili, 

Jfi,  .  .  .  Jf^_i  die  Punkte  der 
Elemente,  so  sei  zunächst 
derjenige  Kreis  Xq  um  ilf^_i 
konstruiert,  der  durch  Mj._^ 
geht,  also  das  Element  7^_2 
enthält,  siehe  Fig.  48  für  den 
Fall  r  =  4.  Nun  werde  die- 
jenige Evolvente  y,^  von  %q 
konstruiert,  die  das  Element 
?^_3  enthält,  dann  diejenige 
Evolvente  n^  von  Xj,  die  das 
Element  l^_i  enthält,  usw. 
Schließlich  gelangt  man  zu  einer  Kurve  >c,._2;  die  das  Element  J 
enthält  und  eine  Evolvente  (r  —  2)*^''  Ordnung  des  Kreises  Xq 
heißen  möge.  Wenn  y  =  4<(x)  die  Gleichung  dieser  Evolvente 
7tj._2  ist,  sind  diejenigen  Werte,  die  ^'(a;),  t'ix),  ■  •  •  4'''''\x)  für 
den  angenommenen  Wert  von  x  haben,  gerade  dieselben  wie 
die  für  y,  y\  ■  .  .  y''''~^^  angenommenen  Werte  und  der  aus  (5) 
berechnete  Wert  y^''\     Nach  Nr.  214  besagt  dies: 

Es  gibt  eine  und  nur  eine  Integralhirve  /.',  die  im  Punlde 
M  von  l  die  Kreisevolvente  (r  —  2)'*''  Ordnung  y.,._2  in  minde- 
stens r^""  Ordnung  berührt. 

Da  X,  y,  y',  ■  •  ■  y^''~^^  innerhalb  des  Bereiches  beliebig  ge- 
wählt werden  können,  gibt  die  vorhin  durchgeführte  Konstruk- 
tion eine  (r -\- l)-fach  unendlicJie  Schar  von  Kreisevolventen 
(r  —  2)'"'  Ordnung  7i,._2  und  (tiif  jeder  einen  bestimmten  Punld 
M.  Umgekehrt  aber  gehört  jeder  Punkt  M  einer  {r  —  l)-faeh 
unendlichen  Schar  von  solchen  Kreisevolventen  an,  denn  wenn 
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31  oder  (x,  y)  gewählt  worden  ist,  können  noch  die  r  —  1  Größen 
y,  y",  .  .  .  y^''~^^  beliebig  angenommen  werden. 

Dadurch  also,  daß  eine  gewöhnliche  Differentialgleichuncr 
^ter  Ordnung  (5)  gegeben  ist,  wird  in  der  Ebene  eine  (r  -f-  1)- 
fach  unendliche  Schar  von  Kreisevolventen  (r  —  2)'®""  Ordnung 
x^_2  derart  bestimmt,  daß  zu  jedem  Punkte  31  eine  (r  —  1)- 
fach  unendliche  Schar  solcher  Evolventen  gehört.  Eine  Kurve 
ist  nun  dann  und  nur  dann  eine  Infegrnlkurve,  wenn  sie  in 
jedem  ihrer  Pimlde  M  eine  der  zugehörigen  Evolventen  in  min- 
destens /•'*'"  Ordnung  berührt. 

Im  Falle  r  =  2,  d.  h.  im  Falle  einer  gewöhnlichen  Diffe- 
rentialgleichung ziveiter  Ordnung,  treten  an  die  Stelle  der  Evol- 
venten (r  —  2)*^'  Ordnung  die  Kreise  -Aq  selbst,  nämlich  die 
Krümmungskreise  der  Integralkurven. 

785.  Hilfsatz  über  linear  abhängige  Funktionen. 
Diese  Nummer  stellt  eine  Einschaltung  dar,  die  sich  mit  der 
Frage  beschäftigt,  wie  man  analytisch  feststellen  kann,  ob  n 
Funktionen  f\{x\  f^ix),  .  .  .  f„{x)  linear  abhängig  oder  unab- 
hängig sind.  Man  nennt  nämlich  wie  in  Nr.  770  die  Funk- 
tionen linear  abhängig,  falls  es  eine  lineare  Gleichung: 
(1)  ej,  {x)  +  e,f,{x)  -f  •  •  •  4-  cj„{x)  =  0 

zwischen  ihnen  gibt,  worin  c^,  c^,  ■  ■  ■  c^  konstant,  aber  nicht 
sämtlich  gleich  Null  sind.  Es  leuchtet  sofort  ein,  daß  n  Funlc- 
tionen  linear  abhängig  sind,  sobald  dies  von  )i  —  1  unter  ihnen 
gilt,  denn  eine  Gleichung  von  der  Form: 

ordnet  sich  der  Form  (1)  für  f „  =  0  unter.    Ferner  folgen  aus 

(1)  durch  (« — l)-malige  Differentiation  die  n  —  1  Gleichungen: 

oJ.^Kx)  +  e,U\x)  +  •  •  •  +  cj^('){x)  =  0 

(2  =  1,  2,  .  .  .  n  -  1), 

die  zusammen  mit  (1)  das  Verschwinden  der  Determinante: 

\ax)      ax)      .  .  ax) 


(2) 


D 


/i'(^)  f^{x) 


fn'W 


erfordern,  weil  c^,  c.^,  .  .  .  e^  nicht  sämtlich  gleich  Null  sind. 
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Nun  gilt  auch  die  Umkebrung  hiervon:  Wir  wollen  be- 
weisen, daß  f\{x),  f'i{x),  .  .  .  f„(x)  linear  abbängig  sind,  sobald 
J)  =  0  ist.  Dies  ist  im  Falle  einer  einzigen  Funktion  f{x) 
richtig,  denn  dann  ist  D  =  f{x).  Nebenbei  bemerkt  haben  wir 
es  auch  schon  für  n  =  3  bewiesen,  wie  Satz  7  in  Nr.  275  zeigt, 
jedoch  wurden  damals  zum  Beweise  Betrachtungen  über  die 
Torsion  von  Raumkurven  benutzt.  Demgegenüber  gehen  wir 
hier  rein  analytisch  vor.  Jedenfalls  darf  der  Schluß  von  n—  l 
auf  n  gemacht  werden,  d.  h.  es  darf  vorausgesetzt  werden,  daß 
die  zu  beweisende  ümkehrung  für  weniger  als  n  Funktionen 
gelte. 

Verschwände  irgendeine  derjenigen  (n  —  l)-reihigen  Unter- 
determinanten Wj(a;),  032  (^),  •  •  •  ^n(^)  '^'^^  -^>  ^^®  ^^  ^^^  -^^®" 
menten  der  letzten  Zeile  gehören,  wäre  z.  B.  oo.^{oc)  =  0,  so 
würde  die  entsprechende  Determinante  für  die  n  —  1  Funk- 
tionen fi(x),  f-2,{^),  •  ■  '  fn-i{^)  verschwinden,  so  daß  aus 
dem  Satze  (für  n  —  1 )  folgen  würde,  daß  diese  n  —  1  Funk- 
tionen linear  abhängig  wären.  Dies  aber  würde,  wie  gesagt, 
die  lineare  Abhängigkeit  aller  n  Funktionen  bedeuten.  Folg- 
lich braucht  der  Satz  nur  noch  unter  der  Voraussetzung  be- 
wiesen zu  werden,  daß  alle  {n  —  l)-reihigen  Unterdeterminanten 
(o^{x),  «2(^)7  •  •  •  '^/X*')  ^^^'  Flemente  der  letzten  Zeile  von  D 
von  Null  verschieden  sind.  Die  Summe  ihrer  Produkte  mit 
den  entsprechenden  Elementen  irgend  einer  Zeile  ist  gleich  Null 
oder  D,  je  nachdem  die  Elemente  einer  der  n  —  1  ersten  Zeilen 
oder  der  letzten  angehören.  Da  aber  auch  D  =  0  vorausgesetzt 
wird,  gelten  alle  n  Gleichungen: 
(3)     CO,  (x)f,(^Kx)  +  co,{a:)f,^'){x)  +  •■■  +  coSx)t7\x)  =  0 

{i  =  0,  1,  2,  ...  n  -  1). 
Dabei  bedeuten  die  nullten  Ableitungen  die  B\mktionen  selbst. 
Wird  irgend  eine  Gleichung  differenziert  und  von  ihr  die  nächste 
Gleichung  abgezogen,  so  gehen  die  n—1  Gleichungen  hervor: 

^A^)A^Kx)  -f  co^{x)U%x)  -f  •  •  •  +  «;(:r)/;«(a;)  =  0 
(/  =  0,  1,  2,  ...  w  -  2). 
Infolge    hiervon   verhalten    sich  «/(ic),  ou^'ix),  .  .  .  co^'{x)  zuein- 
ander wie  diejenigen  (n  —  l)-reihigen  Determinanten,  die  durch 
Streichen  je  einer  Keihe  aus  der  Matrix  (vgl.  Nr.  777): 
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hervorgehen  und  nichts  anderes  als  io^{x),  «2(0:),  .  .  .  (o^^^)  sind. 
Mithin  ist: 

io^{x)         co^{x)  co„{x)  ' 

Werden  alle  diese  Brüche,   deren   Nenner   sämtlich    von    Null 
verschieden  sind,  mit  q(x)  bezeichnet,  so  kommt: 


-^"^-«.(4     d.h.     <o,ix)  ~  c,ef^^"" 
{i-l,2,...  n), 
wobei  c-  =  konst.  ist  und  die  Quadratur  von  einer  bestimmten 
unteren  Grenze  an  vollzogen  werden  kann.    Einsetzen  der  Werte 

von  G)^{x),  co^ix),  .  .  .  cö^{x)    in  die  erste  Gleichung  (3)  liefert: 

wie  zu  beweisen  war.     Mithin  haben  wir  den 

Satz  4:  Solche  n  Funliionen  fiipc),  f2{x),  .  :.  fjx)  von  x, 
die  in  einem  getneinsamen  Intervalle  bestimmte  endliche  Ablei- 
tungen bis  zur  (n  —  1)'^"  Ordnung  einschließlich  haben,  sind  dann 
und  nur  dann  linear  abhängig,  icenn  die  Determinante: 

fli^)  a^)  ■       ■      /n(^) 


f^Xx)  f^'(x) 


fnX^) 


fn^^-'K^) 


verschwindet. 

Werden  unter  fi{x),  f^ix),  .  .  .  f„{^)  Funktionen  verstanden, 
deren  erste  Ableitungen  die  bisher  so  bezeichneten  Funktionen 
sind,  so  geht  die  folgende  Form  des  Satzes  hervor,  die  auch 
öfters  gebraucht  wird: 

Satz  5:  Zwischen  solchen  n  Funliionen  fi{x),  f^ix), .  .  .  f„{x) 
von  X,  die  in  einem  gemeinsamen  Intervalle  bestimmte  endliche 
Ableitungen  bis  zur  n*^"-  Ordnung  einschließlich  haben,  besieht  dann 
und  nur  dann  eine  lineare  Gleichung: 
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Ci/;(^)  +  CsAC^)  +  •  ■  •  +  cj^{x)  =  konst. 
mit  nicht  sämtlich   verschwindenden  konstanten  Koeffizienten  q, 
c^,  .  .  .  c^,  wenn  die  Determinante  der  Ableitungen  bis  zur  m'*"  Ord- 
nung gleich  Null  ist: 

f,"(x)   u'(x)    .  .  f:\x)  I 

=  0.  :. 


Nun 


/;«(^)  u%x)  .  .  f,(-\x) 

Für  n  =  3  ist  dies  der  Satz  7  von  Nr.  275. 
786.   Wesentliche    willkürliche   Konstanten. 

liege  eine  Funktion 

(1)  y^cp{x,C„C„...  a) 

von  X  und  r  willkürlichen  Konstanten  C^,  C^,  .  .  .  C^  vor.  ■  In 
Nr.  782  erkannten  wir,  daß  die  allgemeine  Lösung  einer  ge^ 
wohnlichen  Differentialgleichung  r*^""  Ordnung  eine  solche  Funk- 
tion ist.  Wenn  nun  nicht  eine  Differentialgleichung,  sondern 
eine  Funktion  (1)  vorliegt,  erhebt  sich  die  Frage,  ob  bzw.  unter 
welchen  Umständen  die  Funktion  in  der  Tat  die  allgemeine 
Lösung  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  r"'"'  Ordnung 
ist.  Dabei  werde  vorausgesetzt,  daß  es  einen  Variabilitäts- 
bereich gebe,  innerhalb  dessen  diese  Funktion  und  ihre  r  ersten 
Ableitungen  nach  x  stetig  in  bezug  auf  alle  r  +  1  Größen 
X,  C^,  C^,  .  .  .  C^  sind  und  stetige  partielle  Ableitungen  erster 
Ordnung  nach  Cj^,  C^,  .  .  ■  C^  haben. 

Wenn  die  r  folgenden  Gleichungen,  in  denen  der  Akzent 
die  Differentiation  nach  x  andeutet: 

y  =  cp{x,  Gl,  C^,  ...  C;), 
y  =  cp\x,  Ol,  c;, .  .  .  0,.), 


(2) 


y 


(r-l) 


Auflösungen  nach  C^,  Cg, 
der  Auflösungen  in: 


.  C^  haben,   gibt   die  Substitution 


y 


[r) 


cpC-^x,  C„C„...  a) 


sofort    die    gewünschte    gewöhnliche    Differentialgleichung    r**' 
Ordnung : 
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y 


{'■) 


f{x,y,  y,  ..  .  y^'--'^). 


D  = 


Nach  Satz  17,  Nr.  697,  stellt  fest,  daß  es  solche  Auflösungen 
der  r  Gleichungen  (2)  nach  C^,  (7,,  .  .  .  C^.  gibt,  sobald  die 
Funktionaldeterminante 

<p  (p'  ...  q)^''~^^'^ 
A  C,  .  .  .  6V 
von  NuU  verschieden  ist.  Alsdann  gibt  es  auch  keine  gewöhn- 
liche Differentialgleichung  von  niedrigerer  als  r^^^  Ordnung,  der 
die  Funktion  (1)  genügt,  da  sich  C\,  Cg,  ...  C^  aus  (2)  nicht 
eliminieren  lassen. 

Aber  es  steht  noch  vöUig  dahin,  was  sich  ergibt,  ivenn 
jene  FunltionaJdeterniinanie  für  die  erlaubten  Werte  ton  x  und 
Cj,  C^,  .  .  ■  C^  verscliivindet.    Dies  soU  jetzt  untersucht  werden. 

Wird  zur  Abkürzung: 


dcp 


-u, 


dC.. 


(2)  ac. 

gesetzt,  so  lautet  die  Funktionaldeterminante  so 

i/i  f2  .       •       fr  \ 

D=     ■  •  •     •     • 


fr 


1/1  /2  'fr 

dabei    sind  f^jf^,  ■■•fr  Funktionen    von   x,   die   außerdem  C\, 
C^,  .  .  .  C^  enthalten. 

Es  soll  also  J)  =  0  angenommen  werden.  Dabei  sei  zu- 
nächst vorausgesetzt,  daß  nicht  alle  diejenigen  {r  —  l)-reihigen 
Unterdeterminanten  von  D  verschwinden,  die  zu  den  Elementen 
der  letzten  Zeile  gehören.  Weil  die  Reihenfolge  in  den  Bezeich- 
nungen der  r  willkürlichen  Konstanten  C^,  C^,  .  .  .  C^  ohne  Be- 
lang ist,  darf  alsdann  insbesondere  angenommen  werden,  daß 
die  (r  —  l)-reihige  Unterdeterminante: 

;/.  f.  ■       ■       fr  , 


/;' 


(4) 


/a' 


fr 


+  0 


^^(.-2)        ^^(.-2) 


sei. 
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Aus  D  =  0  folgt  nach  Satz  4  der  letzten  Nummer,  daß 
zwischen  fu  f^,  ■  •  •  fr  ^^^^  lineare  homogene  Gleichung  mit 
nicht  sämtlich  verschwindenden  Koeffizienten  besteht: 

(5)  Ci/;  +  c2/;  +  ---  +  c,/;=o. 

Die  Koeffizienten  c^,  c.^,  ...  c^  sind  zwar  frei  von  x,  werden 
aber  im  allgemeinen  noch  von  den  r  willkürlichen  Konstanten 
C^,  G^,  .  .  .  G^  abhängen.  Man  sieht  leicht,  daß  c^  +  0  ist  und 
die  Koeffizienten  nach  Division  der  Gleichung  (5)  mit  q  stetige 
Funktionen  von  C^,  G^,  ...  G^  mit  stetigen  partiellen  Ab- 
leitungen erster  Ordnung  werden.  Denn  (r  — 2) -malige  Differen- 
tiation von  (5)  gibt  die  r  —  2  Gleichungen: 

cJi^'^  +  ^2/2^''^  +  •  •  •  +  cj7^  =  0  (i=l,2,...  r  -  2), 
die  zusammen  mit  (5)  besagen,  daß  sich  q,  Cg,  .  .  .  c,.  wie  die- 
jenigen (r  —  l)-reihigen  Unterdeterminanten  von  D  zueinander 
verhalten,  von  denen  vorhin  die  Rede  war.  Die  auf  c^  bezüg- 
liche ist  die  von  Null  verschiedene  Determinante  (4),  und  alle 
jene  Unterdeterminanten  sind  in  bezug  auf  O^,  C,,  ...  0^  nebst 
ihren  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  stetig. 

Mithin  gibt  (5)  nach  Division  mit  c^  und  mit  Rücksicht 
auf  (3)  eine  Gleichung  von  der  Form: 

d'c;  +  "^2  gc;  +  ^3  ac;  +  •  •  •  +  to,  -^  =  u, 

wo  CD,;  «3,  ...  co^  nebst  ihren  partiellen  Ableitungen  erster 
Ordnung  stetige  Funktionen  von  G^,  G.^,  .  .  .  G^  sind.  Hier 
aber  liegt  für  die  Funktion  (p,  sobald  sie  als  eine  Funktion 
von  G^,  Cg,  ...  Gj.  betrachtet  wird,  die  außerdem  noch  eine 
willkürliche  Größe  x  enthält,  eine  partielle  Differentialgleichung 
vor,  die  nach  Satz  3,  Nr.  762,  nur  r  —  1  voneinander  unab- 
hängige Lösungen  A^,  /lg,  ...  A^_i  hat,  indem  jede  andere  Lö- 
sung q)  eine  Funktion  von  X^,  l^i  •  ■  ■  ^r-i  ^^^^  muß.  Dabei 
sind  Aj,  A2,  .  .  .  A,._j  Funktionen  von  Q,  Cg,  ...  G^.  allein,  aber 
(p  enthält  außerdem  x.  Demnach  ergibt  sich  eine  solche  Dar- 
stellung von  g): 

cp{x,  Ol,  G^,  ...  G,.)  =^  ^(x,  Ai,  X,,  .  .  .  A,_0. 
Werden   nun  r  —  1  neue  willkürliche  Konstanten  0/,  Cy, 
•  •  •  ^'r-i  vermöge: 
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C'r-r 


K-r{<\,---  Q 


eingeführt,  so  kommt: 

cp(x,  C„  C„...  C,)  =  <I>ix,  C,',  6V,  . . .  6';_,). 
Ohne  also  die  Allgemeinheit  der  Funktion  cp  mit  ;•  willkür- 
lichen Konstiinten  zu  beeiutriichtigen,  kann  man  die  Anzahl 
der  Konstanten  dadurch  um  Eins  erniedrigen,  daß  man  r  —  1 
geeignete  Funktionen  von  ihnen  als  neue  willkürliche  Kon- 
stanten einführt.  Deshalb  sagt  man  in  diesem  Falle,  daß  die 
r  willkürlichen  Konstanten  C^,  Cg,  ...  C^.  in  der  vorgelegten 
Funktion  cp  nicht  sämtlich  wesentlich  sind. 

In  dem  vorhin  ausgeschlossenen  Falle,  wo  die  Determinante 
(4)  gleich  Null  ist,  läßt  sich  dasselbe  in  Hinsicht  auf  die 
r —  1  ersten  Konstanten  (\,  C\,  .  .  .  C^_i  auf  demselben  Wege 
schließen,  so  daß  diese  r  —  1  Konstanten  durch  höchstens  r  —  2 
ersetzt  worden  können,  zu  denen  dann  noch  die  Konstante  C^ 
tritt.  Also  auch  dann  ist  die  Zahl  der  willkürlichen  Konstanten 
mindestens  um  Eins  zu  erniedrigen.  Mithin  gilt  allgemein  der 
von  Jacobi  herrührende 

Sats:  (!:  Ist  cp(x,  6\,  Cg,  .,.  .  C^)  eine  Funltion  von  x  und 
r  ivillkiirlichen  Konstanten  C^,  C^,  ...  0^  derart,  daß  diese  Funl- 
tion und  ihre  Ableitungen  nach  x  bis  zur  {)'  —  1)'^"  Ordnung 
einschließlieh  in  einem  gewissen  Variabilitätsbereiche  stetig  in 
hezug  auf  alle  r  -\-  1  G^-'ößen  x,  Cy,  C\,  ...  C^  si)id  und  stetige 
partielle  Ableitungen  erster  Ordnung  hinsiehtlieh  C\,  C^,  ...  C^ 
haben,  so  läßt  sicJi  die  FunJdion  durch  x  und  iveniger  als  r  will- 
kürlicJiC  Konstante  dann  und  nur  dami  ausdrüeken,  wenn  die 
Determinante: 


dcp 

ay 

dxdCi 


dtp 

ac; 

dxdC. 


dcp 

dCr 

_a»T_ 

dxdC^ 


(7  <p  f  (f  0  q)         \ 

verschwindet. 

Man  kann  hinzufügen,  daß  folglieh   mir  dann,  wenn  diese 
Determinante  tiield  verschwindet,  die   Funktion 
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y  =  cp{x,  C„  C,^,  ...  C,.) 
die   allgemeine  Lösung   einer  gewöhnlichen   Differentialgleichung 
yter  Ordnung   vorstellt.     Ist   dagegen    die    Determinante   gleich 
Null,  so  ist  die  Funktion  die  allgemeine  Lösung  einer  gewöhn- 
lichen Differentialgleichung   von    niedrigerer    als    r'"'   Ordnung, 


§  2.  Differentialgleichungen  in  allgemeiner  Form. 

787.  Allgemeine   Lösung'.     Unter   dem   Bereiche    einer 
gewöhnlichen  Differentialgleichung  r*""'  Ordnung: 

(1)  F{x,  y,  y',...  ^('■))  =  0 

wird  ein  Variabilitätsbereich  verstanden,  innerhalb  dessen  F 
und  alle  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  von  F  stetige 
Funktionen  der  r  -\-  2  Veränderlichen  x,  y,  y',  ■  ■  ■  y'^''^  sind. 
Dieser  Bereich  soll  nie  verlassen  werden.  Mit  Hilfe  der  Sätze 
15  und  16  von  Nr.  696  kann  man  die  Betrachtungen  von 
Nr.  781  und  782  leicht  auf  die  Gleichung  (1)  übertragen. 
Wenn  nämlich: 

(2)  x  =  a,     y  =  h,     /=  &^,  .  .  .  ^W  =  &^ 

ein  solches  bestimmtes  Wertsystem  innerhalb  des  Bereiches 
ist,  das  der  Gleichung  (1)  genügt,  für  das  aber  dFiSy'^''^  nicht 
gleich  Null  wird,  gibt  es  nach  Satz  15,  Nr.  696,  eine  und  nur 
eine  Auflösung  der  Gleichung  (1)  nach  y'-''^: 

(3)  yi')  =  fXx,y,y,...y('-'^), 
die  innerhalb  einer  gewissen  Umgebung: 

(4)  \x-a\£l;     \y-h\£k,  ...'  iß-'^  -  \_,  ^  <  h 

der  Stelle  (a,  &,  l^,  ...  h^_^)  alle  diejenigen  Werte  von  «/('') 
definiert,   die    der  Gleichung  (1)    in  einem  gewissen  Intervalle 

(5)  W^-K\<h 

genügen.  Dabei  ist  die  Funktion  (3)  in  der  Umgebung  (4) 
stetig.  Nach  Satz  16  derselben  Nummer  696  kommen  ihr 
ebenda  stetige  partielle  Ableitungen  erster  Ordnung  zu.  Die 
Integration  der  Differentialgleichung  (1)  kommt  also  in  der 
durch  (4)  und  (5)  bedingten  Umgebung  der  Stelle  (2)  auf  die 
der  aufgelösten  Differentialgleichung  (3)  zurück. 

Nun  kann  es  sein,  daß  zu  den  Werten: 
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(6)  x  =  a,  y  =  h,  y=-b„  ...  y^'-''>  =  b^_^ 
innerhalb  des  Bereiches  der  Differentialgleichung  (1)  mehrere 
Werte  &,.  von  ij^''^  gehören,  die  der  Gleichung  (1)  genügen,  und 
daß  für  alle  diese  Werte  dF :  dy^''^  ^  0  wird.  Dann  gibt  es 
melirere  aufgelöste  Differentialgleichungen  (3),  und  die  vollstän- 
dige Integration  von  (1)  in  der  Umgebung  der  Stelle  (6)  ist 
erst  dann  geleistet,  wenn  alle  so  hervorgehenden  Gleichungen 
(3)  daselbst  vollständig  integriert  worden  sind. 

Werden  Anfangswerte: 

(7)  X  =  Xq,    y==y^,    /  =  y^,  . . .  y^'-^^  =  ^„f'- 1) 

in  der  gestatteten  Umgebung  der  Stelle  (6)  beliebig  angenom- 
men, so  gehört  zu  ihnen  bei  jeder  einzelnen  der  hervorgehen- 
den Differentialgleichungen  (3)  je  eine  Lösung  y  =  (p{x)  in 
dem  Sinne,  daß  (f{x),  (p'(x),  ...  (p'^''~'^\x)  für  x  =  Xq  die  An- 
fangswerte ^Q,  i/o',  .  .  .  i/o^'""^)  haben.  Da  nun  die  r^"  Ableitung 
y^''^  für  X  =  Xq  bei  jeder  einzelnen  Differentialgleichung  (3)  in 
einem  gewissen  Intervalle  um  den  zugehörigen  Wert  h^  herum 
liegt,  siehe  (5),  so  schließt  man  wie  in  Nr.  707  (und  in  Nr.  776), 
daß  man  die  Umgebung  der  Stelle  (6)  soweit  beschränken  kann, 
daß  auch  überall  in  der  Umgebung  die  r*®"*  Ableitungen  aller 
dieser  Lösungen  für  x  =  Xq  voneinander  verschieden  sind.  Ent- 
sprechend den  Sätzen  4  und  IG  von  Nr.  707  und  Nr.  776  gilt 
daher  der 

Sats  7:  Wenn  die  (jeivöhnliche  Differentialgleichung  r'*'' 
Ordnung: 

F{x,  y,  y,  .  .  .  !/('•);  =  0 
an  der  Stelle: 

x^a,     y  =  h,     y  =  h^,  .  .  .  y('-^^  =  h^_^ 

nur  durch  .solche  Werte  von  y^''^  he  friedigt  wird,  für  die  c  F :  c  y^''' 
nicht  gleich  Null  ivird,  gibt  es  eine  Umgebung  dieser  Stelle,  in 
der  nirgends  für  swei  verschiedene  Lösungen  der  Differentialglei- 
chung alle  Werte  von  y,  y,  y",  .  .  .  y^''^  bei  der  einen  mit  denen 
bei  der  anderen  übereinstimmen. 

Wenn  man  a;  und  y  wie  in  Nr.  783  und  784  als  recht- 
winklige Koordinaten  in  der  Ebene  deutet,  heißt  dies:  Keine 
zwei  verschiedene  Intcgralkurven  haben  an  einer  Stelle  jener 
Umgebung   eine  Berührung   in   mindestens  r'"''"  Ordnung,    es    sei 
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denn,  daß  sie  überhaupt  miteinander  identisch  sind,  vgl. 
Nr.  214. 

788.  Singulare  Elemente  r*^'^  Ordnung  und  singu- 
lare Lösungen.  Einen  Inbegriff  von  Werten  von  x,  y,  y', 
.  .  .  y^'")  nennen  wir  ein  Element  r"^'"  Ordnung,  also  ein  Linien- 
element {x,  y,  y)  ein  Element  erster  nnd  ein  Krümmungsele- 
ment {Xj  y,  y,  y")  —  vgl.  Nr.  783  —  ein  Element  zweiter  Ord- 
nung. Wir  sagen  ferner:  Der  Funktion  oder  Kurve  y  =  cp{x) 
gehört  ein  bestimmtes  Element  r^^^'  Ordnung  {pc^,  y^,  y^',  .  .  .  y^'^''^) 
an,  wenn  q){x),  (p\x),  .  .  .  (p^''^[x)  für  x  =  x^  die  Werte  t/q,  y^', 
,  .  .  yQ^'''>  haben. 

Der   Bereich    der    gewöhnlichen    Differentialgleichung    r**' 
Ordnung: 
(1)  Fix,  y,  y',...  !/('■))  =  0 

besteht  nun  aus  lauter  Elementen  r"''"  Ordnung,  nämlich  aus 
allen  denjenigen,  für  die  F  und  die  partiellen  Ableitungen 
erster  Ordnung  von  F  stetig  sind.  Die  Differentialgleichung 
selbst  definiert  innerJialh  dieses  Bereiches  eine  (r -f  \)-fach  un- 
endliche Schar  von  Elementen  r^^''  Ordnung,  weil  die  r  +  1 
Größen  x,  y,  y',  .  .  ■  y^''~^^  beliebig  gewählt  werden  können,  wäh- 
rend (1)  die  dazu  gehörigen  Werte  von  i/^'^  bestimmt.  Eine 
Kurve  ist  dann  und  nur  dann  eine  Integralkurve,  tvenn  sie 
lauter  solche  Elemente  r*"'  Ordnung  hat,  die  der  Differential- 
gleichung genügen. 

Singular  soll  nun  jedes  Element  r*'"'  Ordnung  heißen,  das 
der  Differentialgleichung  (1)  genügt  und  für  das  überdies  cF:  dy^'''> 
gleich  Null  /vird.  Aus  den  letzten  Bemerkungen  der  vorigen 
Nummer  ergibt  sich  dann  als  Verallgemeinerung  des  Satzes  5 
von  Nr.  708: 

Satz  8:  Zwei  verschiedene  Integrallmrven  einer  gewöhn- 
lichen Differentialgleichung  r'^""  Ordnung  Jcönnen  einander  an  einer 
Stelle  nur  dann  in  höherer  als  (r  —  1)'*'"  Ordnung  berühren, 
wenn  sie  daselbst  ein  singidäres  Element  r'^''  Ordnung  gemein 
haben. 

Eine  Lösung  der  Differentialgleichung  (1)  soll  singulär 
heißen,  wenn  sie  lauter  singulare  Elemeiite  r**""  Ordnung  ent- 
hält. Sie  wird  durch  eine  singulare  IntcgralJxurve  dai-gestellt. 
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Alle  übrigen  Lösungen  bzw.  Integralkurven,  nämlich  die  in 
voriger  Nummer  betrachteten,  heißen  regulär.  Eine  Differen- 
tialgleichung von  der  Form: 

y(r)=.fix,  y,  y,  .  ..  f/('-^)) 

hat,    da  hier  F  =  y^''' —  f,   also  cF :  cy^'''^  =  1  ist,   heine   siugu- 
lären  Elemente  r^^^  Ordnung   und   keine   singulUren  Lösungen. 
Die  Funktion  y  =  cp{x)  ist  eine  singulare  Lösung  von  (1) 
wenn  die  Werte: 

y  =  fp(^),   y  =  ^>^^\  ■ '  ■  y^"^  =  fp^''Kx) 

nicht  nur  der  Gleichung  (1),  sondern  auch  der  Gleichung 

(2)  dFjx^y.y         y^'-^)^^ 

genügen.  Da  nun  aus  (1)  durch  vollständige  Differentiation 
nach  X  die  Gleichung: 

dF   .    BF   ,  dF       ,^s    .     dF     ,.,  .,       ^ 

dx        dy  ^  cy^^~^^''  dy'^  ' 

hervorgeht,   liefert  (2)    für   die   singulären  Lösungen   noch  die 

Bedingung: 

/Q\  c F       d F    ,  dF       (  ■.       „ 

(3)  Jx^Jyy  +  ----^3y^r-vy^'^  =  0. 

Diese  Begriffe  und  Bedingungen  gehen  auch  hervor,  wenn 
mau  die  Betrachtungen  von  Nr.  777  auf  dasjenige  System  erster 
Ordnung  anwendet,  das  der  Differentialgleichung  (1)  nach 
Nr.  663  äquivalent  ist. 

Im  Falle  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  zeigte  sich  in  Nr.  711,  daß  eine  singulare  Integral- 
kurve unter  Umständen  ein  Ort  von  singulären  Punkten  regu- 
lärer  Integralkurven  ist,  während  sich  in  Nr.  710  ergab,  daß 
auch  die  Einhüllenden  regulärer  Integralkurven  singulär  sind. 
Etwas  Entsprechendes  gilt  bei  Differentialgleichungen  höherer 
Ordnung.  Wir  wollen  uns  hier  im  folgenden  auf  die  Be- 
trachtung solcher  singulärer  Integralkurven  beschränken,  die 
Einhüllende  von  regulären  Integralkurven  sind.  Dabei  treten 
jedoch  wesentlich  neue  Gesichtspunkte  auf,  deren  Erörterung 
die  folgenden  Nummern  gewidmet  sind 

789.  Einhüllende  r^*''  Ordnung  als  singulare  Integral- 
kurven.   Wir  sagen,  daß  eine  einfach  unendliche  Kurvenschar: 
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(1)  y  =  (fix,  C) 

mit  einer  willkürliclien  Konstante  C  eine  Einhüllende  von  min- 
destens r*"''  Ordnung  hat,  wenn  ihr  nach  Nr.  210  eine  Ein- 
hüllende zukommt  und  wenn  diese  Einhüllende  jede  Kurve  der 
Schar  in  mindestens  r*®'"  Ordnung  berührt.  Die  Bedingungen 
hierfür  sind  leicht  aufzustellen.  Nach  Nr  210  muß  die  Ein- 
hüllende eine  Gleichung  von  der  Form: 

(2)  y  =  (p{x,  a{x)) 

haben,  so  daß  sie  also  an  irgend  einer  Stelle  x  =  x^  einen  Punkt 
mit  derjenigen  Kurve  der  Schar  (1)  gemein  hat,  für  die  C  den 
Wert  c^(^o)  abnimmt.  Die  Gleichung  y  =  cp  {x,  a)  stellt  also  die 
Einhüllende  oder  eine  einzelne  Kurve  der  Schar  (1)  dar,  je  nach- 
dem man  a  in  ihr  als  die  Funktion  von  x  oder  als  eine  Kon- 
stante auffaßt.  Nach  Nr.  214  ist  daher  für  eine  Einhüllende 
in  mindestens  r*"'  Ordnung  das  Bestehen  der  r  Gleichungen  er- 
forderlich : 

(3)  ^^^^  =  ^^^"-^  (i  =  1,  2,  .  .  .  r\ 
Weil: 

dw  (x,  a.)  ,  , 

ist,  gibt  die  erste  Bedingung  wegen  a'H=  0  die  Gleichung: 

(4)  ^«  =  0, 

wie  zu  erwarten  war,  denn  dies  ist  die  schon  in  Nr.  210  in 
anderer  Form  angegebene  Bedingung  (4)  für  die  fragliche 
Funktion  a  von  x.  Wenn  a  die  Gleichung  (4)  befriedigt^ 
reduziert  sich  die  vollständige  Ableitung  von  (p{x,  a)  nach  x 
auf  (f^.     Folglich  wird: 

Mithin  gibt  die  zweite  Bedingung  (3)  sofort  g),.^^=  0.  Ist  auch 
diese  Gleichung  erfüllt,  so  reduziert  sich  die  vollständige  Ab- 
leitung zweiter  Ordnung  von  ^){x,  a)  auf  q)^^.,  so  daß: 

wird,  die  dritte  Bedingung  (3)  demnach  noch  ffj,j,^^=^  liefert, 
UBw.     Durch  Fortsetzung  dieser  Schlüsse  ergibt  sich  der 
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Sats  9:  Die  einfach  unendliche  Kurvenschar: 
y  =  (p{x,  C) 
hat  dann   und  nur  dann  eine  Einhüllende  von  mindestens  r'^'' 

Ordnung: 

y  =  (p(x,  a(x)), 

wenn  die  Funktion  a(x)  den  r  Bedingungen  genügt: 

dtpjx,  a)  ^  Q        a^ qp(.r,_a)  ^  ^  d''(p{x,  cc)  ^  ^ 

Ca  '         cxda  '  dx'"'^dcc 

Gibt  es  eine  Einhüllende  r'"  Ordnung,  so  hat  sie  mit  jeder 
Kurve  der  Schar  (1)  ein  Element  r*'"  Ordnung  {x,y,y',. . .  y'^''^) 
gemein.  Grehören  nun  die  Kurven  der  Schar  (1)  zu  den  Integral- 
kurven einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  r*"'  Ordnung, 
so  befriedigen  alle  Elemente  r*®"^  Ordnung  der  Kurven  der  Schar 
die  Differentialgleichung,  demnach  auch  alle  Elemente  r^^^  Ord- 
nung der  Einhüllenden,  die  mithin  ebenfalls  eine  Integral- 
kurve ist.  Aus  Satz  8  der  letzten  Nummer  folgt  überdies,  daß 
die  Einhüllende  eine  singulare  Integralkurve  sein  maß.  Somit 
gilt  der 

Satz  10:  Gibt  es  'unter  den  Integralkurcen  einer  gewohn- 
lichen Differentialgleichung  r'''''  Ordnung  eine  solche  einfach  un- 
endliche Schar,  die  eine  Einhüllende  von  mindestens  r*^''  Ordnung 
hat,  so  ist  die  Einhüllende  eine  singulare  Integralkurve. 

Dies  ist  die  VeraUgemeinerung  des  Satzes  7  von  Nr.  710. 

790.  Ausatz  zur  Bestimmuug  der  eiuhülleudeu 
siuguläreu  lutegralkurveu.  Es  erübrigt  jetzt  die  Beant- 
wortung der  Frage,  wie  man  unter  denjenigen  Integralkurven 
einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  r**^""  Ordnung: 

(1)  Fix,y,y',....yi'-^)  =  0, 
die  durch  eine  allgemeine  Lösung: 

(2)  y  =  cpix,C,,C„...C;) 

mit  den  r  Integrationskonstanten  C^,  C^,  •  ■  •  C^  dargestellt 
werden,  eine  solche  einfach  unendliche  Schar  zu  ermitteln  im 
stände  ist,  der  eine  Einhüllende  r"''"  Ordnung  zukommt.  In 
einem  summarischen  Überblicke  soll  hier  die  Methode  ange- 
geben werden,  die  anzuwenden  ist,  während  wir  auf  die  Frage, 
in  wie  weit  die  auszuführenden  Operationen  erlaubt  sind,  nicht 
eingehen.     Während  man  bei   einer  gewöhnlichen  Differential- 
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gleichung  erster  Ordnung  die  Einhüllende  durch  Differentiation, 
Elimination  und  Substitution  ündet,  siehe  Nr.  710,  bedarf  es 
im  Falle  r  >  1  noch  der  Integration  von  Differentialgleichungen, 
wie  das  Folgende  zeigen  wird. 

Aus  der  Schar  (2)  wird  eine  einfach  unendliche  Schar 
dadurch  herausgegriffen,  daß  man  alle  r  Konstanten  Cj,  ^'o,  •  •  •  C^. 
gleich  Funktionen  einer  einzigen  Konstante  G  setzt.  Gibt  es 
dann  eine  Einhüllende  der  herausgegriffenen  Schar,  so  geht  sie 
hervor,  sobald  man  diese  eine  Konstante  C  durch  eine  gewisse 
Funktion  aix)  ersetzt.  Dabei  treten  für  alle  r  Größen  C^,  C^, 
...  0  gewisse  Funktionen  von  x  ein.  Mithin  kann  man  stets 
annehmen,  daß  die  gesuchte  Einhüllende  durch  eine  Funktion 
von  der  Form: 

(3)  y  =  cp{x,  a^ix),  u^{x),.  .  .  a^{x)) 

dargestellt  werden  muß,  wobei  ci^{x),  oc,,{x),  .  .  .  a^ix)  noch  zu 
ermittelnde  Funktionen  von  x  bedeuten.  Da  für  einen  beliebigen, 
aber  bestimmten  Wert  von  x  alle  r  Funktionen  a^,  cc^,.  ■ .  a^  Kon- 
stanten werden,  würde  diese  Einhüllende,  falls  sie  vorhanden 
wäre,  diejenigen  Kurven  der  Schar  (2)  umhüllen,  die  durch  die 
Gleichung: 

y  =  (p{x,  a^iO,  a^{C),  .  .  .  a,.{G)) 
mit  einer  willkürlichen  Konstanten  C  dargestellt  sind. 

Je  nachdem  man  also  in  (3)  unter  a^,  cc^,  .  .  .  cc,.  noch  zu 
bestimmende  Funktionen  von  x  oder  Funktionen  einer  Kon- 
stante C  versteht,  stellt  (3)  die  gesuchte  Einhüllende  oder  eine 
der  eingehüllten  Kurven  (2)  vor.  Für  die  Einhüllende  von  min- 
destens r*"  Ordnung  bestehen  somit  nach  Nr.  214  die  r  Be- 
dingungen: 

.  d>(p{x,  K^ ,  ■  ■  ■  K^)  _  d'tpjx,  c<^,...  ar)  /;_1    9         ,y\ 

W  da;'  "~  dx*  ^        1, -,.../;. 

Wenn  zur  Abkürzung: 

j  _  Ccp{x,  a^,...ar)       ,  d(p{x,  cc^,..  .ar)      , 

gesetzt  wird,  zeigt  genau  dasselbe  Schlußverfahren  wie  in 
voriger  Nummer,  daß  sich  die  r  Bedingungen  (4)  so  umformen 
lassen: 

A  -  0       —  -  0       ^''^  -  0  — -   =  0 
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(5) 


CO!, 


d(p  ,  r. 


«l'  + 


C^2'  + 


+ 


C'   qp 


dxda^ 

d'cp 


a:  =  o 


a'=0 


Weil  nicht  alle  r  Funktionen  a^,  a^^  .  .  .  a^  konstant  sein 
sollen,  sind  «/,  «g',  .  .  .  a^  nicht  sämtlich  gleich  Null.  Dem- 
nach sind  die  Gleichungen  (5)  nur  dann  miteinander  verträg- 
lich, wenn  ihre  Determinante: 


(6) 


3qp 

da. 

av 

0^<p 

d^(p 

dx  dcc^ 


dxda., 


0    qp 
dx'^~'^  dcc^ 


dxda^ 


0   <p 


verschwindet.  Die  Determinante  kann  nicht  für  alle  Funk- 
tionen a^,  «2,  .  .  .  «^  von  X  gleich  Null  sein,  denn  sonst  müßte 
sie  auch  dann  verschwinden,  wenn  a^,  a^,  .  .  .  a^.  durch  will- 
kürliche Konstante  O^,  C\,  ...  0^  ersetzt  würden,  was  aber 
nach  Satz  6  von  Nr.  786  besagen  würde,  daß  nicht  alle  r  Kon- 
stanten in  der  allgemeinen  Lösung  (2)  wesentlich  wären,  somit 
die  Funktion  (2)  einer  Differentialgleichung  von  niedrigerer  als 
,^t€r  Ordnung  genügen  müßte.  « 

Wohl  aber  ist  es  denkbar,  daß  die  Determinante  (6)  eine 
von  Null  verschiedene  Konstante  oder  eine  Funktion  von 
X  allein  wird;  im  zweiten  Falle  gibt  sie  dann  :r  =  konst.  Beides 
aber  ist  absurd,  d.  h.:  Wenn  die  Determinante  (6)  frei  von 
«j,  0^2,  ...  «r  ist,  gibt  es  lieine  singulare  Lösung  von  der  ge- 
suchten Art. 

Es  bleibt  die  Annahme  übrig,  daß  sich  durch  Nullsetzen 
der  Determinante  (6)  eine  Gleichung  in  x,  a^,  a^,  .  .  .  cc,  ergibt, 
die  nicJit  von  allen  Funktionen  a^,  a.^,  .  .  .  a^.  frei  ist.  Wird 
dann  eine  von  ihnen,  etwa  a^,  aus  ihr  berechnet  und  sie  nebst 
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ihrer  Ableitung  in  (5)  für  a^  und  a^.  substituiert,  so  reduziert  sich 
das  Gleichungensystem  (5)  auf  höchstens  r—  1  Gleichungen  in  x, 
«j,  «2;  •  •  ■  ^, -1  '^^^  ^11  ^hj  •  •  •  ^r-i'  ^^®  hinsichtlich  a/^  a^, . . . 
o;^'_ ,  linear  sind.  Betrachten  wir  nur  den  allgemeinsten  Fall, 
wo  sich  diese  Gleichungen  nach  a^',  a^',  ■  ■  ■  «^'„j  auflösen  lassen, 
so  geht  ein  System  von   der  Form: 

dx  ^  f^^^'  ^1 .  «2;  •  •  •  «r- 1)  (i  =  1,  2, . . .  r  -  1) 

hervor,  d.  h.  ein  System  von  Differentialgleichungen  in  der 
Normalform  für  die  r —  1  Funktionen  a^,  oc.^,  .  .  .  a^-i  "^^^  •^■ 
Ist  es  vollständig  integriert  worden,  so  sind  a^,  cc.2,  .  .  .  cCr-i 
als  Funktionen  von  x  und  von  r  —  1  willkürlichen  Konstanten 
Cj,  Co,  .  .  .  c,._i  ermittelt.  Dann  gilt  dasselbe  von  a^.,  weil  dies 
eine  schon  bekannte  Funktion  von  x  und  von  a^,  «g?  •  •  •  ^,  _i 
ist.  Substitution  der  Werte  aller  r  Funktionen  a  in  (3)  gibt 
schließlich  eine  (r  —  l)fach  unendliche  Schar  von  singulüren 
Intcgralkurvcn: 

(7)  y  =  i^{x,  q,  c^,..  .c^_i), 

die  Einhüllende  >•''''"  Ordmmg  der  regulären  Integralkurven  sind. 

Es  kann  sein,  daß  diese  Schar  ihrerseits  Einhüllende  zu- 
läßt, insbesondere  kann  man  ja  durch  Anwendung  desselben 
Verfahrens  auf  die  Schar  (7)  anstelle  der  Schar  (2)  Einhüllende 
von  mindestens  (r  —  1)*"'  Ordnung  zu  ermitteln  versuchen,  da 
ja  r  —  1  willkürliche  Konstanten  c^,  C2j  ■  ■  •  ^r-i  ^^  C'^)  ^^^f" 
treten.  Jedoch  nichts  berechtigt  zu  der  Annahme,  daß  diese 
neuen  Einhüllenden  ebenfalls  singulare  Integralkurven  sein 
müßten.  Dies  ist  vielmehr  nur  dann  der  Fall,  ivenn  sie  Ein- 
hüllende von  mindest ens  r''^''  Ordnung  sind. 

791.  Ein  Beispiel.  Die  allgemeinen  Entwicklungen  der 
letzten  Nummer  sollen  durch  ein  schon  von  Lagrange  benutztes 
Beispiel  erläutert  werden. 

Die  Funktion: 
(1)  y  =  C,x'+(\x +40,^+0,' 

mit    den    beiden    willkürlichen    Konstanten   6\  und  (\    erfüllt 
eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,    denn 

aus: 

y'=2C,x+C,,      y"^2C, 
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lassen  sich  C^  und  Co  berechnen  und  in  (1)  substituieren,  wo- 
durch die  DifiFerentialgleichung  hervorgeht: 

(2)  (1  +  x')y"'--\a:i4y'-{-x)y"  +  y'^-^xy'-y  =  0. 

um  die  einhüllenden  singulären  Integralkurven  zu  be- 
stimmen, ersetzt  man  (7^  und  C.^  in  (1)  durch  zwei  Funktionen 
«j  und  «2  ^on  X  und  unterwirft  die  Funktion: 

(3)  y  =  cc^x-  +  cc2^  +  4«/^  +  ccj 

als    Funktion  g)(oc,  a^,  a^)    den   Bedingungen    (5)    der   vorigen 
Nummer,  die  hier  die  beiden  Gleichungen  liefern: 

(x^+  Sa,)a,'+  (x  +  2«,,)«/=  0, 


(4) 

(  2x0/.^  +  «2'=  0 

Nullsetzen  der  Determinante  sibt: 


(5)  «2=^--T^; 

daher : 


2«i  _i 


X- 


i 


Werden  diese  Werte  in  (4)  substituiert,   so  liefern   beide  Grlei- 
chungen  (4)  dieselbe  Bedingung  für  a^ : 


H  -^  > 


nämlich  eine  lineare  Differentialgleichung,  deren  Integration 
nach  Nr.  716  (mit  Rücksicht  auf  das  1.  Beispiel  in  Nr.  436 
sowie  auf  Nr.  461)  gibt: 


[\n[±(x+y~ii-x')]-^c] 


'       8|/l4-a;ä 
Hier  ist  c  die  Integrationskonstante.    Nun  folgt  aus  (5^  noch: 

°'^-4Vn^5|i"[±(^+VT+¥^)]  +  '-}-}.^. 

Wird  der  Logarithmus  zur  Abkürzung  mit  X  bezeichnet: 

X  =  lnr+(:r4->/rT^0], 
so  geht   durch   die  Substitution   der  Werte   von  cc^   und   a^   in 
(3)   die   gesuchte   einfach   unendliche   Schar   von   Einhüllenden 
zweiter  Ordnung  hervor,  also  eine  Schar  von  singulären  Integral- 
kurven : 
(6)  y  =  j,{X  +  cf  +  \x yY+^\X  +  c)  -  l^x\ 

Serret-Scheffers,  Diff.- a.Iutegral-Eechnung.  III.  :i.  Aufl.  22  FTOl 


338     Kap.  V.    Gewöhnliche  Differentialgleichungen  höherer  Ordnung. 

Auflösung  der  Gleichung    nach   der  willkürlichen  Konstante  c 

gibt: 

(7)     •)/l6i/  +  4ic2-{-.-r4  _  xYlT^'  -  In  [+  (x  +  Yl^x^)]  =  c. 

Die  einfach  unendliche  Schar  (6)  hat  ihrerseits  wieder  eine 
Einhüllende.  Man  bestimmt  sie  nach  Nr.  210,  indem  man  c 
durch  eine  Funktion  a(x)  ersetzt  und  dann  verlangt,  daß  die 
Ableitung  nach  a  verschwinde.     Dies  gibt: 


a{x)  =  —  xY  1  +  x^  —  X , 
und  weun  man  diesen  Wert  in  (6)   für  c  substituiert,  kommt 
als  Gleichung  der  Einhüllenden: 

(8)  2/  =  -^^H4  +  ^^). 

Diese  Kurve  (8)  berührt  jedoch  jede  Kurve  (6)  nur  in  der 
ersten  Ordnung.  Ginge  sie  nämlich  mit  ihr  eine  Berührung 
von  der  zweiten  Ordnung  ein,  so  müßte  (8)  eine  Lösung  der 
Differentialgleichung  (2)  sein,  vgl.  die  letzte  Bemerkung  in 
voriger  Nummer.  Man  sieht  jedoch,  daß  die  Funktion  (8)  die 
Differentialgleichung  (2)  nicld  befriedigt. 

792.  Intermediäre  Integralgleichungen.  Es  ist  unter 
Umständen  möglich,  zu  einer  vorgelegten  gewöhnlichen  Diffe- 
rentialgleichung r*'''  Ordnung: 

(1)  F{x,  y,  y',...  ^W)  =  0 

eine  solche  gewöhnliche  Differentialgleichung  von  niedrigerer, 
etwa  s^^  Ordnung  zu  ermitteln: 

(2)  0(;r,  1/,  //,...  i/W)  =  0  .     {s<r), 

deren  reguläre  Lösungen  sämtlich  die  vorgelegte  Differential- 
gleichung (1)  befriedigen.  Jede  solche  Gleichung  ^  =-=  0  heißt 
eine  intermediäre  Integralgleichung  von  (1),  weil  ihre  Gewinnung 
einen  Schritt  auf  dem  Wege  zur  Integration  darstellt. 

Aus  (2)  folgt  durch  r  —  s  vollständige  Differentiationen 
nach  X  eine  Reihe  von  Gleichungen: 

von  deueu  z.  B.  die  erste  ausführlich  geschrieben  so  lautet: 
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In  allen  hat  die  vorkommende  höchste  Ableitung  y^''^^\ 
^/(*  +  ^\  .  .  .  ^/('")  den  Koeffizienten  c^  :  gt/W.  Wird  nun  ein  Ele- 
ment s**""  Ordnung  {x,  y,  y',  ■  .  .  y^'^)  herausgegriffen,  das  die 
Gleichung  (2)  befriedigt,  aber  für  (2)  nicht  singulär  ist,  für  das 
also  ^  0:(y^'''>  von  Null  verschieden  ist,  so  bestimmen  diese  r  —  s 
Gleichungen  (3)  auch  y^'  +  ^\  i/''+"\...  ^W.  Mithin  stellt  (2) 
dann  und  nur  dann  eine  intermediäre  Integralgleichung  von  (Ij 
dar,  wenn  sich  zu  jedem  regulären  Elemente  s*®'  Ordnung  der 
Differentialgleichung  (2)  aus  (3)  ein  solches  Element  r*^'"  Ord- 
nung ergibt,  das  der  Gleichung  (1)  genügt. 

Hiernach  ist  es  erklärlich,  daß,  obgleich  die  regulären 
Lösungen  von  (2)  ausnahmslos  Lösungen  von  (1)  sind,  den- 
noch die  singulären  Lösungen  von  (2)  Aeme  Lösungen  von  (1) 
zu  sein  brauchen.  Wenn  z.  B.  eine  singulare  Lösung  von  (2) 
als  Einhüllende  von  mindestens  .s*®"^  Ordnung  aus  den  regulären 
Lösungen  von  (2)  hervorgeht  Twie  in  Nr.  790),  wird  sie  doch 
nur  dann  zugleich  eine  Lösung  von  (1)  sein,  wenn  sie  eine 
Einhüllende  von  mindestens  r^^^  Ordnung  ist,  was  eben  im  all- 
gemeinen nicht  eintritt. 

Die  intermediäre  Integralgleichung  (2)  heißt  singulär,  wenn 
ihre  regulären  Lösungen  singulare  Lösungen  von  (1)  sind. 
Andernfalls  wird  man  sie,  wenn  es  überhaupt  angebracht  er- 
scheint, dies  zu  betonen,  eine  reguläre  intermediäre  Integral- 
gleichung nennen. 

Enthält  die  intermediäre  Integralgleichung  (2)  keine  oder 
weniger  als  r  —  s  willkürliche  Konstanten,  so  ist  die  Gesamt- 
heit ihrer  regulären  Lösungen  weniger  umfangreich  als  die  der 
regulären  Lösungen  von  (1).  Wenn  dagegen  in  (2)  noch  /•  —  s 
willkürliche  Konstanten  C^^^,  C'^  +  oj  •  •  •  0^.  auftreten: 

C4)  ^{x,y,y,...  yi%     C^^„  C,^,,...  0,)  =  0 

und  sich  die  r  —  s  Konstanten  aus  dieser  und  den  /•  —  s  —  1 
Gleichungen: 

nicht  eliminieren  lassen,  ist  es  gewiß,  daß  die  Gesamtheit  der 
regulären  Lösungen  von  (4)  keine  solche  gewöhnliche  Differen- 
tialgleichung von  niedrigerer   als   z-*®'  Ordnung   erfüllen    kann, 
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die  von  willkürlichen  Konstanten  frei  ist.  Wird  nun  die  Diffe- 
rentialgleichung (r  —  .s)*'"''  Ordnung: 

hinzugefügt,  so  gibt  die  Elimination  von  0^.^i,  (T^^o;  •  •  •  ^, 
aus  allen  r  —  s  +  1  Gleichungen  (4),  (5),  (6)  eine  gewöhn- 
liche Differentialgleichung  r'^^  und  nicht  niedrigerer  Ordnung, 
so  daß  die  Gesamtheit  der  Lösungen  von  (4)  r-fach  unendlich 
ist,  also  gerade  so  umfangreich  wie  die  der  Lösungen  von  (1). 
Alsdann  nennt  man  (4)  eine  allgemeine  intermediäre  Integral- 
gleichung  s'"'"  Ordnung  von  (1).  Alle  nicht  allgemeinen  inter- 
mediären Integralgleichungen,  die  regulär  sind,  heißen  partilaüar. 

Damit  also  eine  intermediäre  Integralgleichung  s^^^  Ordnung 
allgemein  sei,  ist  erforderlich,  daß  sie  erstens  eine  mit  r  —  s 
willkürlichen  Konstanten  6'  , ,  0,,  .,,.••  C,.  behaftete  Gleichung 
(4)  sei,  daß  zweitens  die  r  —  s  Gleichungen  (4)  und  (5)  hin- 
sichtlich C^4.i,  C^  +  2>  •  •  •  ^r  voneinander  unabhängig  seien  und 
daß  drittens  die  vorgelegte  Gleichung  (1)  eine  Folge  der 
Y  —  6 -f  1  Gleichungen  (4),  (5)  und  (6)  sei,  also  durch  Elimi- 
nation der  willkürlichen  Konstanten  hervorgehe. 

Eine  allgemeine  intermediäre  Integralgleichung  von  (1) 
hat  zwar  eine  r-fach  unendliche  Schar  von  regulären  Lösungen 
wie  (1)  selbst,  und  alle  diese  Lösungen  gehören  zu  denen 
von  (1),  jedoch  daraus  folgt  nicht  umgekehrt,  daß  jede  reguläre 
Lösung  von  (1)  auch  eine  Lösung  der  intermediären  Integral- 
gleichung sei.  Denn  man  muß  bedenken,  daß  eine  Differential- 
gleichung (1),  die  in  einer  nicht  nach  ?/*''  aufgelösten  Form 
vorliegt,  nach  Nr.  787  in  der  Umgebung  einer  Stelle  mehrere 
Auflösungen: 

haben  kann,  von  denen  jede  eine  r-fach  unendliche  Schar  von 
Lösungen  hat.  Die  allgemeine  intermediäre  Integralgleichung 
(4)  braucht  also  z.  B.  nur  die  fiösungen  einer  von  diesen  auf- 
gelösten Gleichungen  zu  liefern,  dagegen  die  der  anderen  nicht. 

Was  die  Existenz  der  allgemeinen  intermediären  Integral- 
gleichungen anbetrifft,  so  ist  zu  bemerken: 

Wenn: 
(7)  y  =  cf.ix,(\,a,,...(J^), 
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eine  allgemeine   Lösung   von   (1)    in   einem   gewissen   Bereiche 
vorstellt,  sind  die  r  Gleichungen: 


(^) 


y=-(p{x,  c„  a,...  c;), 

^  dx 


(,_  1)  _  d'-'cpix,  C, ,  C7,^.  .  C^) 
'  dx>--^ 


hinsichtlich  Cj,  Cg,  ...  6'^  voneinander  unabhängig.  Folglich 
sind  die  s  ersten  Gleichungen  (8)  in  bezug  auf  gewisse  s  Kon- 
stanten C,  etwa  in  bezug  auf  C\,  C^,  .  .  .  C,.,  voneinander  unab- 
hängig.    Sind: 

C,  =  i,,{x,  y,  y',...  ^(-'-1),   C,^„  G,^,, .  .  .  C,) 

{j^l,2,...s) 

die  Auflösungen  dieser  s  ersten  Gleichungen  nach  C^,  C^,  .  .  .  C^ 

so  liefert  ihre  Substitution  in  die  (s  +  1)*®  Gleichung  (8)  eine 

allgemeine  intermediäre  Integralgleichung  s^^^  Ordnung: 

^«  =  ?.ix,  y,  y',...  /-^),  C;^,,  C^^„  .  .  .  CJ. 

Beispiel:  Es  sei  u  eine  gegebene  Funktion  von  x  und 
y  allein.  Liegt  dann  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
vor: 

(9)  ?/'  =  (l  +  /')K  +  ^\), 
so  läßt  sie  sich  in  der  Form: 

<iarctgt/' du{x,  y) 

dx  dx 

schreiben,  was  besagt,  daß: 

(10)  arc igij'  =  u{x,  y) -{-  C 

eine  allgemeine  intermediäre  Integralgleichung  erster  Ordnung 
ist.     Setzt  man  tgti(x,  y)  gleich  v(x,  y),  so  geht: 

(11)  l^ilpJL     tgC 

hervor.  Dies  ist  für  jeden  bestimmten  Wert  von  C  eine  parti- 
kulare intermediäre  Integralgleichung.  Es  mögen  C  zwei  ver- 
schiedene Werte  C^  und  C^  erteilt  und  die  Lösungen  der  beiden 
zugehörigen  Difierentialgleichungen  erster  Ordnung  (11)  mit 
t/i  und  i/2  bezeichnet  sein,  so  daß: 
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( 1  ^^  l+2//.K^,2A)  -  ^^  ^1 '        1  +  2/,> («^,  2/.)  ~  *^  ^^ 

wird.  Beide  Lösungen  y^  =  (p(x,  konst.)  und  y,>=ilj{x,  konst.) 
stellen  je  eine  einfach  unendliche  Kurvenschar  dar.  Ist  (x,  y) 
der  Schnittpunkt  einer  Kurve  der  einen  mit  einer  Kurve  der 
andern  Schar,  so  stimmen  y^  und  y^  in  (12)  für  diese  Stelle 
üb  er  ein,  so  daß  aus  (12)  folgt: 


d.  h. 


,  _  y  +  tgCi         ,  _  f +  tga 

Vi  —Vi'   _    tgCi  —  tgCä    _  ,    .^  _  ^s 


Da  nun  y^  und  ^/g'  die  Tangens  der  Winkel  t^  und  Tg  sind, 
die  von  den  Tangenten  der  beiden  betrachteten  Kurven  an  der 
Stelle  {x,  y)  mit  der  positiven  ./-Achse  gebildet  werden,  er- 
gibt sich: 

tg(T,-r,)  =  tg(Oi-a). 

Hieraus  folgt:  Für  jeden  bestimmten  Wert  von  C  definiert  die 
DiflFerentialgleichung  erster  Ordnung  (11)  eine  einfach  unend- 
liche Kurvenschar  derart,  daß  alle  Kurven  einer  solchen  Schar 
alle  Kurven  einer  anderen  solchen  Schar  unter  einem  kon- 
stanten Winkel  schneiden.  Jede  dieser  Scharen  besteht  also 
aus  isogonalen  Trajektorien  jeder  anderen  solchen  Schar,  vgl. 
Nr.  740.  Alle  Scharen  zusammen  sind  die  Integralkurven  der 
vorgelegten  Differentialgleichung  (9).  Wird  etwa  diejenige 
Schar  ausgewählt,  die  zu  C  =  0  gehört,  d.  h.  die  Schar  der 
Integralkurven  der  Differentialgleichung  erster  Ordnung: 

(13)  ij  =  v{x,  y)    oder   //'  =  tg  u{.i',  y) , 

so  folgt:  Die  Gesamtheit  der  Integralkurven  der  Differential- 
gleichung (9)  besteht  aus  allen  Kurven,  von  denen  jede  die 
durch  (13)  definierte  einfach  unendliche  Schar  y  unter  einem 
konstanten  Winkel  k  durchsetzt.  Der  Winkel  cc  kann  dabei 
alle  möglichen  Werte  haben,  während  er  in  Nr.  74(^  bestimmt 
gewählt  wurde.  Da  die  Differentialgleichung  (9)  zu  den  im 
3.  Beispiele  von  Nr.  783  betrachteten  Gleichungen  (S)  gehört, 
ergil)t  sich  im  besonderen  der  Satz  von  Cesaro,  nach  dem  alle 
diejenigen  Kurven,  die  durch  einen  Punkt  M  gehen  und  eine 
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gegebene  einfach  unendliche  Schar  y  unter  konstanten  Winkeln 
schneiden,  in  3f  solche  Krümmungskreise  haben,  die  ein  Büschel 
bilden. 

§  3.   Iutei;ratioHsnietho(ieii. 

793.  Wiederholte  Quadraturen.  In  diesem  Paragraphen 
sollen  einige  Klassen  von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen 
höherer  Ordnung  vorgeführt  werden,  die  entweder  durch  Qua- 
draturen oder  durch  Integration  von  Ditferentialgleichuugen 
von  niedrigerer  Ordnung  vollständig  integrierbar  sind. 

Wir  beginnen  mit  einer  Differentialgleichung  r**'""  Ordnung 
von  der  besonderen  Form: 

(1)  v^'-^-m, 

in  der  nur  ^('"^  und  x  vorkommt.  Ihre  allgemeine  Integration 
erfordert  r  nacheinander  auszuführende  Quadraturen,  die  y'''~^\ 
y^"""^-,  .  .  .  y,  y  ergeben.  Werden  insbesondere  für  x  =  Xq  die 
Anfangswerte  y^,  y^',  .  .  .  y^Q~^^  vorgeschrieben  und  wird  die 
Funktion,  die  aus  f(x)  durch  Ä -malige  Integration  zwischen 
den  Grenzen  x^  und  x  hervorgeht,  mit  f-X^)  bezeichnet,  so  daß 
allgemein: 

(2)  fk  + 1  (a?)  -Jfki^) dx     und     /;  {x)  =-jf{x) dx 

Xa  Xn 

ist,  so  kommt: 

yC-^)  =  t\{x)  -f  y(r-^)  [x  -  X,)  -h  yi^-'^ , 

usw.  und  schließlich,  wenn  noch  die  mit  x  —  Xq  behafteten 
Glieder  umgestellt  werden: 

(3)  y  =  fri^)  +  2/0  +  !/o'(^  -  '^'o)  +   .2!  2/o"(^'  -  -^V^"  +  •  •  • 


r-l 


Die  r  aufeinander  folgenden  Quadraturen  lassen  sich  durch 
eine  einzige  ersetzen,  bei  der  allerdings  der  Integrand  noch  eine 
willkürliche  Konstante  enthält.  Teilweise  Integration  gibt 
nämlich  nach  (1)  in  Nr.  415  für  u  =  f^x)  und  v  =  x: 
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X  XX 

f.^(x)  =  [xfi(x)]xo  —Jfi{x)xdx  ==  xj  f(x)dx  —  jf{x)xdx. 

Xg  Xy  Xo 

Unter  den  Integralzeichen  darf  die  Veränderliche  x  mit  z  be- 
zeichnet werden,  so  daß  kommt: 

X  X  X 

f,{x)  =  xff{z)dz  -ff{z)zdz  ==Jf{z){x  -  z)dz . 

Xo  a-0  Xa 

Nun  steht  f\{x)  zu  f\{x)  nach  (2)  in  derselben  Beziehung  wie 
f^ix)  zu  /"(^)*,  demnach  ergibt  sich  ebenso: 

.r 

Xg 

Nach  der  Formel  (1)  in  Nr.  415  für  die  teilweise  Integration, 
worin  jetzt  x  durch  z,  u  durch  fi{z)  und  v  durch  —^(x  —  zY 
zu  ersetzen  ist,  kann  man  hierfür  schreiben: 

'=X  X 

/;(^o  =  [- 1,  (^'  -  ^ffii^)]  +  Y,  //i'(^)(^  -  ^yäz. 

Das  erste  Glied  rechts  hat  an  der  oberen  Grenze  z  =  x  wegen 
des  Faktors  x  —  z  und  an  der  unteren  Grenze  z  =  Xq  wegen 
des  Faktors  /^(a^o)  ^^^  Wert  NuU.  Außerdem  ist  f\'i^)  =  f{^)r 
so  daß  kommt: 

X 

Man  vermutet  demnach,  daß  allgemein: 

X 

(4)  /l.(^)  =  ^~  fm {X  -  zy-^dz 

sein  wird.  Diese  Formel  ist  durch  Schluß  von  />•  auf  k  -{-  1 
sofort  zu  bestätigen. 

Nach    (3)    ergibt    sich    demnach   die   gesuchte   allgemeine 
Lösung  der  vorgelegten  Differentialgleichung  (1)  in  der  Form: 

(5)  y  =  (^i^  fm{x  -  ^y-  'dz+y, 
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Nebenbei    bemerkt    ist   die   Formel  (4)    in    einer    anderen 
Einkleidung  schon  in  Nr.  421  enthalten. 

794.  Gleichungen   zwischen  i/''^  und  //^''~"   allein. 

Bei  einer  gewöhnlichen  Difi'erentialgleichung  r^"  Ordnung  von 
der  besonderen  Form: 

(1)  i^(i/(-^),  2/('))  =  ü 
kann  man,  falls  sie  nach  «/^'"^  auflöshar  ist: 

(2)  2/^^^  =  W-^0 

so  vorgehen:  Es  wird  ■y^''~^'>  als  neue  Veränderliche  2  einge- 
führt, so  daß: 

(3)  ^  =  dx 
wird  und  also  eine  Quadratur: 

(4)  -/i  +  « 

liefert.  Wenn  die  Quadratur  ausführbar  und  die  hervorgehende 
Gleichung  nach  z  auflösbar  ist,  so  daß  sich  3  als  Funktion 
von  X  und  C  darstellt,  wird  t/^''~^^  eine  bekannte  Funktion  von 
X  und  C,  so  daß  die  weitere  Integration  so  verläuft,  wie  es  in 
voriger  Nummer  erörtert  wurde.  Aber  auch,  wenn  man  z 
nicht  als  Funktion  von  x  bestimmen  kann,  o-elingt  die  Inte- 
gration  durch  eine  Reihe  aufeinander  folgender  Quadraturen, 
sobald  man  durchweg  z  statt  x  als  unabhängige  Veränderliche 
benutzt.     Denn  es  ist: 

(?t/('-2)  =  yi'-^)dx  =  zdx 
und  daher  nach  (3): 

woraus  sich: 


m 

ergibt.     Nun  kommt  weiterhin: 


«('•--)  =  /    ,^  "  _|_  konst. 
:  weiterhin: 


y^'-^Uz 


also: 

uew.      Schließlich    liefern    insgesamt    r  —  1    Quadraturen    eine 
Formel: 
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y  =  (5d(^)  +  (7,  +  0^^  +    •  •  +  C,._,z^-\ 
während  (4)  etwa  gibt: 

Hiermit  sind  x  und  y  als  Funktionen  von  z  und  r  Integrations- 
konstanten C,  C'j7  Cg,  ...  C*^_i  gefunden, 

Falls  die  vorgelegte  Differentialgleichung  (1)  tiicht  nach  y^''\ 
aber  nach  i/^'"~^'  auflösbar  ist: 

(5)  r-^^==WO. 

führt  man  y^""^  als  neue  Veränderliche  t  ein  und  erhält: 

(6)  y^-'^-fit). 

Nun  ist: 

da?  '  (Z.-c  ^         ' 

also : 

daher  nach  (6): 

so  daß  sich  durch  Quadraturen  ergibt: 

X  =  l^^-p-  +  konst.,      y('-2)  ^  jCLdt  +  konst. 
Ferner  wird: 


also: 


ciyir-.)^y^:i!!rmt_ 


Da  ?/'~^)  schon  als  Funktion  von  t  berechnet  worden  ist,  liefert 
eine  abermalige  Quadratur  auch  y^''~'^^  als  Funktion  von  t. 
Fährt  man  so  fort,  indem  man: 

usw.  setzt,  so  geht  schließlich  auch  y  als  Funktion  von  f  und 
von  r  —  1  lutegrationskonstanten  hervor. 

Wenn   die  Differentialgleichung  (1)    tveder   nach   y^''^   noch 
nach  y'''~^^  auflösbar   ist,    es   aber  gelingt,   diese  Größen  so  als 
FunJdionen  einer  Hilfsveränderlichen  t  zu  hestimmen,  daß  diese 
Funktionen : 
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(7)  ^'•)  =  A(r),     t/^-')  =  ii{x) 
die  Gleichung  (1)  befriedigen,  so  folgt  aus: 

sofort : 

,  \i  d  X 

so  daß  eine  Quadratur  x  als  Funktion  von  r   und   einer  Kon- 
stante gibt.     Ferner  ist: 

di/-—')  =  i/'--')dx  =  ^-fdf, 

also  liefert  eine  Quadratur  für  ^('-2)  eine  Funktion  von  t  und 
einer  Konstante.     Weiterhin  wird: 

~x 

usw.,  so  daß  schließlich  auch  y  als  Funktion  von  t  und  r  —  1 
Konstanten  hervorgeht. 

Beispiel:  Bei  ivelchen  Kurven  in  der  Ebene  ist  die  Pro- 
jektion des  Krümmungsradius  auf  eine  gegebene  Gerade  von  Tcon- 
stanter  Länge  a?  Wird  die  Gerade  als  ^-Achse  gewählt  und 
bedenkt  man,  daß  die  Normale  mit  der  ?/-Achse  denselben 
Winkel  bildet  wie  die  Tangeute  mit  der  a;-Achse,  so  erhält 
man  nach  (1)  in  Nr.  197  als  Differentialgleichung  des  Pro- 
blems : 

(8)  •±i'''  -  a, 

also  eine  Differentialgleichung,  die  sich  der  Form  (1^  für  r  ==  2 
unterordnet.     Wir  setzen  wie  zuerst  y' ==  z  und  erhalten: 


„('•-2)„'J_ 


s  =y  = 
daher: 


■/r 


dz 


also,  wenn  etwa  x  =  x^  für  .s;  =  0  sein  soll: 

rt  arc  ig  z  =  X  —  Xq. 
Mithin  wird  z  =  tg[(a;  —  x^  :  a],  so  daß  weiterhin  kommt: 

dy  =  zdx  =  tg ^  •  dx 

und,  falls  y  für  x  =  Xq  den  Wert  ^/^  haben  soll: 
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(9)  y  -  ifo  =J  tg  ^^^-  dx  =  -~a  In  cos  ^^ , 

■'o 

vgl,  das  3.  Beispiel  in  Nr.  452.  Die  Differentialgleichung  (8) 
ordnet  sich  der  im  Beispiele  zu  Nr.  792  betrachteten  Differen- 
tialgleichung (9)  für  den  Fall  u  =  cc  :  a  unter.  Demnach  sind 
die  Kurven  (9)  die  isogonalen  Trajektorien  der  Integralkurven 
der  Differentialgleichung: 

2/=tg^^ 
(vgl.  (13)  in  Nr.  792),  d.  h.  der  Kurven: 

(10)  y  =  —  aln  cos      +  konst. 


Nach  dem  3.  Beispiele  in  Nr.  783,  worin  jetzt  A  =  0,  |u  =  1  :  a 
zu  setzen  ist,  haben  alle  diejenigen  Kurven  (9),  die  einen  Punkt 
M  oder  (x,  y)  gemein  haben,  in  31  solche  Krümmungskreise, 
die  ein  Büschel  bilden,  und  zwar  zeigt  (9)  in  Nr.  783,  daß  der 
zweite  gemeinsame  Punkt  dieser  Krümmungskreise  die  Koor- 
dinaten X  =  X,  y  =  y  -\-  2  a  hat.  Daraus  ergibt  sich  eine  sehr 
einfache  Konstruktion  der  Krümniuugskreise,  insbesondere  auch 
für  die  Kurve  y  =  —  a\n  cos  [x  :  a). 

795.  Gleichungen  zwischen  //^"  und  </('-2)  allein. 
Betrachten  wir  zunächst  den  Fall  r  =  2.  d.  h.  eine  Differential- 
gleichung von  der  Form: 

(1)  F{y,  y")  =  0. 

Solche  Gleichungen  spielen  eine  bedeutende  Rolle  in  der  Me- 
chanik. Wenn  x  die  Zeit  und  y  eine  mit  der  Zeit  ver- 
änderliche Größe  bedeutet,  ist  y  die  Geschwindigkeit  und  y" 
die  Bescldeunigung,  und  in  manchen  Problemen  der  Mechanik 
kommt  es  darauf  an,  y  zu  ermitteln,  wenn  eine  Beziehung 
zwischen  der  Größe  y  selbst  und  ihrer  Beschleunigung  ]f"  be- 
kannt, d.  h.  wenn  eine  Gleichung  (1)  gegeben  ist. 

Wenn  die  Gleichung  (1)  nach  y"  aufgelöst   iverden  kann: 

(2)  y"  =  m, 

ergibt  sich  durch  Multiplikation  mit  2y\  weil  2y  y"  die  Ab- 
leitung von  }j"^  ist: 

d{y'')  =  2tXy)dy, 
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mithin  durch  eine  Quadratur: 

wobei  wir  anoehmen,  daß  für  x  =  Xq  die  Anfangswerte  y^  und 
y^  gegeben  seien.  Ist  die  Quadratur  erledigt,  so  kennt  man 
y  als  Funktion  von  y,  also  auch  den  reziproken  Wert  dx  :  dy, 
so  daß  eine  bekannte  Gleichung  besteht: 

dx^(p{y)dy, 
aus  der  sich  durch  eine  Quadratur: 

X-  XQ=j(p{y)dy 

I/o 

auch  X  als  Funktion  von  y  ergibt. 

Wenn  die  Gleichung  (1)  nicJd  nach  y",   aber  nach  y   auf- 
lösbar ist: 

(4)  y^fiy"), 

tut  man  gut,  y"  als  unabhängige  Veränderliche  2  einzuführen. 
Denn  aus  d{y^)  =  2y"dy  und  dy  =  f'{z)dz,  sowie  y"  =  z  folgt 

dann: 

d{y^)  =  2zf\z)dz, 

so  daß  eine  Quadratur  liefert: 

(5)  2/'  ^  =  2  /  'zt"{z)dz  +  konst. 

Durch  ihre  Erledigung  wird  y'  eine  bekannte  Funktion  von  z. 
Aus: 

(jf-  =:  i?^  =  ^I^^^  =  f'{z)dz 

y         y'  .'/'     ' 

worin  für  y  diese  Funktion  von  z  einzusetzen  ist,  ergibt  sich 
durch  noch  eine  Quadratur  auch  x  als  Funktion  von  z. 

Wenn  die  Gleichimg  (1)   weder  nach  y"  noch  nach  y  auf- 
lösbar ist,  wohl  aber  durch  zwei  FimJctionefi: 

(6)  y-cp(t),    y"=Ht) 

einer  Hilfsveränderlichen  t  befriedigt   nerden  kann,  ergibt  sich: 

diy'')=^2y"dy  =  2t(t)(pXt)dt, 
d.h.: 

(7)  ^'2  =  2jt{t)(p\f)df  -\-  konst. 
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Nachdem  so  y   als  Funktion  von  t  gefunden  ist,  berechnet  man 

X  aus: 

dx=^  —  =  "f'^*^^^ 
y  y'    ' 

worin  für  y'  die  bekannte  Funktion  von  t  eingesetzt  wird, 
mittels  einer  Quadratur. 

Wir  betrachten  nun  allgemeiner  eine  geivöhnliche  Differen- 
tialgleichung r'^''  Ordnung,  die  nur  y'^''^  und  y^"'"^^  enthält: 

(8)  i^(2/('-^2/('))  =  0. 

Setzt  man  hierin  y'^'''"^  =  z,  so  geht  eine  Differentialgleichung 

ziveiter  Ordnung  für  Z'. 

F{z,  z")  =  0 

hervor,  die  nach  den  soeben  angegebenen  Methoden  zu  behan- 
deln ist.  Der  dabei  zuletzt  besprochene  Fall  (6)  ist  der  all- 
gemeinste; wir  nehmen  deshalb  an,  es  seiend  und/'  oder  ?/('■" -^ 
und  ?/^')  bekannte  Funktionen  der  Hilfsveränderlichen  ^;  auch 
sei  schon  wie  vorhin  x  mittels  zweier  Quadraturen  als  Funk- 
tion von  t  ermittelt.  Dann  kennt  mau  zwei  Gleichungen  von 
der  Form: 

Da  nun: 

dy('-^)  =  yC-'^^dx  =  ^{f)x(t)dt 

ist,  gibt  eine  Quadratur  auch  y^''~^^  als  Funktion  von  t,  ebenso 
eine  weitere  Quadratur  i/'""^^  usw.,  schließlich  wird  auch  y  als 
Funktion  von  t  gewonnen. 

1.  Beispiel:  Ist  ein  Punkt  mit  einer  festen  Stelle  0 
elastisch  verknüpft  und  wird  er  um  eine  Strecke  a  von  0  ent- 
fernt, so  strebt  er  in  die  Ruhelage  0  zurück  und  beschreibt 
infolgedessen  Schwingungen,  die,  wie  die  Mechanik  lehrt,  einer 
Differentialgleichung: 

(9)  y"  =--mhj 

genüge  leisten,  worin  y  die  Entfernung  von  0,  gemessen  mit 
Vorzeichen,  und  die  unabhängige  Veränderliche  x  die  Zeit  be- 
deutet, während  ni^  eine  positive  Konstaute  vorstellt.  Nach  (3) 
kommt  hier,  weil  f(y)  =  —  m^y  ist: 

also: 

y'  =  Vyo'^+  w^t/o*  —  ^^y^' 
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Wird  die  Zeit  x  von  einem  Augenblicke  an  gerechnet,  in  dem 
der  Punkt  die  Stelle  0  passiert,  so  ist  ?/o  =  0  zu  setzen,  also; 


Aus  dx  :  dy  =  1  :  y    folgt  weiter: 

y 


r dy  _  1  ^^^  ^.^  my 

JyyZ' 


X  =  I  =  —  arc  sin 

0 

oder: 

y  =  —  Binmx. 

Da  a  die  Maximalentfernung  des  Punktes  von   0  ist,  hat  man 
a  =  y^  '.  m,    d.  h.  y^^  =  am    zu    setzen.     Also  gibt: 

y  =  a  sin  mx 
das  gesuchte  Gesetz  an,  das  zeigt,  daß  es  sich  um  sogenannte 
Sinusschivingimgen  handelt. 

2.  Beispiel:  Bei  welchen  Kurven  in  der  Ebene  ist  der 
Krümmungsradius  dem  Kubus  der  Normale  proportional?  Nach 
Nr.  170  ist  die  Normale  gleich  —  yj/l  +  y"^,  und  nach  (1)  in 
Nr.  197  wird  demnach  gefordert: 

y"    -  =  ay^yi  ^y\ 

wobei  a  konstant  ist.    Hieraus  folgt  für  ay" y^  der  Wert  Eins. 
Nach  (2)  ist  daher  t\y)  gleich  1  :  aiß  zu  setzen,  so  daß  (3)  gibt: 

wo  C^  konstant  ist.     Aus   dx  :  dy  =  1  :  y'   folgt   weiter,   wenn 
Ci=t=0  ist: 


j  y^'~äy' 

oder: 

{C^x  -  konst.)'  -  C^x^'  +  4^  =  0 . 

Die  Kurven  sind  demnach  Ellipsen  und  Hyperbeln.    Wenn  da- 
gegen Cj  =  0  ist,  ergeben  sich  die  Parabeln: 

^  =  iy^  V—  «  +  konst. 
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796.  Gleichungen,  in  denen  die  unbekannte  Funk- 
tion oder  die  unabhängige  Veränderliche  nicht  vor- 
kommt. Wenu  in  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung 
r^^^  Ordnung  für  y  die  unbekannte  Funktion  y  selbst  nicht  auf- 
tritt, kann  es  sein,  daß  etwa  auch  y'  fehlt,  ebenso  y"  usw.  Um 
sogleich  den  allgemeinsten  Fall  zu  betrachten,  nehmen  wir  an, 
daß  y,  y',  y'\  .  .  .  y^'^  fehlen,  dagegen  2/(*+^)  vorkomme,  die  Dif- 
ferentialgleichung also  die  Form  habe: 

(1)  F{x,  y^''+'\  y'^-^+'\  .  ..  ?/('■)) -0. 

Hier  ergibt  sich  für  ^  =  ?/'"'"  ^^  sofort  die  Differentialglei- 
chung (r  —  s  —  l)*®""  Ordnung: 

F{x,  z,  z,  ...  ^'•-*-i)  =  0. 
Die  Integration    dieser  Differentialgleichung,    die    wohlbemerkt 
von  niedrigerer  Ordnung  als  die  vorgelegte  ist,  kann  nicht  um- 
gangen werden.     Bedeutet: 

^  =  ^./-^-  +  ^)  =  (p(^,  C.^^C^a,  ...6V) 
ihre  allgemeine  Lösung  mit  den  r  —  s  —  1  Integrationskon- 
stanten C'^^2>  ^i  +  3>  •  •  •  ^V?  ^^  liegt  eine  Differentialgleichung 
{s  -f  Vf^^  Ordnung  für  y  vor,  die  nach  Nr.  793  durch  Qua- 
draturen zu  erledigen  ist,  weil  rechts  nur  die  Veränderliche  x 
auftritt. 

Wenn  eine  Differentialgleichung  r**"^  Ordnung  vorliegt,  in 
der  die  unabhängige   Veränderliche  x  selbst  felüt: 

(2)  F{:y,  y,...  y^''))  =  0, 

empfiehlt  es  sich,  zunächst  die  Grröße  y,  die  wir  mit  p  be- 
zeichnen wollen,  als  Funktion  von  y  zu  berechnen.    Es  kommt 

nämlich : 

,        ilii  .,       dp        dpidif  dp 

■'         dx       ^'       ■  dx        d.r-.drj       '■   dy' 

^  dx  dx:dy  ^\dy)   ^^     dy^ 

usw.  Allgemein  wird  y^'''^  eine  Funktion  von  /)  und  den  Ab- 
leitungen von  j)  nach  y  bis  zur  (r  —  1)'*'"  Ordnung  einschließ- 
lich. Demnach  geht  durch  die  Substitution  dieser  Werte  der 
Ableitungen  von  y  in  ( 2)  eine  Differentialgleichung  (r  —  1)*"' 
Ordnung  für  die  Funktion  p  hervor,  wobei  y  die  unabhängige 
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Veränderliche  ist;  weil  nämlich  (2)  von  a;  frei  ist,  fehlt  ä;  auch 
in  der  neuen  Gleichung.  Die  Integration  dieser  Differential- 
gleichung (r  —  l)**""  Ordnung  für  j)  ist  nicht  7a\  umgehen. 
Wenn: 

p  =  (p{y,  C„  Q,  ...  C._,;) 

ihre  allgemeine  Lösung  mit  den  r  —  1  IntegTationskonstanten 
C'i,  Cg,  ...  C^_i  ist,  ergibt  sich  aus  dx  =  (hj  :  p  durch  noch 
eine  Quadratur  auch  x  als  Funktion  von  y . 

In  dieser  Nummer  sind  zum  ersten  Male  Integrations- 
methoden gegeben,  die  erst  dann  auf  Quadraturen  führen,  wenn 
man  eine  gewisse  Differentialgleichung  integriert  hat,  die  von 
niedrigerer  Ordnung  als  die  vorgelegte  ist.  Der  Vorteil  dieser 
Methoden  besteht  also   in   der  Eyniedrigung  der  Ordnungszahl. 

797.  Beispiele  aus  der  Theorie  der  ebenen  Kurven. 

1.  Beispiel:  Es  sollen  diejenigen  Kurven  in  der  Ebene  ge- 
funden iverden,  bei  denen  die  Krümmung  eine  gegebene  FimJdion 
der  Abszisse  ist.  Wenn  f{x)  diese  gegebene  Funktion  ist,  lautet 
die  Gleichung  des  Problems  nach  (1)  in  Nr.  195: 

y" 

Sie  ist  von  y  frei  und  daher  eine  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  für  //,  aus  der  sich  ergibt: 

fy0^'  ^  J7'C^^)^^'  +  konst. 
oder: 

-^1^=7-  =   I  f(x)dx  +  konst. 

Wird  uuter  -F(.t)  eine  Funktion  verstanden,  deren  Ableitung 
die  gegebene  Funktion  f{x)  ist: 

so  folgt: 

F{x)  +  C, 


ö  = 


wo  C^  die  Integrationskonstante  bezeichnet.     Abermalige  Qua- 
dratur gibt: 

y  =  f  y.im^£^=dx  +  C,. 
Jl/l-(f(x)  +  C\)' 
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Soll  z.  B.  die  Krümmumj  der  Kurve  der  Abszisse  proportional 
sein,  wie  es  bei  der  sogenannten  elastischen  Kurve  in  der  Me- 
chanik der  Fall  ist,  so  hat  man  f(x)  gleich  2ax,  also  F{x) 
gleich  ax^  zu  setzen,  wobei  a  eine  Konstante  bedeutet.  Dann 
geht  für  y  ein  elliptisches  Integral  hervor,  vgl.  Nr.  440. 

2.  Beispiel:  Es  sollen  diejenigen  Kurven  in  der  xy-Ehene 
bestimmt  werden,  die  der  Differentialgleichung  dritter  Ordnung: 
(1)  32/Y'2-(l+2/'V"=0 

genügen.  Weil  y  fehlt,  ist  dies  eine  Differentialgleichung  ziveiter 
Ordnung  für  ^';  weil  ferner  x  fehlt,  bestimmt  man  nach  der 
zweiten  Methode  der  letzten  Nummer  zunächst  die  Größe 
z  =  dy  :  dx  oder  y"  als  Funktion  von  y'.     Es  ist  dabei: 


dz        dz  :  dy'  dz 

y     =         —  —  - 

80  daß  (1)  gibt: 


"  dx        dx :  dy'  dy' ' 


3yV-(l+/>^^,  =  0. 

Zunächst  tritt  der  Faktor  z  heraus.  Die  Annahme  z  =  0  oder 
y"  =  0  liefert  die  Geraden  der  Ebene  (vgl.  1.  Beispiel  in  Nr.  783). 
Wenn  dagegen  z  =^  0  ist,  bleibt  die  Differentialgleichung  erster 
Ordimng  für  die  Funktion  z  von  y    übrig: 

dz         Sy'dy' 

in  der  die  Veränderlichen  getrennt  sind,  so  daß  sich  durch 
Quadratur: 

z  =  c,Yr^-~p' 

ergibt.  Dabei  bedeutet  C\  die  Integrationskonstante.  Weil  z 
die  Ableitung  dy' :  dx  ist,  folgt  weiter  aus  dem  reziproken  Werte: 

X  =  I ,  ^    —3  = r— +  konst. 

Je,  yi  +  z/'^     c^yi  +  ii" 

und  hieraus  durch  Auflösung  nach  y'  eine  Gleichung  von  der 
Form: 

^        dx       yi_(C,a;+a)^' 

worin  C^  konstant  ist.  Weil  z  =  y"  =\=  0  sein  soll,  ist  6\  4=  ^f 
so  daß  abermalige  Quadratur  gibt: 


y=.-l-yi-(c,x-\-c,y-c. 


797] 


§  3.   Integrationsmethoden.  355 

;ellt  C3  die 
kommt : 


Dabei  stellt  C'3  die  dritte  lutegrationskonstante  vor.    Demnach 


Da  jeder  Kreis  einer  solchen  Gleichung  genügt,  ivird  die  Dif- 
ferentialgleichung (1)  nur  von  den  Geraden  und  Kreisen  der 
Ebene  erfiUlt,  was  schon  aus  Satz  21  und  22  von  Nr.  218  zu 
folgern  war. 

3.  Beispiel:  Gesucht  iverden  diejenigen  Kurven  in  der 
Ebene,  bei  denen  Krümmungsradius  der  Normale  propotiional 
ist.     Die  Differentialgleichung  des  Problems  lautet: 

m  y"    =  — 

vgl.  das  2.  Beispiel  in  Nr.  795.  Hier  fehlt  x,  also  ist  die  zweite 
Methode  der  vorigen  Nummer  anwendbar.  Danach  wird  y  =  p 
eingeführt  und  y"  =  pdp  :  dy  gesetzt,  so  daß  sich  ergibt: 


oder: 


/: 


^^-,  =  ^-2/^konst. 


y\  -^  pi^=  konst.  y  "  . 

Weil   die   linke  Seite   von  Null   verschieden   ist,   gilt    dasselbe 
von  dem  konstanten  Faktor,  so  daß  man  schreiben  darf: 


y^'+p'={ff' 


wobei  c   die  Integrationskonstante   ist.     Auflösung    nach    1 
oder  dx  :  dy  und  Quadratur  gibt  schließlich: 

(3)  x=     r    ^   ^y     —  + konst. 


Die  Differentialgleichung  (2)  gehört  zu  denjenigen,  die  im 
3.  Beispiele  von  Nr.  783  besprochen  wurden.  Denn  sie  geht 
aus  der  Gleichung  (8)  jener  Nummer  bei  der  Annahme  A  =  0, 
fi  =  —  1  :  ay  hervor.  Die  zweifach  unendliche  Kurvenschar  (3) 
hat  somit  die  Eigenschaft,  daß  alle  diejenigen  Kurven  der 
Schar,  die  durch  einen  gemeinsamen  Punkt  M  oder  {x,  y) 
gehen,  in  31  Krümmungskreise  haben,  die  einen  zweiten  Punkt 
M  gemein  haben,  dessen  Koordinaten  nach  (9)  in  Nr.  783  sind: 
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.'?  =  x,  y  =  (2a  +  l)y. 
Wir  heben  einige  besondere  Fälle  hervor:  Für  a  =  —  1  ergeben 
sieh  aus  (3)  Kreise,  deren  Mitten  auf  der  x-Ächse  liegen,  für 
a  =  2  Parabeln,  deren  Leitlinie  die  x -Achse  ist,  für  a  =  —  2 
nach  dem  1.  Beispiele  in  Nr.  711  gemeine  Zyldoiden,  deren  Bahn- 
kurve die  X-Achse  ist.  Besonders  bemerkenswert  ist  noch  die 
Annahme  a  =  1,  die  zu  den  Kettenlinien: 

(X  —  Xq  X        ^o\ 

führt  (vgl.  Nr.  225  und  das  2.  Beispiel  in  Nr.  713).  Es  sind 
dies  alle  diejenigen  Kettenlinien,  deren  Evolventen  Tralirizen 
mit  der  x- Achse  als  Leitkurve  sind. 

798.     Rotationsflächen     konstanter     Krümmung. 

Weitere  Beispiele  entnehmen  wir  der  Flächentheorie.  Dabei 
sei  vorausgeschickt:  Nach  Nr.  348  sind  die  Meridiane  und 
Breitenkreise  einer  Rotationsfläche  ihre  KJrümmungskurven. 
Nach  Nr.  321  ist  deshalb  der  eine  Hauptkrümmungsradius  JR 
eines  Punktes  M  der  Fläche  gleich  dem  Krümmungsradius  des 
Meridians  und  der  andere  gleich  der  Länge  MN  der  Normale 
des  Meridians,  gemessen  bis  zum  Schnittpunkte  mit  der  Flächen- 
achse. Wird  diese  Achse  als  aj-Achse  gewählt,  so  kann  die  Me- 
ridiankurve in  der  Form  y  =  f{x)  dargestellt  werden.  Nach 
Nr.  170  und  Nr.  197  ist  nun: 

wobei  die  Quadratwurzel  positiv  sein  soll.  Das  (iaußische 
Krümmungsmaß  der  Rotationsfläche  ist  also  nach  Nr.  318: 

dagegen  die  sogenannte  mittlere  Krümmung  nach  Nr.  30><: 

(2)       H  =  i-  -JL=,  -  ---L. ..  =  y£z^^±i3 . 

In  dieser  Nummer  behandeln  wir  nun  die  Aufgabe: 

Gesucht  werden  alle  Rotationsflächen  von  l-onstanter  Krüm- 
mung K.  .      ,     . 

Nach  (1)  handelt  es  sich  zur  Ermittlung  der  Meridiankurve 
um  die  Integration  der  Differentialgleichung  /weiter  Ordnung: 
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(3)  t/"+Zy(l+?/'T=0, 

die  nach  der  zweiten  Methode  in  Nr.  796  zu  behandeln  ist, 
wonach  y'  =  p  und  y"  ="  pdp  :  dy  gesetzt  wird,  so  daß  kommt: 

Eine  Quadratur  gibt: 

Dabei  ist  C  die  Integrationskonstante.  Wird  hieraus  1  :  p  oder 
dx  :  dy  berechnet,  so  ergibt  eine  zweite  Quadratur: 

(4)  X  =J  Yy^^Stc  ^y  +  k«^«*- 

Wenn  man  die  Fläche  ähnlich  vergrößert  oder  verkleinert,  geht 
sie  in  eine  andere  Fläche  konstanter  Krümmung  über,  indem 
K.  mit  einer  positiven  Konstanten  multipliziert  wird.  Deshalb 
dürfen  wir  uns  auf  die  drei  Annahmen  K  =  0,  +1,  —  1  be- 
schränken.    Der  Fall  K  =  0  ist  sofort  erledigt,  da  er  gibt: 

X  =  konst.  y  -f  konst. 
so  daß  hier  die  Meridiankurve  eine  Gerade,  also  die  Fläche 
ein  Rotationskegel  ist.  Die  additive  Konstante  in  (4)  ist  un- 
wesentlich, da  die  Rotationsfläche  ihre  Gestalt  nicht  ändert, 
wenn  sie  längs  der  Drehungsachse  verschoben  wird.  Deshalb 
ergeben  sich  in  den  Fällen  ^"  =  -1-  1  und  Ä' =  —  1  die  beiden 
Gleichungen: 
^  _  r  {y'  +  C)dy  ^  _  /*   ^^  {C-y')dy 

J  l/-(i/^+co(r  +  c-i)'         J  y-^y^-c+i){y'-cy 

d.  h.  X  wird  ein  elliptiscltes  Integral,  daß  sich  nach  Nr.  443 
und  445  auf  Normalintegrale  erster  und  zweiter  Gattung  zu- 
rückführen läßt.  Im  Falle  K  =  -\-  1  darf  C  nicht  größer  als 
Eins,  im  Falle  K  =  —  1  nicht  kleiner  als  NuU  sein,  weil  sonst 
der  Radikand  imaginär  wird.  In  beiden  FäUen  ergeben  sich 
nach  Nr.  443  je  zwei  verschiedene  Arten  der  Zurückführung 
auf  Normalintegrale.  Dabei  ist  t  in  Nr.  443  durch  y  zu  ersetzen, 
und  die  neu  einzuführende  Veränderliche,  die  in  Nr.  443  mit 
X  bezeichnet  wurde,  möge  hier  t  heißen.  Wir  geben  nun  kurz 
die  erforderlichen  Substitutionen  an: 
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Im  Falle  Jf  =  +  1  und  0<  0<  1  gilt  FaU  (4)  von  Nr.  443. 
Dabei  ist  P=  C,  ^^-=1  —  C,  F=  1  —  C.     Demnach  kommt: 

Hier  und  im  folgenden  soll  nämlich  sein: 


Im  FaUe  ^  =  +  1  und  0  <  0  gilt  Fall  (2)  von  Nr.  443, 
indem  X^  =  —  C,  [i^  =  1  —  C,  k^=  1  :  {1  —  C)  zu  setzen  ist. 
Dann  kommt: 

Im  Falle  K=-l  und  0  <  C <  1  gilt  Fall  (4)  von 
Nr.  443  und  A^^  1  -  0,  ja^^  C,  k^  =  C.     Es  kommt: 


y-'==h\l  -t^),     x^-k^  f 


T 


Im  FaUe  K  =  —  1  und  0  >  1  endlich  liegt  wieder  der 
Fall  (2)  von  Nr.  443  vor,  indem  A^  =  ('-  1 ,  ^'^  =  C,  P=1:C 
wird  und  sich  ergibt: 


1    ,9  7  rt^cii 


Es  ist  einerlei,  welches  Vorzeichen  man  dem  x  gibt,  denn 
der  Wechsel  dieses  Zeichens  bedeutet  für  die  Fläche  nur,  daß 
die  positive  Richtung  der  Achse  geändert  wird.  Macht  man 
nun  wie  in  Nr.  448  die  Substitution: 

t  =  sin  q)f 

setzt: 


z/qp  =yi  —  A'^sin^qo 
und  benutzt  die   in  Nr.  546   eingeführten  Bezeichnungen; 


0  0 

80  gelaugt  man  zu  folgender  Übersicht  über  die  typischen  Formen 
von  Meridianhirven  der  Rotationsflächen  konstanter  Krümmung 
-f  1  oder  —  1: 
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^=+1: 

x  =  Eicp), 

y  =  li  cos  (fj 

^=  +  1: 

x  =  \E{cp)-'^F{,p), 

y  =  T  ^f> 

K=-l: 

X  =  F{üp)  -  E((p) , 

y  =  hGo^(f, 

K-^-1: 

x  =  \Fi(p)-^  E[q)), 

y  =  T  "^"P  ■ 

(5) 


Hierbei  ist  /.•  ein  positiver  echter  Bruch.  Die  tJheryangsfalle 
zwischen  den  beiden  für  K  =  -\-\  auftretenden  Typen  und 
zwischen  den  beiden  für  K=  —  \  auftretenden  sind  besonders 
interessant.  Sie  ergeben  sich  für  K  =  -\-\  bei  der  Annahme  C  =  0 
und  für  K^  —  1  bei  der  Annahme  C'=  \,  d.  h.  sie  gehen  aus  den 
vier  Formelreihen  (5)  hervor,  wenn  mau  darin  dem  Modul  h 
der  elliptischen  Integi-ale  den  Wert  Eins  erteilt,  wobei  die 
beiden  ersten  Formelreihen  gleiches  liefern,  ebenso  die  beiden 
letzten.  Es  kommt  dann,  weil  E{(p)  dabei  gleich  sing?  und 
F((p)  gleich  In  tg  (.V  qp  +  4-^)  wird: 

K  =  -\-  1:     X  =  sin  qp ,  «/  =  cos  (p, 


(6)      , 

K  =  —  1:     X  =  lntg ( .V (p  -{-  {- ^}  —  äincp,     y  =  cos  qp . 

Im  ersten  Falle  (6)  liegt  der  Kreis: 

x^+y'=^l 
vor,    d.  h.    die    zugehörige    Rotationsfläche    ist    die  Kugel   vom 
Radius  Eins.     Im  zweiten  Falle  (6)  dagegen  zeigt  die  Substi- 
tution (p  =  X  —  -)f7C,  daß  die  Meridiankurve  die  Traktrix'. 

x  =  cos  T  +  In  tg  ^T ,     y  =  sin  r 
wird,  deren  Leitlinie  die  Achse  der  Rotationsfläche  und  deren 
konstante  Tangentenlänge  gleich  Eins  ist,  siehe  (13)  in  Xr.  713. 

799.  Rotationsflächen  konstanter  mittlerer  Krüm- 
mung'. Ein  zweites  Beispiel  aus  der  Flächentheorie  liefert 
die  Aufgabe: 

Gesucht  iverden  alle  Rotationsflächen  von  l-onstaitter  mittlerer 
Krüimnung  H. 

Nach  (2)  in  voriger  Nummer  ist  die  Meridiankurve  eine 
Integralkurve  der  Differentialgleichung: 

(1)  --j£-3  -  -  _>        -  '2H„  =  0  . 

Weil   die  Gleichung    von    x  frei    ist,    wird    wieder   die    zweite 
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Methode  von  Nr.  796  benutzt,  nach  der  sich,  Avenn  p  =  dy:  dx 
gesetzt  wird,  die  Difierentialgleichuug  erster  Ordnung  in  p 
und  //  ergibt: 

ypdp^ 

deren  linke  Seite  augenscheinlich  ein  vollständiges  Differential 
ist,  so  daß  das  Integral: 

(2)  --4=,-.ffy2_konst. 

yi  +  p- 

hervorgeht. 

Im  Falle  Ä  =  0,  der  vorweg  erledigt  werden  möge,  kommt: 

i>=yov-i, 

wobei  C  die  Integrationskonstante  ist.  Wegen  p  =  dy  :  dx 
folgt  nun: 

^    J  }/cv-i 

Hier^,us  findet  man  die  Kettenlinie  (vgl.  Nr.  225): 

Die  von  ihr  durch  Drehung  um  die  a;-Achse  erzeugte  Rotations- 
fläche mittlerer  Krümmung  Null  heißt  das  Katenoid. 

Nunmehr  werde  H=^0  angenommen.  Dabei  kann  durch 
ähnliche  Vergrößerung  oder  Verkleinerung  der  Fläche  wie  in 
voriger  Nummer  erreicht  werden,  daß  H  =  -\- \  oder  —  1  ivird. 
In  beiden  Fällen  gibt  (2): 

I4.ö2_ VL 

wobei  G  die  Integrationskonstante  ist.  Durch  Auflösung  nach 
p  geht  wegen  p  =  dy  :  dx  hervor: 

{y'-\-C)dy 


(3)  .=j; 


Wie  in  voriger  Nummer  wird  also  x  durch  ein  elliptisches 
Integral  dargestellt.  Anstatt  es  auf  die  verschiedenen  mög- 
lichen typischen  Formen  zurückzuführen,  wollen  wir  hier  eine 
bemerkenswerte  Eigenschaft  der  Integralkurven  (3)  ableiten. 
Die  Kettenlinie,  die  sich  vorhin  im  Falle  jFi  =  0  ergab, 
wird  nach  Nr.  225  von  dem  Brennpunkte  einer  Parabel  be- 
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schrieben,  wenn  diese  oline  Gleiten  auf  einer  festen  Geraden 
rollt.  Man  kann  nun,  wie  DelaniKcy  zuerst  bemerkte,  die 
Kurven  (o)  ebenso  erzeugen,  indem  man  eine  Ellipse  oder 
Hyperbel  statt  der  Parabel  benutzt.     In  der  Tat,  es  sei: 


(4) 


«*  "^  &2 


=  1 


Fig.  49. 


die  Gleichung  einer  Ellipse,  bezogen  auf  ihre  Hauptachsen. 
Dabei  sei  a  >  b,  so  daß  ein 
Brennpunkt  F  auf  der  posi- 
tiven j?- Achse  liegt  und  die 
Abszisse  c  =  Ya^  —  6^  hat.  Der 
zugehörige  Scheitel  der  Ellipse 
sei  S.  Ist  M  oder  (x,  y),  siehe 
Fig.  49,  ein  beliebiger  Punkt 
auf  der  Ellipse,  so  möge  die 
Länge  s  des  Bogens  von  S  bis 
M    auf   der    Tangente    von    M 

bis  J  abgetragen  werden,  so  daß  MJ  mit  dem  Bogen  MS 
im  Sinne  der  Fortschreitunsj  übereinstimmt.  Die  Tano-ente  hat 
in  den  laufenden  Koordinaten  j:,  l)  die  Gleichung: 

^  4_  ^  _   1 
a^  '^   h-   ~ 

und  das  Lot,  das  in  /  auf  der  Tangente  zu  errichten  ist,  die 
Gleichung: 

Der  Brennpunkt  F  hat  von  diesem  Lote  und  jener  Tangente 
die  Abstände: 


(5) 


?  =s 


cy{a^  —  ex) 


l)  = 


h^{a^  —  ex) 


Auflösung  der   zweiten  Gleichung  nach  x   mit  Rücksicht  auf 
die  EUipsengleichung  (4)  ergibt: 
a\V-  —  \f) 


(6) 


y 


fc^V  4«*^*  — (&*+»)')' 


Ferner  liefert   die   erste  Gleichung  (5)    mit  Rücksicht  auf  die 
zweite  und  auf  den  soeben  für  y  gefundenen  Wert: 


(7) 


s  — 
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Da  X   und    y  in  (6)  durch  l)  ausgedrückt   sind,    läßt    sich    die 
Ableitung  von  s  nach  ^: 


d\)  ~  dt^  "  V  [d^J  +  [dt)) 

daraus  berechneu.     Es  kommt: 

ds  _  Sa^b^tj^ 

dV)  ~  (ft2  _|_  xf-y-  yia-t)-  —  {b-\-t)Y- ' 

Mithin  ist  nach  (7): 

(8)  dl  =  -^-JÜi=^  dt) . 

Wenn  hiermit  die  Formel  (3)  verglichen  wird,  worin  auch  x 
und  y  mit  y  und  t)  bezeichnet  sein  mögen,  so  erkennt  man, 
daß  beide  übereinstimmen,  wenn  C  =  h^  und  a  == -^-  gewählt 
wird.     Dies  ist  möglich,  sobald  C  >  0  ist. 

Denkt  man  sich  nun  in  Fig.  49  die  Gerade  3IJ  und  das 
in  J  darauf  errichtete  Lot  fest,  dagegen  die  Ellipse  beweglich, 
nämlich  auf  der  Geraden  3IJ  rollend,  so  beschreibt  der  Brenn- 
punkt F,  weil  MJ  gleich  dem  Bogen  3IS  gewählt  wurde, 
gerade  diejenige  Kurve,  deren  laufende  Koordinaten  in  bezug 
auf  das  Achsensystem  der  beiden  festen  Geraden  j  und  \)  sind. 

Die  BaJmlurve  von  F  liefert  also  die  Meridianhurve  (3) 
einer  Rotationsfläche  konstanter  mittlerer  Kriimmung  ±  1,  hei 
der  C  >  0  ist,  sodald  die  Halbachse  a  =  l-  gewählt  ivird.  Er- 
setzt man  die  Ellipse  (4)  durch  die  Hyperbel: 

^  _  2/'  _  1 
a-        &«  ' 

SO  ändert  sich  in  (8)  nur  das  Vorzeichen  von  Ir.  Beim  Ab- 
rollen der  Hyperbel,  bei  der  a  =  -\  geivählt  wird,  beschreibt  folg- 
lich der  BrenripunM  F  eine  Meridianhirve  (3),  die  zu  einem 
negativen  Werte  der  Konstante  C  gehört. 

800.  Verschiedene  Arten  von  homogenen  DifTeren- 
tialgfleichungen.  Wenn  eine  Kurve  in  der  ,r^- Ebene  vor- 
liegt und  beide  Koordinaten  mit  derselben  Konstante  c  raulti- 
pliziert  werden,  bleibt  die  Ableitung  y'  =  dy  :  dx  ungeändert, 
während  ij"  =  dy' :  dx  mit  c  zu  dividieren,  folglich  //"'  =  dy" :  dx 
mit  c'  zu  dividiei'en  ist,  usw. 
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Wenn  dagegen  nur  y,  nicht  aber  x  mit  einer  Konstante  c 
mnltiplizieii;  wird,  muß  y  mit  c,  y"  also  auch  mit  c  usw.  multi- 
pliziert werden. 

Wird  drittens  nur  x,  nicht  aber  y  mit  einer  Konstante  c 
multipliziert,  so  ist  y'  mit  e  zu  dividieren,  y"  mit  c^  usw. 

Diesen  drei  Möglichkeiten  entsprechen  drei  verschiedene 
Arten  von  homogenen  Differentialgleichungen  r''"'  Ordnung. 

Bedeutet  nämlich  c  eine  beliebige  Größe,  so  werde  ange- 
nommen, daß  entweder  die  Gleichung: 

(1)  F{cx,cy,y,y~,     ^^,...^=0 

oder  die  Gleichung: 

(2)  F{x,  ry,  cy,  cy",  .  .  .  c?/('-))  =  0 
oder  die  Gleichung: 

(3)         f(cx,  y,  'L,  ^;, . . .  '•;;;') = o 

von  c  befreit  werden  könne,  also  mit  der  Gleichung: 

(4)     _  Fix,  y,  y',  y",  .  .  .  yO'))  =  0 

identisch  sei. 

Für  die  Diäerentialgleichung  (4)  bedeutet  dies  im  ersten 
Falle,  daß  aus  jeder  Integralkurve  durch  StrecJcung  vom  An- 
fangspunkte 0  aus  (vgl.  das  2.  Beispiel  in  Nr.  733)  stets  wieder 
eine  Integralkurve  hervorgeht,  im  zweiten  Falle,  daß  aus  jeder 
Integralkurve  durch  Vergrößerung  oder  Verkleinerung  der  Ordi- 
nafen,  dagegen  im  dritten  Falle,  daß  aus  jeder  Integralkurve 
durch  Vergrößerung  oder  Verkleinerung  der  Abszissen  stets 
wieder  eine  Integralkurve  hervorgeht. 

In  aUen  drei  Fällen  kann  man  die  Differentialgleichung  (4) 
homogen  nennen.  Die  in  Nr.  715  als  homogen  bezeichnete 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  gehört  zum  Falle  (1).  In 
jedem  der  drei  Fälle  ist  es  möglieh,  das  Integrationsgeschäft 
zu  vereinfachen. 

Der  erste  Fall  läßt  sich  sofort  auf  den  dritten  zurück- 
führen, wenn  man  z  =  y  :  x  als  unbekannte  Funktion  benutzt, 
weil  diese  Größe  ungeändert  bleibt,  wenn  man  x  und  y  mit  <■ 
multipliziert.     Übrigens  läßt  sich  auch  der  zweite  Fall  in  den 
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dritten  dadurch  verwandeln,  daß  y  statt  x  als  die  unabhängige 
Veränderliche  behandelt  wird. 

Man  kann  aber  im  zweiten  Falle  auf  direktem  Wege  zur 
Erniedrigung  der  Ordnung  der  Differentialgleichung  gelangen, 
indem  man  die  Größe: 

(5)  ^  =  ^ 

als  unbekannte  Funktion  einführt.    Dann  ist  nämlich  zu  setzen: 

(6)  / -  y^,    y"  =  yif  +  O,    y"  —  yif^  '^zz  +  z"), . . . 

Allgemein  wird  y^''^  gleich  y,  multipliziert  mit  einer  ganzen 
rationalen  Funktion  von  z,  z',  .  .  .  z'^''~^\  Da  sich  nun  die 
Gleichung  (4)  im  Falle  (2)  nicht  ändert,  Avenn  y,  y',  .  ■  .  y^''"' 
mit  irgend  einer  Größe  multipliziert  werden,  so  folgt,  wenn 
1 :  y  als  diese  Größe  benutzt  wird,  daß  (4)  in  eine  Diti'erential- 
gleichung  (r  —  1  )*^'"  Ordnung  für  z  übergeht.  Nachdem  man 
sie  integriert  hat,  erhält  man  auch  y  aus  (5)  mittels  einer 
Quadratur: 

/:dx 

y  =  e'      . 
Im  dritten  Falle  empfiehlt  es  sich,  die  Größe: 

(7)  ^  =  ln;r 

als    unabhängige   Veränderliche    zu    benutzen.      Dann    ist    zu 

setzen : 

(,         ,       dy :  dt  ,  dy 

l   ^         dx:dt  \dt^        dt) 

usw.  Allgemein  wird  y^''^  gleich  e"'"',  multipliziert  mit  einer 
ganzen  rationalen  Funktion  der  Ableitungen  von  y  nach  t  bis 
zur  r*^"  Ordnung  einschließlich.  Weil  sich  nun  die  Differential- 
gleichung (4)  im  Falle  (3)  nicht  ändert,  wenn 

^,  y,  y,  y",  ■  ■  ■  bzw.  mit  e',  1,  e-',  e'^', .  .  . 
multipliziert  werden,  geht  eine  Differentialgleichung  r*^'  Ordnung 
von  der  Form: 

^l^'  y'   dt'     dt^-  dt'---)  =  ^ 
hervor,    die    von    der    unabhängigen  Veränderlichen  t  frei   ist, 
daher  nach  der  zweiten  Methode  in  Nr.  790  auf  eine  Differential- 
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gleichung  (r  —  l)*®""  Ordnung  und  eine  Quadratur  zurück- 
kommt. 

Man  kann  also  in  allen  drei  Fällen  der  Homogenität  eine 
Erniedrigung  der  Ordnung  der  Differentialgleichung  um  eine 
Einheit  erreichen.  Wenn  die  vorgelegte  Differentialgleichung 
überdies  von  x  oder  //  selbst  frei  ist,  kann  man  die  Reduktion 
nach  Nr.  796  noch  weiter  treiben.     Hierfür  geben  wir  das 

Beispiel:  Bei  Kelchen  Kurven  in  der  Ebene  ist  die  Bogen- 
länge der  entsprechenden  Bogenlänge  der  Evoltäen  proportional? 
Bezeichnen  x^,  y^  die  Koordinaten  des  zu  einem  Punkte  (x,  y) 
einer  solchen  Kurve  gehörigen  Punktes  der  Evolute,  d.  h. 
des  Krflmmungsmittelpunktes,  so  ist  zu  fordern: 
■«•  ji 

ajyi+r^dx  =  /]/ 1  +  (^Jdx, , 

nach  Satz  2,  Nr.  542.  Dabei  ist  a  eiue  von  Null  verschiedene 
Konstante.  Durch  vollständige  Differentiation  nach  x  geht  eine 
Gleichuns;  hervor: 


y'^+¥'=V(Sf^M' 


infolge  deren  jene  Forderung  besteht.  Dies  aber  ist  eine  ge- 
wöhnliche Differentialgleichung  dritter  Ordnung  in  x  und  y, 
denn  die  rechts  auftretenden  Ableitungen  von  x^  und  y^  haben 
die  schon  in  Nr.  218  unter  (5)  berechneten  Werte,  deren  Sub- 
stitution die  folgende  Form  der  Diffei-entialgleichung  liefert: 
(9)  {l+y''-)y"'-?>yy'^^+ay"'=0. 

Sie  ist  einerseits  von  x  selbst  frei  und  andererseits  homogen 
in  der  ersten  Art  (1).  Deshalb  kann  die  Reduktion  hier  weiter 
getrieben  werden.  Benutzt  man  y'  als  unabhängige  Veränder- 
liche und  y"  als  abhängige,  so  kommt,  weil: 

(h/'  _  y'" 
dy        y" 

ist,  die  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  y'  und  //": 

{^+y'')%^  =  (s>y-a)y", 

in  der  sich  die  Veränderlichen  y'  und  //"  sofort  trennen  lassen: 

d  y"       3  ti'  —  rt    T  , 

-V  =  /,     ,.  dy  . 

y  l-\-y  -     -^ 
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Es    ist   bequemer,    den   Tangentenwinkel   r   vermöge   y'  =  tgt 
einzuführen.     Dann  kommt: 

d\ny"  =  (3tgT  —  a)dt, 
folglich : 

(10)  /=    " 


COS^T 


> 


wobei  (7o=konst.  ist.     Nun  haben  wir: 

'^-i/'      d   h      dx^'^y'-  -^^-^^ 
dx        ^  '  y  y    cos^'r' 

,             ,  ,           ist  dx 
dij  =  y  (Ix  =  ~ z- , 

^  ^  y     cOS^t' 

SO  daß  die  Substitution  des  Wertes  (10)   und  je  eine  Quadra- 
tur gibt: 

x=C^-\-jr    fß"'^(i0STdT,     y  =  G^-\- jr   f  e""^ bitit dt 

oder  nach  (3)  und  (4)  in  Nr.  454,   wenn   außerdem   a  =  ctgix 
gesetzt  wird: 

X 


6;+       -cos(t- 

-iu)e^'^*s," 

^■2+  ^  sm  (r  - 

_^)e^ctg,« 

y 

Alle  diese  Kurven  gehen  durch  Streckungen  vom  Anfangspunkte 
0  aus  und  durch  Schiebungen  aus  der  einen  Kurve: 

X  =  cos  (t  —  ^)  e*  "^  ■",     y  ==  sin  (r  —  ii)  e*  "^^^  ■" 
hervor,  die  in  Polarkoordinaten  a,  q  die  Gleichung: 

hat  und  daher  eine  logarithmische  Spirale  ist,  vgl.  Nr.  247. 
Die  gesuchten  Kurven  sind  folglich  lauter  logariihmische  Spiralen. 
801.  Differentialgleichungen,  die  in  doppelter  Weise 
homogen  sind.  Es  kann  vorkommen,  tlaß  eine  Differential- 
gleichung zu  zweien  der  in  voriger  Nummer  besprochenen 
Fällen  der  Homogenität  gehört.  Dann  tritt  stets  auch  der 
dritte  Fall  ein,  und  die  Integralkurven  haben  die  Eigenschaft: 
Aus  jeder  Integralkurve  geht  wieder  eine  Integralkurve  hervor, 
falls  aUe  Abszissen  mit  irgend  einer  Zahl  a  und  aUe  Ordinaten 
mit  irgend  einer  Zahl  b  multipliziert  werden.  Die  Differential- 
gleichung: 

(1)  Fix,  y,  y',  y",  ■  ■  ■  y^'^)  =  o 
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bat  diese  Eigenschaft,  falls  die  Gleichung: 

(2)  F[ax,  by,    ^  y\  |,/',  ...   lry^'^)  =  0 

auf  (1)  zurückkommt,  wie  auch  a  und  b  gewählt  sein  mögen. 
Ihre  Ordnung  läßt  sich  um  zwei  Einheiten  erniedrigen.  Denn 
zunächst  führe  man: 

(3)  J  =  In  a:,     l)  =  In  ^ 
als  neue  Veränderliche  ein,  d.  h.  man  setze: 


(4) 


^    ~  rZe?  :  d^  ~  ^J  ' 


._dy:dic  _  ^,,_2,rrfi«      /d^Y_  dr] 

•^  de'-.di  Idf-        \dl)        diA 

usw.  Allgemein  wird  ?/('")  gleich  e^~''s,  multipliziert  mit  einer 
ganzen  rationalen  Funktion  der  Ableitungen  von  t)  nach  i  bis 
zur  r^^^  Ordnung  einschließlich.    Weil  nun  in  (2)  insbesondere: 

angenommen  werden  kann,  geht  vermöge  der  Substitutionen 
die  Differentialgleichung  r*^'  Ordnung: 

hervor,  die  sowohl  von  j  als  auch  von  \)  frei  ist.  Indem 
man: 

als  neue  abhängige  Veränderliche  benutzt,  gewinnt  man  für  5 
eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  (r  —  Vf^^  Ordnung,  die 
von  der  unabhängigen  Veränderlichen  j:  frei  ist.  Nach  Nr.  796 
führt  man  daher  die  neue  unbekannte  Funktion: 

(«)  ^=%  =  U 

ein  und  betrachtet  §  als  unabhängige  Veränderliche,  indem  man: 
(7)  ^  =  i,  1^      ^'^  =  t)  f^-^V+  p2  ^ 

^^>  df    ^di'  df    ^vn)  ^^  d5* 

usw.  setzt.  Alsdann  geht  eine  Differentialgleichung  (;•  —  2)*®' 
Ordnung  für  p  hervor.  Ihre  Integration  gibt  p  als  Funktion 
von  5,  so  daß  man  nach  (6)  und  (5)  und  nach  (3)  mittels 
Quadraturen  auch: 
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K^J  j.  ^  gl  =  ß''  ^ ,     y  =  €^  =  e^'    '' 

als  Funktionen  von  3  berechnen  kann. 

Beispiel:  Hierher  gehört  die  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung: 

(9)  ?///"+ 5-' =  <>, 

die  zu  der  Differentialgleichung   nuUier  Ordnung  für  p   führt: 

aus  der  sich: 

Ä*  —  x^  —  2 

ergibt.     Nach  (8)  wird  daher  hier: 

Da: 

ä2-ä3_2  =  -(5-i-l)(5^-:>5  +  2) 

ist,  gibt   die  Partialbruchzerlegung   mit  Rücksicht   auf  (11)  in 
Nr.  433: 

^   ..>„*^/,      ,s    10, 


y  =  konst.  e    ^  y  ~ 


802.  Integration  durch  Bildung  einer  Differential- 
gleichung von  höherer  Ordnung.  Aus  einer  vorgelegten 
Differentialgleichung  r*'""  Ordnung: 

(1)  F{x,  y,  y',  .  .  .  ?/('•))  =  0 

kann  man  nach  Nr.  661  durch  vollständige  Differentiation  nach 
X  Differentialgleichungen  von  höherer  als  r*"  Ordnung  ge- 
winnen, unter  deren  Lösungen  die  von  (1)  enthalten  sind.  Man 
kann  auch  aus  diesen  Differentialgleichungen  und  aus  (1) 
durch  Eliminationen  und  Substitutionen  neue  Differentialcrleich- 
ungen  höherer  Ordnung  ableiten,  die  infolge  von  (1)  bestehen. 
Dabei  kann  es  eintreten,  daß  die  vollständige  Integration  einer 
solchen  Differentialgleichung  höherer  Ordnung  zu  leisten  ist. 
Alsdann  braucht  man  nur  noch  ihre  allgemeine  Lösung,  die 
mehr  als  /•  willkürliche  Konstanten  enthält,  in  (1)  einzusetzen; 
auf  diese  Weise  müssen  sich  Gleichungen  zwischen  den  Kon- 
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stauten  allein  ergeben,  wodurch  jene  allgemeiue  Lösung  soweit 
spezialisiert  wird,  daß  sie  zur  allgemeinen  Lösung  der  vor- 
gelegten Gleichung  (1)  wird. 

1.  Beispiel:  Die  Clcärautsche  Differentialgleichung : 
(2)  ij  -  xy'  =  fiy'), 

siehe  Nr.  720,  gibt,  wenn  sie  vollständig  nach  x  dijfferenziert 
wird: 

(•■>)  -xij"  =  fXy')y". 

Diese  Gleichung  (3)  wird  entweder  durch  die  Annahme  y"  =  0 
oder  durch  die  Annahme  x  =  —  f'{y')  erfüllt.  Im  ersten  Falle 
«/"  =  0  kommt  sofort  die  Schar  aller  Geraden: 

y=C,x -{-€',. 
Wird  dieser  Wert  in  (2)  eingesetzt,  so  geht  die  Bedingung  für 
die  Integrationskonstanten  hervor: 

Mithin  erhalten  wir  die  einfach  unendliche  Schar  von  Ge- 
raden : 

y==C,x+f(C,l 

vgl.  (5)  in  Nr.  720.     Im  zweiten  FaUe: 

^  =  -  fiy') 

gibt  (2)  nach  Substitution  dieses  Wertes: 

y  =  f(y')  -  y'f'iy')- 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  stellen  die  singulare  Lösung  (7) 
in  Nr.  720  dar,  ausgedrückt  mittels  der  Hilfsveränderlichen  y'. 

2.  Beispiel:    Es  sollen  die  Krümmiingshtrven  der  Fläche 
ziveiter  Ordnung: 

Äx'+  By--hC2-'=  1 

bestimmt  werden.  Indem  man  z  als  die  durch  diese  Gleichung 
definierte  Funktion  von  x  und  y  betrachtet,  berechnet  man 
durch  Differentiationen  nach  x  bzw.  y  die  partiellen  Ableitungen 
erster  Ordnung  j)  und  q  sowie  die  partiellen  Ableitungen  zweiter 
Ordnung  r,  5,  t  von  z  nach  x  und  y  und  setzt  ihre  Werte  in 
die  Gleichung  (6)  von  Nr.  319  ein,  die  ja  die  Difierentialglei- 
chung  derjenigen  Kurven  in  der  j;^- Ebene  ist,  die  aus  den 
Projektionen  der  Krümmuugskurven  besteht.    Wenn  man  diese 
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Gleichung  noch  mit  dxdy  dividiert  und  dann  dy  :  dx  mit  y 
bezeichnet,  lautet  sie  so: 

(4)  A  [x^ -  ^y)  -  B{f  -  xyy)  +  T  =  0, 

wobei  zur  Abkürzung: 

A  =  AB{G -A\     B  =  ABiQ -  B),     V  ={Ä-  B)C 
gesetzt  ist.  Vollständige  Differentiation  der  DiflFerentialgleichung 
(4)  gibt  nun: 

{7^  +  ß)  i^yy"  +  ^y^-  yy')  =  o- 

Nullsetzen  des  ersten  Faktors  liefert,  wie  man  leicht  sieht, 
nicht  die  allgemeine  Lösung  von  (4).  Nullsetzen  des  zweiten 
Faktors  gibt  die  Differentialgleichung: 

yy"  +  y'^  ^  i, 
yy      ^  x^ 

deren  linke  Seite  das  vollständige  Differential  von  In  {yy)  ist, 
so    daß    ihre  Integration  «z^/' =  konst.  a;   liefert    und    weiterhin: 

y'^  =  konst.  x^  +  konst. 
Die  Integralkurven  sind  also  Kegelschnitte.    Werden  sie  in  der 
Form: 

dargestellt,  so  daß  yy  = — C^x  :  C^  wird,  so  gibt  die  Substi- 
tution von  y'^  und  yy    in  (4)    die   Bedingung    für  C^    und  C^: 

(6)  ACj-B(72+r  =  0, 

unter   der  (5)  die  Integral  kurven  von  (4)  vorstellt.     Z.  B.  für 

das  ElUpsoid: 

(')  o^  +  P"  +  c*"  "" 

ist  ^  =  1  :  a^,  2?  =  1  :  h^  und  C  =  1  :  f ^  zu  setzen.  Alsdann 
wird  die  Bedingung  (6)  in  allgemeinster  Weise  durch: 

^1=     a^^c^~    '      ^2~     fe«  — c« 

befriedigt,  wenn  a  eine  willkürliche  Konstante  bedeutet.  Daher 
sind  nach  (5)  die  Kegelschnitte: 
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die  Projektionen  der  Krümmungskurven  des  EUipsoids  (7). 
Dasselbe  ergab  sieb  in  Nr.  334  unter  (6)  auf  anderem  Wege. 
803.  Differentialgleichungen  höherer  Ordnung,  die 
der  Clairautschen  G-leichung  entsprechen.  Nacb  Nr.  783 
schreibt  eine  genöhulicbe  Difi'erentialgleicbung  zweiter  Ord- 
nung: 

jedem  Linienelemente  {x,  p,  y)  ihres  Bereiches  in  der  a;t/- Ebene 
einen  bestimmten  Krümmungskreis  zu;  denn  es  sind: 

die  Koordinaten  des  Mittelpunktes,  und  es  ist: 


V^  +  y" 


y 

der  Radius  dieses  Kreises,  und  diese  drei  Größen  sind  bekannt, 
sobald  X,  y,  y'  gegeben  werden  und  y"  durch  (1)  bestimmt 
wird.  Eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
drückt  also  eine  solche  Eigenschaft  aus,  die  den  Punkten  {x,  y) 
de?'  Kurven  und  ihren  Krümmimgskreisen  zukommt.  Insbesondere 
aber  kann  diese  Eigenschaft  von  der  Lage  des  Berührungs- 
punktes des  Krümmungskreises  unabhängig,  also  eine  Eigen- 
schaft der  Krümmungskreise  allein  sein.  Da  die  drei  Bestim- 
mungsstücke eines  Kreises  die  Koordinaten  x^,  y^  seines  Mittel- 
punktes und  sein  Radius  Fi  sind,  wird  eine  solche  Eigenschaft 
durch  eine  Gleichung  zwischen  den  drei  Größen  (2)  und  (3) 
allein  zum  Ausdruck   gebracht: 

(4)  0{.-^^y,    .  +  ->-+/-',    >^)  =  0. 

Eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  stveiter  Ordnung  von 
dieser  hesonderen  Form  hat  deshalb  als  reguläre  Integralkurven 
lauter  Kreise;  diese  Kreise  bilden  eine  zweifach  uuendliche 
Schar,  indem  zwischen  den  Koordinaten  x^,  y^  ihrer  Mittel- 
punkte imd  ihren  Radien  R  die  Gleichung  besteht: 

(5)  0{x„  y„  R)  =  0, 

infolge  deren  eines  der  drei  Bestimmungsstücke  durch  die  bei- 
den anderen  bedingt  wird.  Integralkurven,  die  keine  Kreise 
sind,  ergeben  sich  hier  nur  als  singulare  Integralkurven. 
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Hiermit  ist  die  Betrachtung  in  Nr.  721,  die  sich  auf  die 
Clairautsche  DiiFerentialgleichung  bezog,  verallgemeiuert  wor- 
den, und  man  kann  deshalb  eine  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  von  der  Form  (4)  in  gewissem  Sinne  als  eine  Ver- 
allgemeinerung der  Clairautschen  Differentialgleichung  bezeich- 
nen. Es  erübrigt  die  Beantwortung  der  Frage,  wie  man  er- 
kennt, ob  eine  vorgelegte  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung: 

(6)  Fix,  y,  y,  y")  =  o 

auf  die  Form  (4)  gebracht  werden  kann.  Dies  geschieht  so: 
Aus  (2)  und  (3)  ergibt  sich  durch  Auflösung  nach  x,  y  und  y" : 

X  =  x,-{- -  y ,     y  =  y. 7=— ,    y  =  - — ~       ■    ■ 

Werden  diese  Werte  in  (6)  eingesetzt,  so  kommt: 

(7)  F (.,  +  -!=/,  y^-,,^,   y'<  '^^)-"- 

V  Kl +2/  Kl  +  ^-  -«/ 

Demnach  geht  dann  und  nur  dann  eine  Gleichung  von  der 
Form  (5)  oder  (4)  hervor,  wenn  die  Gleichung  (7)  von  der 
Größe  y'  befreit  werden  kann. 

Wenn  man  die  geometrische  Deutung  einer  gewöhnlichen 
Differentialgleichung  von  höherer  als  zweiter  Ordnung  benutzt, 
die  in  Nr.  7H4  auseinandergesetzt  wurde,  kann  mau  leicht  zu 
weiteren  Verallgemeinerungen  der  Clairautschen  Differential- 
gleichung kommen;  zunächst  gelangt  man  dabei  zu  denjenigen 
Differentialgleichungen  dritter  Ordnung,  deren  reguläre  Integral- 
kurven lauter  Kreisevolventen  sind.  Wir  wollen  uns  jedoch  auf 
den  Fall  der  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  (4)  be- 
schränkeu;   deren    reguläre   Integralkurven   lauter   Kreise    sind. 

Ihre  singuläreu  Elemente  zweiter  Ordnung  [X,  y,  y,  y") 
sind  nach  Nr.  788  der  Bedinguno;: 

J  .  =  0 
dy 

unterworfen.  Wenn  die  Gleichung  (4)  in  der  Form  (5)  ge- 
schrieben wird,  worin  also  x^,  y^  und  7/  die  Größen  (2)  und 
(3)  bedeuten,  lautet  diese  Bedingung  so: 

dx,      y"^    y        dy,      y"^"       dB       y"* 
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oder: 

(8)  y    ,      —  ^     —  yi  +  ?/ ^t;-^  =  0. 

Zu  jedem  Wertsysteme  x^,  y^,  li,  das  der  Gleichung  (5)  ge- 
nügt, ergeben  sieh  hieraus  zwei  zugehörige  Werte  von  y\  die 
übrigens  imaginär  sein  oder  zusammenfallen  können.  Allge- 
mein gesagt  also  liegen  auf  jedem  Kreise  mit  den  Bestimmungs- 
stücken x^,  y/i,  R  zwei  Elemente  zweiter  Ordnung  {x,  y,  y ,  y"^, 
die  singulär  sind.  Die  Richtungen  der  Taugenten  der  zuge- 
hörigen  Punkte  des  Kreises  ergeben  sich  aus  den  beiden  Wur- 
zeln y  der  Gleichung  (8).  Eine  singulare  Integralkurve  muß 
also,  falls  sie  überhaupt  vorhanden  ist,  überall  Kreise  aus  der 
durch  (5)  bestimmten  zweifach  unendlichen  Schar  in  der  zweiten 
Ordimng  berühren,  d.  h.  jede  singulare  Integralkurve  ist  eine 
Einhüllende  zweiter  Ordnung  dieser  Kreisschar.  Das  in  Nr.  790 
entwickelte  Verfahren  zur  Bestimmung  solcher  Einhüllender 
setzte  voraus,  daß  die  Gleichung  der  regulären  Integralkurven 
nach  y  aufgelöst  sei.  Da  die  Auflösung  umständlich  wäre, 
gehen  wir  hier,  anders  vor: 

Es  seien  x^,  y^  und  R  Werte,  die  der  Gleichung  (5)  ge- 
nügen, so  daß  der  Kreis  mit  den  laufenden  Koordinaten  x,  y : 

(9)  {x-x,y-\-iy-y,y==R^^ 

eine  reguläre  Integralkurve  vorstellt.  Für  seine  Linienelemente 
{x,  y,  y)  ist: 

(10)  x-x^-^{y-y,)y=0. 

Aus  den  vier  Gleichungen  (5),  (8),  (9)  und  (10)  findet  man 
alsdann  durch  Elimination  von  x^,  y^  und  R  eine  Gleichung 
zwischen  x,  y,  y    allein: 

(11)  *^(^,  ^,  y)  =  0, 

der  alle  Linienelemente  aller  singulären  Lösungen  genügen. 
Dies  ist  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ordnung, 
und  ihre  regulären  Integralkurven  sijid  die  singulären  Integral- 
kurven der  vorgelegten  Differentialgleichung  (4). 

804.  Beispiele.  Aufgaben  in  der  Ebene,  bei  denen  es 
sich  um  die  Ermittlung  von  Kurven  auf  Grund  einer  solchen 
Eigenschaft  handelt,  die  ihren  Krümmungskreisen  allein  vor- 
geschrieben wird,  d.  h.  die  unabhängig  davon  ist,    wo   die  Be- 
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rührung'spunkte  der  Krümmungskreise  liegeü^  führen  stets  auf 
eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  von  der  in  voriger 
Nummer  besprochenen  Art.  Die  regulären  Lösungen  der  Glei- 
chung werben  durch  lauter  Kreise  dargestellt,  und  deshalb  sind 
in  diesem  Falle  gerade  so  wie  bei  der  Clairautschen  Differen- 
tialgleichung in  Nr.  721  niclit  die  regulären,  sondern  die  sitigu- 
lären  Lösungen  die  einzig  interessanten.  Die  regulären  Lösungen 
ergeben  sieh  ohne  jedes  Integrationsverfahren,  siehe  (5)  in 
voriger  Nummer,  während  die  Bestimmung  der  singulären  die 
Integration  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung erfordert,  siehe  (11)  in  voriger  Nummer. 

1.    Beispiel:    Gesucht    tve^-den    diejenigen    Kurven   in    der 
Ebene,  deren  Krimmmngsmittelpunlde  (x^ ,  y^)  auf  einer  gegebenen 
Kurve: 
U)  o{x^^y,)^0 

liegen.  Von  vornherein  vermutet  man,  daß  diese  Aufgabe  durch 
eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  ausgedrückt  wird, 
weil  ja  die  einfach  unendliche  Schar  aller  Evolventen  der  ge- 
gebenen Kurve  die  verlaugte  Eigenschaft  hat,  nach  Nr.  199. 
Aber  dies  ist  falsch.  Denn  man  hat  die  Werte  (2)  der  Koor- 
dinaten des  Krünunungsmittelpunktes  aus  voriger  Nummer  in 
die  gegebene  Gleichung  <&  =  0  einzusetzen  und  gelangt  zu  der 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung: 

(2)  *(.'--^/-V,     ;/  +  '*.''■')  =  "■ 

Die  Lösung  des  Widerspruchs  liegt  einfueh  darin,  daß  die 
regulären  Integralkurven  dieser  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung aus  der  zweifach  unendlichen  Schar  aller  Kreise  bestehen, 
deren  Mittelpunkte  auf  der  gegebenen  Kurve  (1)  liegen,  wäh- 
rend die  Evolventen  der  Kurve  (1)  die  singulären  Lösungen 
von  (2)  sind.  Nach  den  Vorschriften  der  vorigen  Nummer, 
wobei  man  von  der  Gleichung  (9)  ganz  absehen  kann,  weil  sie 
nur  R  bestimmt,  das  in  (1)  nicht  vorkommt,  geht  die  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung  der  Evolventen  durch  Elimi- 
nation von  x^  und  y^  aus  den  drei  Gleichungen : 

(3)  0{x^,  2/1)  =  0,  / ^  -  ^  =  0,  x-x^  +  iti  -  y,)y'  =  0 
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hervor.  Durch  Elimination  von  ?/  aus  der  zweiten  und  dritten 
Gleichung  ergibt  sich: 

d.  h.  nach  (4)  in  Nr.  169  die  Gleichung  der  Tangente  des 
Punktes  (x^,  y^  der  Kurve  (1),  geschrieben  in  den  laufenden 
Koordinaten  x,  «/;  ferner  besagt  die  zweite  Gleichung  (5),  daß 
das  Linienelement  (x,  y,  y)  zu  dieser  Tangente  senkrecht  ist. 
Mithin  sind  die  singulären  Lösungen  von  (2)  die  orthogonalen 
Trajektorien  der  Tangenten  der  Kurve  (1),  also  in  der  Tat  die 
Evolventen,  nach  Nr.  201.  Wie  man  sie  berechnen  kann,  wenn 
die  Bogenlänge  der  Kurve  (1)  gefunden  ist,  erhellt  aus  Nr.  200 
imd  201.     Vgl.  auch  das  Beispiel  in  Nr.  727. 

2.  Beispiel:  Gesucht  iverden  diejenigen  Ktircen  in  der 
Ebene,  deren  Krünmiunyshreise  in  hesug  auf  einen  festen  Punld 
0  eine  Potenz  hahen,  die  dem  Quadrate  des  Kriinwiungsradins 
proportional  ist.  Wird  0  als  Anfangspunkt  gewählt  und  sind 
x^,  i/j,  R  wieder  die  Bestimmungsstücke  des  Kriimmungskreises, 
so  ist  die  Potenz  gleich  x^^ -^  y^^ — 2t-.     Daher  wird  verlangt: 

x,'+y,^-E-=aB', 
wo  a  konstant  ist.     Demnach  ist: 

(4)  ^  =  x,'+  y,' -  ( 1  +  a)R'  =  (> 

die  Gleichung  ^  =  0  der  vorigen  Nummer,  so  daß  man  zu  der 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  kommt: 

(5)  o;^  +  f-  -  2  (xy'  -  y)  i-^.'^-  -  a  ^ß'^  =  0. 

Ihre  regulären  Integralkurven  sind  diejenigen  Kreise,  deren 
Mittelpunktskoordinaten  X-^,  y^  und  Radien »it  der  Bedingung 
(4)  Genüge  leisten  und  also  nur  dann  reell  sind,  wenn  ^y  >  —  1 
ist.  Die  singulären  Integralkurven  von  (5)  sind  die  regulären 
Integralkurven  derjenigen  Differentialgleichung  erster  Ordnung, 
die  man  durch  Elimination  von  a;, ,  y^  und  B,  aus  der  Gleichung 
(4)  und  aus  den  drei   Gleichungen: 

^^y  -y,-v{X-\-a)R ]/r+7^' = 0, 

{x  -  x,f  +  (y  -  ij,f  =^R%     X-  X,  +  {y-  y,)y  =  0 

gewinnt,  nämlich  der  Differentialgleichung: 
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•f  -\-yy'      y  ^  +  " 


o"? 


Sie  sind  n\ir  dann  reell,  wenn  a  zwischen  —  1  und  0  lieirt 
und  zwar  erf^eben  sich  nach  dem  Beispiele  in  Nr.  714  diejenigen 
h>(/aritJuniscJicn  Sj^iralen,  die  alle  Radienvektoren  unter  einem 
konstanten  Winkel  ,u  schneiden,  dessen  Tangens  einen  der  bei- 
den Werte: 

'^'.«=1/^» 

hat. 

805.  Lineare  Differeutialgcleichungen.  Eine  gewöhn- 
liche Differentialgleichung  >'''■  Ordnung  für  y  heißt  linear,  wenn 
y{r)  vermöge  ihrer  eine  ganze  lineare  Funktion  von  y,  ij\  .  ■  .  i/''~^^ 
ist: 

(1)  ^W  =  f,(x)y  +  t,(x)y'  +  •  •  .  +  f,_,{x)y^'-'^  +  F(x). 

Verwandelt  man  diese  Differentialgleichung  nach  der  Methode 
in  Nr.  063  in  ein  System  erster  Ordnung  in  der  Normalform, 
indem  man  außer  y  noch  die  r —  1  Ableitungen  y\  y",  .  .  .  ?/' ~ '^ 
als  unbekannte  Funktionen  yi,  y^,  ■  •  •  Dr-i  einführt: 

Vi- y',   y^  =  f,  •■  •  ü/,-i  =  y^'"S 

so  ergibt  sich: 

dy  _  dj/i^  _  dy,._.2  _ 

dx~y^'      dx  ~  ^'^'   '  '  '      dx     ~^'-i' 

--Iv'  =  ^o(^).'y  +  /■i(^)y,  +  •  •  •  +  /;.-i(^';y.-i  +  F{x\ 

Dies  System  gehört  zu  den  in  Nr.  774  betrachteten  liueann 
Systemen.  Das  zugehörige  verkürzte  lineare  System  geht  durch 
Streichen  von  F(x)  hervor.  Dementsprechend  heißt  diejenige 
lineare  Differentialgleichung  r"'  Ordimng,  die  aus  ( 1)  durch 
Streichen  von  F(x)  entsteht,  die  zugchUrige  verhirzte  lineare 
Differentialgleichung.  Weil  ihre  Lösungen  nicht  mit  denen 
von  (1)  übereinstimmen  werden,  seien  sie  mit  z  bezeichnet,  so 
daß  also: 

(2)  z^'^=-U{x)z  +  f,{x)z'+  ■■■  +  r,_,{x)^^-') 

die  verkürzte  Gleichung  vorstellt. 

Es  ist  nun  leicht,  die  l^etraclitung  in  Nr.  774,  die  sich 
auf  lineare  Systeme  bezog,  auf  das  oben  gefundene  System  an- 
H04,  H05| 
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zuwenden  und  dadurch  auf  die  vorgelegte  Difiereutialgleichung 
(1)  zu  übertragen,  wodurch  man  erkennt,  daß  die  Gleichung 
(1)  vollständig  integriert  ist,  sobald  man  die  allgemeine  Lösung 
z  der  verkürzten  Gleichung  (2)  und  irgend  eine  Partikular- 
lösung (f\x)  von  (1)  kennt.  Doch  ist  es  ebenso  einfach,  dies 
direkt  zu  zeigen:  Für  ^)Kx)  gilt  nach  (Ij  die  Gleichung: 

^>^'\x^  =  /o(^)()P(^)  +/'i(^)^'(^)  +  •  •  •  +  /',_!  (a;)^('->)  (2-)  + F(ri-). 
Wird  sie  von  (1)  subtrahiert  und  dann  y  —  tp{x)  =  z  gesetzt, 
so  geht  für  z  sofort  die  verkürzte  Gleichung  (2)  hervor,  d.  h.: 
Satz  11:  Ist  95(3)  eine  Fartihdarlösuwj  der  linearen  Dif- 
ferentialgleichung r""''  Ordnung: 

y''^  =  Ux)y  +  fMy  +  •  •  •  +  /■.-lU)^'  -'^  +  f{x) 

und  z  die  allgemeine  Lösung  der  zugehörigen  verlcürzten  linearen 
Gleichung: 

^('•)  =  f,{x)z  +  f,{x)z  +  •  •  •  +  /;_xü>('-^), 

50  stellt  y  =-  z  -\-  (p(x)  die  allgemeine  Lösung  der  unverkürzten 
Gleichung  vor. 

Man  kann  aber  auch  die  Gleichung  (1)  auf  eine  verkürzte 
Gleichung  (r  -f  1)"''  Ordnung  zurückführen,  indem  man  die 
Methode  von  Nr.  802  benutzt.  Denn  aus  (1)  folgt  durch  voll- 
ständige Differentiation  nach  x: 

r'-^'^=/o>+(7;'+/o:'/+---+('/;-i+/;-2)^''-'^+/;-iy'Hi^'. 

Wird  hierv(m  die  mit  F'.F  multiplizierte  Gleichung  (1)  ab- 
gezogen, so  kommt: 

(3)  r+^)  =  (/-_ ^'/o)y  +  {fx  +  /o  -  ^' /;)//+ •  •  • 

+  {C-i  +  fr-2  -  T  fr-r)y''-''  +  (/:-i  +  ^^)r^- 

Dies  aber  ist  eine  verkürzte  lineare  Ditterentialgleichung(r4-iy*'' 
Ordnung.  Wenn  y  =  (p(x,  C\,  Cg,  .  .  .  ^',.  +  1)  ^^^®  allgemeine 
Lösung  mit  r  -f  1  willkürlichen  Konstanton  C\,  C^,  .  .  ,  C^  +  i 
bedeutet,  gibt  es  also  eine  gewisse  Bedingung,  die  man  den 
Konstanten  (-\,  C^,  ■  ■  •  (\.^x  auferlegen  muß,  damit  sich  daraus 
die  allgemeine  Lösung  der  vorgelegten  Gleichung  (1 )  ergibt. 

Was  nun  die  verkürzten  linearen  DiÖerentialgleichungen 
betrifft,  so  kann  man  den  Satz  10  von  Nr.  770  leicht  auf  sie 
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übertragen.  Wenn  wir  bei  der  Formulierung  des  Ergebnisses 
wieder,  wie  gewöhnlieh,  y  statt  z  schreiben,  geht  hervor: 

Satz  12:  Eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  r*"''  Ord- 
nung für  eine  Funktion  y  von  x  hat  dann  und  nur  dann  die 
Eigenschaft,  daß  sich  ihre  cdlgemeine  Lösung  linear  mit  r  ivill- 
kürlichen  konstanten  Koeffizienten  C^,  G^,  .  .  .  C^.  aus  irgend  wel- 
chen r  linear  unabhängigen  Fartikularlösungen  fpi{x),  (f-zipo), 
.  .  .  (fX^)  '''*  ^^''  Form: 

y  =  C\(fXx)  +  C,^(P2{x)  H -^-G^cpXx) 

zusammensetzen  läßt,  wenn  die  Differentialgleiclmng  eine  ver- 
kürzte lineare  ist,  d.  h.  die  Form  hat: 

y^'^  =  f,{^)y  +  h{^)y-\-  ■••  +  fr-i{^)y"-'^- 

übrigens  ergibt  sich  dieser  Satz  auch  leicht  aus  Satz  4 
von  Nr.  785. 

Kennt  man  die  allgemeine  Lösung: 

(4)  z  =  6>i(*-)  +  a(p,{x)  +  .  .  .  +  C,.cp,ix) 

der  verkürzten  linearen  Differentialgleichung  (2),  so  kann  man 
die  der  nicht  verkürzten  Differentialgleichung  (1 )  auch  nach  der 
schon  in  Nr.  774  entwickelten  Methode  der  Variation  der  Kon- 
stanten durch  Quadraturen  ermitteln:  Man  ersetzt  die  Kon- 
stanten 6\,  0.2,  ■  .  .  C,.  durch  r  Funktionen  u^,  u.-,,  .  ,  .  u^.  von  x, 
betrachtet  also  die  Funktion: 

(5)  y  =  9iC<')'<i(^)  +  9'2C^')^*2(^)  +  •  •  ■  +  <P,-(^)«,-(-^^0 

und  versteht  unter  u^,  ^^„  .  .  .  u^  solche  r  Funktionen,  deren 
Ableitungen  den  r  Bedingungen  genügen: 

^l'«l'  +   ^2 ''''2'  +   ■  -   •   +  f>r'^r  =  ^1 


(6) 


<-')hi'  +  cp^-^u^  +  •  •  ■  +  tp\':'')u;^F{x). 


Die   durch  (5)   definierte   Funktion  hat   dann   die   Ableitungen 
bis  zur  (/•  —  l)'**"  Ordnung: 

y(^)  =  (pi^)u^  +  fpfu_,  +  ■  .  •  4-  95(.*)m,.     (ä;  =  1,  2,  ■•■/•-  1) 
und  die  Ableitung  r'*'"'  Ordnung: 
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Hieraus  folgt,  daß  y  der  Differentialgleichung  (1)  genügt,  weil 
cp^,  9?2?  •  •  •  ^r  ^^®  verkürzte  Gleichung  (2)  erfüllen.  Nun 
lassen  sich  u\,  n^,  .  .  .  h^'  in  der  Tat  aus  (6)  berechnen,  weil 
die  Determinante: 


0) 


D 


fP2 

^2 


^'i 


ir-l) 


m 


(r-l) 


<P 


fr 

(r-1) 


nach  Satz  4,  Nr.  785,  von  Null  verschieden  ist.  Bezeichnet 
Z)^.  die  zum  Ä*®''  Elemente  der  letzten  Zeile  gehörige  Unter- 
determinaute,  so  gibt  (6): 

u;^^F{x)         (Ä-==l,  2,  ...r). 

Wenn  also: 

(8)  ^,(^)  ^J^  F{x)dx         (Ä-  =  1,  2,  .  .  .  r) 

gesetzt  wird,  wobei  alle  Quadraturen  von  derselben  bestimmten 
unteren  Grenze  aus  erstreckt  sein  mögen,  ist  Uj^  =  il^j.  -\-  Konst. 
zu  setzen,  d.  h.  nach  (5)  wird: 

(9 )  y  =  (p, (x)  1^1  {x)  -{-■■■  +  (p, (x) i^,. (x)  +  C\(pi{x)  +  '  - -\-  C; (p^ (x) 

eine  Lösung  von  (1).  Dies  ist  die  angemeine  Lösung,  weil 
man  die  r  willkürlichen  Konstanten  C\,  C\,  .  .  .  C^  aus  dieser 
Gleichuuo-  und  den  r  —  1  durch  Differentiation  hervorgehenden 
Gleichungen  für  y\  //",  .  .  .  «/'"~^^  wegen  I)  =^  0  berechnen  kann. 
Bezüglich  der  verkürzten  linearen  Differentialgleichung  (2) 
sei  noch  bemerkt,  daß  sie  zu  denjenigen  gehört,  die  nach  der 
in  Nr.  800  unter  (2)  betrachteten  Art  hmmxjen  sind,  so  daß 
sich  ihre  Ordnung  um  eine  Einheit  erniedrigen  läßt,  wenn 
man  z  ;  z  als  neue  unbekannte  Funktion  einführt;  jedoch  ist 
die  hervorgehende  Differentialgleichung  im  allgemeinen  nicht 
mehr  linear.  Beispielsweise  ergibt  sich  aus  der  verkürzten 
linearen  Differeutialgleichuno-  zweiter  Ordnung: 

wenn  man  Z=z\z  setzt,  die  Riccatische  Diff'erentialgleichtmg 
(vgl.  Nr.  718): 

Z'=Ux)  +  f,{x)Z-Z\ 
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806.  Verkürzte  lineare  Differentialgleichungeu  mit 
konstanten  Koeffizienten.  Wenn  insbesondere  eine  solche 
verkürzte  lineare  Differentialgleicliung  r*^'"  Ordnung  vorliegt, 
in  der  die  Koeffizienten  konstante  Werte  a^,  a^,  rr,,  •  .  •  a,._i 
haben: 

(1)  y')  =  00  +  a,j/  -{-a,jj"-\ +  a^._^iß^'-^\ 

geht  ein  d'Älenibertsches  System  (vgl.  Nr.  771)  hervor,  sobald 
man  wie  in  voriger  Nummer  y,  y",  ...?/'^')  als  unbekannte 
Funktionen  yi,  y2,  •  ■  •  Vr-i  ne^^en  y  selbst  einführt,  nämlich 
das  System: 


(2) 


Tx~y^'  äx  -y^' ' 


Jx       —^r-t, 


^^^  =  00  +  a,y,  4-  «2^2  +  •  •  •  +  «v-i?/r-i 


Die  charakteristische  Gleichung  dieses  Systems   ist  (vgl.  (4)  in 

Nr.  771): 


—  9 
0 
0 

0 


1 


0       - 


0 
0 

0 

—  Q 

«V-2 


O.. 


=  0 


oder: 

(3)  Q''=%-\-  (hQ  +  rtgp-H +  a,._^Q'-^. 

Deshalb  heißt  (3)  auch  die  charakteristische  Gleichung  der  Diffe- 
rentialgleichung (1). 

Wenn  sie  laider  verschiedene  reelle  Wurzeln  q^,  q.2,  .  .  .  q^ 
hat,  ergibt  sich  aus  Nr.  771  als  die  allgemeine  Lösung  von  (1): 

(4)  y  =  6\  e<^'^-'  +  C,e^-'  +•■■  +  6>iV'-. 

Dabei  sind  C^,  Og,  ...  C,.   die  Integrationskonstanten.     In    der 
Tat  ist  nach  (4): 

iß)  =  C>/e(v. -1-  C2p/eV-^'+  .  .  .  +  C.Qj-e^r- 
(k  =1,2,...  r). 
Substitution  dieser  Werte  in  (1)    und  Vergleichung  der  Koef- 
fizienten von  C;.  auf  beiden  Seiten  gibt  dann: 

9k''  =  «0  +  «1 9k  +  «2  ?*^  +  •  •  •  +  ('r  - 1 9k'' " '     (A-  =  1,  2, .  .  .  >•), 
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und  diese  Gleichung  gilt,  weil  Q/.  eine  Wurzel  der  charakte- 
ristischen Gleichung  (3)  ist.  Außerdem  sind  in  f4j  alle  r  Kon- 
stanten Cj,  Cg,  ...  C[.  wirklich  wesentlich,  denn  sonst  müßte 
nach  Satz  6,  Nr.  786,  die  Determinante: 

111.1 


(5) 


9l  ?2       Qi  Qr 

2  9  9  9 

Qi  92-  93'         ■        Qr 

1 


Ql  92  Cs      ■  9r 

gleich  Jfull  sein,  was  aber  bekanntlich  nur  dann  der  Fall  ist, 
wenn  zwei  der  r  Werte  (),,  p^,  ...  q^.  übereinstimmen.  Dies 
wurde  ausdrücklich  ausgeschlossen. 

Sind  die  Wursehi  q  der  charakteristischen  Gleichwu/  zwar 
sämtlich  verschieden,  aber  zum  Teil  imaginär,  so  treten  stets 
konjugiert  komplexe  Wurzeln  auf.  Ist  z.  B.  ()j  =  a  -f  iß,  so  ist 
eine  zweite  Wurzel  p.,  =  a  —  iß.  Wenn  mau  dann  in  (4)  auch 
für  Cj  und  C,  konjugiert  komplexe  Zahlen  A  +  iB  und  A  —  iB 
setzt,  haben  die  beiden  ersten  Glieder  in  dem  Ausdrucke  (4) 
die  Summe: 

(A  +  i B) e(«  +  ^^')-'-  -f-  (^  —  iB) e(" - ''^)', 

die  sich  nach  (5)  in  Nr.  1373  in  der  reellen  Form  schreiben  läßt: 

2(^4  cos  ßx  —  B  ^mßx)e"'\ 
So  kann  man  überhaupt  stets,  faUs  nur  alle  Wurzeln  der  cha- 
rakteristischen Gleichung  voneinander  verschieden  sind,  die  all- 
gemeine Lösung  (4)  auf  eine  reelle  Form  bringen. 

Dagegen  versagt  die  Formel  (4),  falls  die  charakteristische 
Gleichung  (o)  wenigstens  eine  Doppel wurzel  hat.  Hier  stellt 
zwar  (4)  immer  noch  eine  Lösung  dar,  aber  nicht  die  allge- 
meine, weil  in  diesem  Falle  die  Determinante  (5)  verschwindet 
und  daher  nicht  alle  r  Konstanten  C^,  C.^,  ...  0^  in  (4)  wesent- 
lich sind.  Aber  aus  den  Ero-ebnissen  von  Nr.  772,  vgl.  insbe- 
sondere  Satz  12  daselbst,  folgt  sofort: 

Satz  13:   Liegt  die  va'kürzte  lineare  Differentialgleichung 

yter     Qydfinyig  .' 

mit  konstanten,  Koeffizienten  a^,  «j,  a^,  ...  a^_^  vor  und  hat 
ihre  charakteristische  Gleichung: 
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gerade  u  verschiedene  Wurzeln  q^,  q^,  ...  q,^,  die  hsiv.  m^-fach, 
m^-fach,  .  .  .  m^-fach  sind,  so  setzt  sich  die  allgemeine  Lösung 
der  Differentialgleichung  linear  mit  willkürlichen  konstanten  Koef- 
fizienten ans  den  r  FunJctionen: 

e^r\     xe^j"",  .  .  .  x"'j-'^&<r'        (j  =  1,2, .  .  .  ^) 
zusammen. 

Wenn  dabei  imaginäre  Wurzeln  auftreten,  kann  man  nach 
dem  vorhin  angegebenen  Verfahren  doch  stets  zu  einer  reellen 
Form  der  allgemeinen  Lösung  gelangen. 

§  4.  Infinitesimale  Transformationen 
gewöhnlicher  Diflferentialgleichnngen  höherer  Ordnung.^) 

807.  Mehrmal  erweiterte  eingliedrige  Gruppe  von 
Punkt-Transformationen.  In  diesem  Paragraphen  soU  ein 
kurzer  Einblick  in  diejenigen  von  Lie  herrührenden  Integra- 
tionsmethoden gegeben  werden,  die  man  bei  gewöhnlichen  Dif- 
ferentialgleichungen höherer  Ordnung  mit  bekannten  infinitesi- 
malen Transformationen  anwenden  kann.  Zu  diesem  Zwecke 
bedarf  es  einiger  Vorbereitungen. 

Vermöge  einer  Transformation: 

der  Punkte  (Xq,  g^)  der  Ebene  in  neue  Punkte  [x,  y)  geht  jede 
Kurve  in  eine  neue  Kurve  und  daher  auch  jedes  Element  r*^^ 
Ordnung  (xq,  y^,  y^,  .  .  .  y^'^''^),  vgl.  Nr.  788,  in  ein  neues  Ele- 
ment r*'"" Ordnung  (x,  y,  y',  ■  .  ■  ^^'^)  über.  Für  die  Linienelemente 
wurde  dies  schon  in  Nr.  745  erörtert.  Versteht  man  unter  x^ 
und  y^  irgendwelche  Funktionen  einer  Hilfs veränderlichen  x, 
so  bedeuten  sie  die  laufenden  Koordinaten  einer  Kurve,  und 
längs  der  Kurve  ist  y^  als  eine  Funktion    von   X(^   aufzufassen. 


1)  Dieser  ziemlich  knapp  gefaßte  Paragraph  kann  ohne  Nachteil  tiir 
das  Verstehen  des  Späteren  überschlagen  werden.  Ausdrücklich  sei  be- 
merkt, daß  in  den  Nummern  809 — 812  mehrfach  begriffliche  Schluß- 
folgerungen gemacht  worden  sind,  deren  Umsetzung  in  rein  analytische 
Schlüsse  zu  viel  Platz  beanspi-ucht  hätte.  Man  findet  diese  analytischen 
Beweise  in  dem  Werke  von  Lie:  ^.Vorlesungen  über  Differentialgleichungen 
mit  bekdunlen  infinitesimalen  Transformationen",  Leipzig  1891. 

80«,  807J 


§  4.  Infinites.  Transformationen  gew.  DiiFerentialgleichgn.  höh.  Ordn.     383 

Die  Ableitungen  der  P'unktion  y^  nach  Xq  sind  alsdann  durch 
die  Formeln  definiert: 

^'^^       y^        dx^-.dx'     ^0         dx^:dx  '  •  •  '  y^  dx^-.dt 

Infolge  von  (1)  sind  aber  auch  x  und  y  als  Funktionen  von 
r  aufzAifassen ,  so  daß  es  auch  hier  Ableitungen  y' .,  y" ,  ■  >  •  y^""^ 
von  y  nach  x  gibt,  definiert  durch  die  Formeln : 

^^        y        dx-.dr'       ''  dx:dt'"-y  dxidt 

Nach  (1)  ist  nun  zunächst: 


.'/  =  ^-..r.  = 


dcp  :  dr        gqp        C(p       ,' 

vgl.  (2)  in  Nr.  745  (wo  Xq,  y^  mit  x,  y,  dagegen  x,  y  mit  x,  y 
bezeichnet  waren).  Dieser  Wert  von  y'  ist  eine  Funktion  von 
Xq,  y^  und  K/o',  die  zur  Abkürzung  V'i(^o>  Vo^  Vo)  lieißen  möge. 
Alsdann  gibt  die  zweite  Formel  (3): 

^  i}(f  :  dx  d(p     1^  d(p        ,  ' 

und  dies  ist  eine  Funktion  t^g  "^^n  Xq,  y^,  y^,  y^'.  So  kann 
man  fortfahren  und  allgemein  i/'"^  als  eine  Funktion  i\  von 
Xq,  Vo>  ?/o  >  •  •  •  ^0^'^  darstellen.  Dadurch  gewinnt  man  diejenigen 
Gleichungen: 

(4)  y'=ti{xo,  iJq,  y^),  .  .  .  ?/'")  =  t^Jx^,  y^,  y^,  .  .  .  ^„W), 

die  man  zu  (1)  hinzufügen  muß,  um  den  analytischen  Aus- 
druck der  r-mdl  erneiterten  Funld-Trausformationen  (1)  zu  be- 
kommen, d.  h.  derjenigen  Transformation  der  Elemente  r''"''  Ord- 
nung, die  infolge  dieser  Funht-Transformation  stattfindet.  Wohl- 
bemerkt kann  man  die  Formeln  (4),  die  von  t  frei  sind,  auf- 
stellen, ohne  zu  wissen,  welche  Funktionen  von  t  unter  x^  und 
y^  verstanden  werden.  Sie  gelten  daher  für  ganz  beliebige 
Kurven. 

Ein  System  von  der  Form: 

(5)  ^  =  |(ä:,  y),      ^=,;(x,  y), 
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wobei  I  und  r]  und  ihre  partiellen  Ableitungen  bis  zur  z"*^" 
Ordnung  einschließlich  in  einem  gewissen  Bereiche  stetige 
Funktionen  von  x  und  i/,  aber  frei  von  t  sind,  definiert  nach 
Nr.  734  eine  eingliedrige  Gruppe  von  PunhUramf'onnationen%^, 
dargestellt  durch  das  System  derjenigen  Hauptlösungen: 
(6)  X^  (p{xQ,lj^,  t),     y  =  xl,{x^,  y^,  f), 

die  für  t  =  ( )  die  Anfangswerte  Xq  und  y^  haben.  Bei  jeder 
Transformation  %^  dieser  Gruppe  werden  alle  Elemente  r^^''  Ord- 
nung (Xq,  y^,  y^,  .  .  .  yj-''^)  in  neue  Elemente  r'"''  Ordnung 
{x,  y,  y',  .  ■  ■  y^'''')  verwandelt,  und  die  Gleichungen  für  die  »--mal 
erweiterten  Transformationen  der  Gruppe  lassen  sich  nach  dem 
angegebenen  Verfahren  aus  den  Gleichungen  (6)  ableiten.  Da- 
bei tritt  noch  der  Parameter  t  in  die  Formeln  ein,  die  nach 
wie  vor  von  r  frei  sind.  Die  Gesamtheit  der  Formeln  (6)  und 
der  aus  ihnen  abgeleiteten  Formeln  für  y',  y",  .  .  .  ?/(')  sei  durch 
die  Gleichungen  dargestellt: 

y'=ti(X(^,  Vo,  Po,  t), 


(7) 


?yM  =  t^{Xf^,  ^0,  yo,  yo'y  ■  ■  ■  yo^''\  0- 

Sie  definieren  für  jeden  Wert  von  t  eine  Transformation  der 
Elemente  r*®""  Ordnung,  und  alle  diese  Transformationen  bilden 
eine  Gruppe.  Denn  die  Aufeinanderfolge  der  zu  zwei  Werten 
t^  und  t.2  von  t  gehörigen  Transformationen  %i  und  %i  der 
vorgelegten  eingliedrigen  Gruppe  ist  nach  Satz  18,  Nr.  732, 
durch  die  Transformation  %t  j^t  zu  ersetzen,  und  da  X^ ,  %f  und 
%,  j^i  diejenigen  Transformationen  der  Elemente  r**"^  Ordnung 
nach  sich  ziehen,  die  durch  (7)  für  t  =  f^,  t  =  U  und  t  =  t^-\-  f., 
dargestellt  werden,  muß  dasselbe  für  die  /-mal  erweiterten 
Transformationen  gelten.  Weil  zu  t  =  0  die  identische  Trans- 
formation gehört  (vgl.  Nr.  732),  haben  die  Funktionen  (7 )  für 
t  =  0  die  Werte  x^,,  y^,  y^',  y^",  .  .  .  yQ<^'X 

AVerden  Xq  und  ?/(,  wie  vorhin  als  Funktionen  einer  Hilfs- 
veräuderlichen  r  betrachtet,  wird  also  irgend  eine  Kurve  mit  den 
laufenden  Koordinaten  Xq  und  «/q  ins  Auge  gefaßt,  längs  deren 
I/o  eine  Funktion  von  a:^  mit  den  Ableitungen  (2)  ist,  so  sind 
807I 


§  4.  Infinites.  Transformationen  gew.  Difterentialgleichgn.  höh.  Ordn.     385 

X  und  y  nach  (6)  Funktionen  von  t  und  x.  Deshalb  wird  man 
es  bei  dieser  Auffassung  vorziehen,  das  System  (5)  so  zu 
schreiben : 

(8)  x,=  l{x,  y),    y,=-i]{x,  y). 

Man  kann  nun  leicht  auch  die  Ableitungen  von  y,  y",  .  .  .  i/('> 
nach  t  berechnen,  die  wir  durch  Anhängen  des  Index  t  be- 
zeichnen.    Denn  nach  (3)  ist: 


(9)  y^^.tr-r^^Ur^      y 

X  T    ' 

Werden  die  Werte  [S)  in  die  erste  Formel  eingesetzt  und  wird 
y^ :  iTj,    wieder    mit   j/'    bezeichnet,    so    kommt    (wie    schon    in 

Nr.  746): 

.'// =  ^x  +  0/,  -  Üy' -  bj,/ ' 

oder  auch: 

wenn  das  gerade  Differentiationszeichen  die  voUständige  Diffe- 
rentiation  nach  x  andeutet.  Der  Wert  von  <//  stellt  sich  daher 
als  eine  Funktion  tJj  von  x,  y  und  y  dar.  so  daß  die  zweite 
Formel  (9)  mit  Rücksicht  auf  die  erste  Gleichung  (8)  gibt: 

dri,         ,  dl 
Vi 


oder,  wenn  man  dies  ausrechnet  und  y^ix^  durch  y  und  y^'.x^ 
durch  y"  ersetzt: 


II 

dx 

1    ^'h      ' 

II 

■y 

ß 
\dx 

+ 

Hierfür 

kann 

man  kürzer 

schreiben: 

(11) 

dx 

y" 

.di 

dx 

.) 

1^') 


und  es  ist  leicht,  entsprechend  den  Formeln  (10)  und  (11)  zu 
denen  für  die  Ableitungen  von  y'",  .  .  .  ?/(''^  nach  t  zu  gelangen. 

Erinnert  man  sich  noch  daran,  daß  die  Funktionen  x,  y, 
y,  .  .  .  ^^''  von  t,  die  (7)  angibt,  für  f  =  0  die  Anfangswerte 
Xq,  </o,  ;?/q',  .  .  .  i/o^')  haben,  so  findet  man  mit  Rücksicht  auf 
Satz  6  von  Nr.  767  den  folgenden 

Satz  14:  Durch  r-maliije  Enceitcnmci  aller  Transforma- 
tionen der  eingliedrigen  Gruppe   in  sicei  Veränderlidien  x,  y: 

Serret- Schef fers,  Diff.- u.  lutegral-Rechnung.  HI.  H.Aufl.  25  fftOV 
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X  =  ^(^0,  ^0,  0'     y  =  i'i^OJ  Po,   i), 
die  durch  ein  System: 

dx       f..        .du  ,        •. 

erzeugt  wird,  ergibt  sich  eine  eingliedrige  Gruppe: 

^  =  ^{^0, 2/o;  0;   y  =  ^i^o>  y^i  0;   y  =  ^i(*o;  2/0?  yd^  0. 
y" = ^2(^0^  2/0;  2/0';  ^0".  0'  •  •  •  y^''^ = '^/•(^o. ?/o? 2/0'? y^'y  ■  ■  ■  yo^''\ 0 

von  Transformationen  der  Elementer*'''  Ordnung  (x^,  y^,  y^', . . .  yo^''^) 
in  neue  Elemente  r*^''  Ordnung  (x,  y,  y',  .  .  .  y^''^),  und  zwar  wird 
diese  Gruppe  in  r  +  2  Veränderlichen  x,  y,  y',  .  .  .  y^''^  erzeugt 
von  dem  System: 

(Ix        5-/         N  dy  /         \  dy'  /  /x 

dt  ^  ^'^^'  y^'      Tt^'^^^'  y^^      ~it^  ''^ i^7  y,  y)^ 
-^  =  %(^,  y,  y,  y),----^- vÄ^,  y>  y,  y  ,■■•  r ^) , 

wobei  rji,  t]^,  ...  t]^  vermöge  der  Rekursionsformeln: 

_dri  ,  rf|  _  dr\^  _     "  ^  _  ^^r-i  _    .(r)  ^ 

^^^"J^^y  dx'     ^^~  dx       y    dx'-'-^>~     dx         ^     dx 

hervorgehen.  Vorausgesetzt  ist  ein  Bereich,  innerhalb  dessen  § 
und  r]  und  ihre  partiellen  Ableitungen  bis  zur  r'"'  Ordnung  ein- 
schließlich stetige  Funktionen  von  x  und  y  sind. 

Daß  man  nicht  auch  die  Stetigkeit  der  Ableitungen 
{r  +  1)'"'  Ordnung  von  ^  und  r}  zu  fordern  braucht,  ist  gerade 
so  wie  in  Nr.  746  für  den  Fall  r  =  1  einzusehen. 

Die  hervorgegangene  Gruppe  von  Transformationen  der 
Elemente  r*®''  Ordnung  heißt  die  r-mal  envciterte  eingliedrige 
Gruppe  der  Punkt-Transformationen. 

Zur  Vermeidung  irriger  Auffassungen  dürfte  es  angebracht 
erscheinen,  darauf  besonders  hinzuweisen,  daß  man  in  dem 
neuen  System  die  r  -\-  2  Größen  x,  y,  y',  .  .  .  y^''^  als  voneinander 
unabhängige  Veränderliche  aufzufassen  hat.  Denn  man  kann 
ihnen  irgend  welche  bestimmte  Werte  Xq,  y^,  y^,  .  .  .  y\^'^  er- 
teilen, weil  es  stets  eine  Funktion  y  =  f(x)  gibt,  die  so  be- 
schaffen ist,  daß  f{x),  f'{x), .  .  .  f^''\x)  für  x  =  Xq  gerade  diese 
Werte  y^,  y^,  .  .  .  y\^'^  annehmen.  Man  darf  auch  nicht  etwa 
y'  mit  dem  Werte  dy :  dx  verwechseln,  der  aus  den  beiden 
Gleichungen  des  vorgelegten  Systems  (5)  hervorgeht,  muß 
H07] 
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sich  vielmehr  daran  erinnern,  daß  y  nach  der  unter  (3)  an- 
gegebenen Definition  y^'-x^  bedeutet,  während  der  Wert  dy.dx, 
der  aus  (5)  folgt,  gleich  y, :  x^  ist. 

808.  Beispiele. 

1.  Beispiel:    Die     eingliedrige     Gruppe,    die    von    dem 

System: 

erzeugt  wird: 

(2)  x  =  x^,     y  =  y^e\ 

besteht  aus  allen  denjenigen  Transformationen,  die  die  Abszissen 
Xq  ungeändert  lassen,  dagegen  alle  Ordinaten  y^  nach  einem  ko7i- 
stanten  Verhältnisse  vergrößern  oder  verMeinern.  Hier  ist  ^  =  0, 
rj  =  y]    daher  geben  die  Rekursionsformeln  des  Satzes  14: 

'i^=dx  =  y^  'h-d^  =  y'--'ir=^-y^'^- 

Die  r-mal  erweiterte  Gruppe  wird  somit  von  dem  System: 
dx      ,.        dy  dy'  ,       dy"  ,,  dy'-''^  ,. 

erzeugt,  das  offenbar  das  folgende  System  von  Hauptlösungen 
hat: 

^  -  ^o;  y  =  y^^%  y  =  .Vo'e',  y"  =  yo"<  •  ■  •  y^'"^  =  yQ^'^eK 

Dies  also  sind  die  Gleichungen  der  ;-mal  erweiterten  Gruppe. 
Wird  e'=c  gesetzt,  so  folgt:  Wenn  man  alle  Ordinaten  mit 
c  multipliziert,  geht  irgend  ein  Element  r*^'  Ordnung  (x^,  y^, 
yof  •  •  ■  y^"^)  einer  Kurve  in  dasjenige  Element  r^^^  Ordnung 
über,    dessen  Bestimmungsstücke  sind: 

^  =  ^"o?     y  =  ci/o,     y  =  cyo,     y"  =  cy'^,  .  .  .  i/W  =  cy<^^\ 
Vgl.  hierzu  auch  den  Fall  (2)  in  Nr.  800. 

2.  Beispiel:  Bei  der  eingliedrigen  Gruppe  aller  Drehungen 
um  den  Anfangspunkt  0,  die  nach  dem  ersten  Beispiele  in 
Nr.  733  von  dem  System: 

/o\  dx  dy 

(^^  Tt=-y>  ^  =  ^- 

erzeugt  wird,  ist  |  =  — «/,  r}  =  x,  so  daß  die  Rekursionsformeln 
des  Satzes  14  ergeben: 

2ö*  [807,808 
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% 


dSy  ij"    ,       ,„  dy        o    '/9   ,     j    /    '" 

=  ^dx   +^  /,-^y+^yy 


usw.     Die   zweimal   erweiterte    Gruppe    wird    daher    von  dem 

System : 

dx  dy  dy'        ^     ,      ,<,       dy"        ^    ,    ,, 

erzeugt,  dessen  drei  erste  Gleichungen  schon  integriert  wurden. 
Es  kommt,  vgl.  das  dritte  Beispiel  in  Nr.  746: 

,  .     ,  ...  ,  ,       sint  4- y' cost 

X  =  Xn  COS  P  —  ^A  Sm  t,       II  =  Xn  Sin  t  -{-  i/n  COS  t,       II   = ,  ,    .    ,  • 

0  ^»  7      ./  0  1   ./o  :      J        cost  —  yQ  amt 

Die  vierte  Gleichung  des  Systems  gibt: 

t 

In  ^  =  o   /  —,~^^^^,  dt  =-  —  31n(cos  t  —  «„  sm  t), 
Vo  J    cos«  — I/o  sm«  ^  ^0  ^' 

0 

so   daß   als  vierte  Gleichung  der   zweimal  erweiterten  Gruppe 
hervorgeht: 


y  = 


(cos*  —  ?/(,'  sint)^ 


809.  Differeutialinvariauteu.     Wie  bisher  betrachten 
wir  die  eingliedrige  Gruppe,  die  von  einem  System: 

(1)  ^  =  ^(^'  2/),   %  -vi^,  y) 

oder  von  der  infinitesimalen  Transformation: 

(vgl.  Nr.  735)  erzeugt  wird.  Wieder  sei  ein  Bereich  voraus- 
gesetzt, innerhalb  dessen  |  und  tj  nebst  ihren  partiellen  Ab- 
leitungen bis  zur  r^^^  Ordnung  einschließlich  stetig  sind. 

Die  Gleichungen  der  r-mal   erweiterten  Gruppe  sind  die- 
jenigen  Hauptlösungen    des   Systems    von   r  +  2   Gleichungen: 

dx        c. ,         ■        dy  ,         s.       dy 

^f  =  l(a?,  ij),     /^  =  rj{x,  y),     -^  =  t;,  {x,  y,  y ), 

dy"  ,  ,      „.  dy*-'"'  ,  ,     ,,  i^-.. 

dt  ^  '^2(^,  yrih  y  ),-■■   %  =  nA^, y,y,y  ,■■■  r^), 

die  für  ^  =  0  die  Anfangswerte  x^^  y^,  ?/(,',  y^", . . .  </,\'")  haben.  Wird 
die  Umgebung  einer  Stelle  (x,  y)  des  Bereiches   ins  Auge  ge- 
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faßt,  während  ij\  y" ,  .  .  .  «/^''^  beliebige  Werte  haben  können,  so 
erfüllt  das  System  (2)  die  Bedingungen,  unter  denen  die  Be- 
trachtungen von  Nr.  762,  763  anwendbar  sind. 

Das  System  hat  danach  gerade  r  -f  2  unabhängige  Inte- 
grale. Hier  sollen  nun  insbesondere  diejenigen  Integrale  J  be- 
sprochen werden,  die  von  t  seihst  frei  sind.  Nach  Satz  1  von 
Nr.  762  ist  die  Bedingung  für  ein  solches  Integral  J  diese: 

Dividiert  man  die  Gleichung  (3)  mit  irgend  einem  der  Koeffizi- 
enten, z.  B.  mit  5,  so  geht  eine  solche  partielle  Differentialglei- 
chung für  J  hervor: 

dx'^  k   dy^  k  dy'  '^  "•"  f  ay'      '  ^' 

die  sich  der  des  Satzes  3  von  Nr.  762  unterordnet,  wenn  dort 
X,  y^,  3/2,  ••  •  y^  durch  x,  y,  y',...  y^'"^  ersetzt  werden.  Da- 
nach sind  die  von  t  freien  Integrale  des  Systems  (2)  identisch 
mit  allen  Integralen  des  Systems: 

(A\  ^A  ^  IL      ^y'  _  ^1  ^^  =  !k 

^^  dx        i'      dx        i^'  '  '    dx  i' 

das  sich  auch  als  totales  System  so  schreiben  läßt: 

^      '  i  n  fix  Vr 

Wie  zum  Schlüsse  von  Nr.  807  sei  dabei  hervorgehoben,  daß 
man  von  der  Deutung  der  Größen  y',  y",  .  .  .  ^('"^  als  Ableitungen 
von  y  nach  x  abzusehen  hat.  Zu  demselben  System  [p)  wäre 
man  auch  gelangt,  wenn  man  die  Gleichung  (3)  statt  mit  h, 
mit  einem  der  andern  Koeffizienten  )],  t]^,  .  .  .  rj^  dividiert 
hätte.  Daher  ist  nur  noch  eine  Einschränkung  zu  machen: 
Abgesehen  wird  von  solchen  Wertsystemen  x,  y,  y',  .  .  .  y^''\  für 
die  alle  r  -f  2  Funktionen  ^,  ?j,  >/i»  .  .  .  ^^^  verschuinden. 

Weil  (4)  oder  (5)  ein  System  erster  Ordnung  von  r  -\-  l 
Differentialgleichungen  in  der  Normalform  ist,  hat  es  nach 
Satz  2,  Nr.  762,  gerade  /•  -f  1  unabhängige  Integrale.  Dem- 
nach gibt  es  gerade  r  -f  1  von  t  freie  unabhängige  Integrale  J 
des  vorgelegten  Systems  (2).  Jede  Funktion  von  ihnen  ist  auch 
ein  von  t  freies  Integral,   und  sonst  gibt  es  keines. 
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Wird  r  durch  r  —  1  ersetzt,  so  wird  das  System  (2)  um 
eine  Gleichung  verkürzt.  Da  die  Integrale  des  verkürzten 
Systems  auch  Integrale  des  Systems  (2)  sind,  gibt  es  gerade 
r  —  1  unabhängige  und  von  t  freie  Integrale  von  (2),  die 
auch  y^'''>  nicht  enthalten.  Ebenso  gibt  es  gerade  r  —  2,  die  von 
!/('■'  und  y^''~^^  frei  sind  usw.  Es  ist  daher  ein  einziges  un- 
abhängiges Integral  Jq{x,  y)  vorhanden,  das  nur  x  und  y  ent- 
hält; ferner  gibt  es  nur  noch  ein  von  J^  unabhängiges 
Ji{x,  y,  y),  das  nur  x,  y,  y  enthält,  usw.  Demnach  sind 
r  -|-  1  unabhängige  Integrale  von  der  Form: 

^o(^.  y),  ^i(^?  Vj  y'),  J'%{'^,  y,  y\  y"),  •••  JX^j  y,  y,  y",---y^''^) 

vorhanden,  und  dabei  steht  fest,  daß  allgemein  Jf.  auch  wirk- 
lich von  ?/(*^  abhängt.  Jede  Funktion  von  J^,  J^,  J^,  .  .  .  J^ 
ist  ein  von  t  freies  Integral  des  Systems  (2),  und  sonst  gibt 
es  keines. 

Weil  das  System  (2)  insgesamt  r  -\-  2   unabhängige  Inte- 
grale hat,   tritt  zu  Jq,  J^,  J^,  .  .  .  J^.  noch  ein  Integral  ß,   das 
auch  von  t  abhängt.     Die  r  -f-  2  Gleichungen: 
(6)      9.{t,  X,  y,  y',....  yW)  =  5i(0,  x„  y,,  y,',  .  .  .  y,^'-)) , 

Joip^,  y)  =  Joi^o,  yo): 
/--^  Jx(x,  y,  y')  =  J^{pc^,  y^,  y^'), 

JX^,  y,  y'j  ■  •  •  i'/'O  =  Jri^'o^  ?/o.  «/o';  •  •  •  yo^"^) 

definieren  dann  diejenigen  Hauptlösungen  des  Systems  (2),  die 
für  ^  =  0  die  Werte  Xq,  ?/(,,  y^  .  .  .  y^^''''  haben.  Die  letzten  r  +  1 
Gleichungen  (7)  besagen,  da  sie  von  t  frei  sind:  Alle  Elemente 
^.ter  Ordnung  (x,  y,  y\  ■  .  ■  y'-''^),  die  aus  einem  beliebig  ge- 
wählten Element  r'*"""  Ordnung  (x^^,  y^,  y,)',  ■  ■  ■  ?/o^'^)  bei  allen 
Transformationen  der  r-mal  erweiterten  Gruppe  hervorgehen, 
haben  die  Eigenschaft,  daß  für  sie  jede  Funktion  J^.  denselben 
Wert  hat  wie  für  das  ursprüngliche  Element ;  dasselbe  gilt 
von  allen  denjenigen  Funktionen,  die  von  J^,,  Jj,  .  .  .  J^.  allein 
abhängen,  sonst  aber  von  keiner  Funktion. 

Demnach  bleibt  jede  Funktion  von  ?/(,,  J^,  .  .  .  J^  allein 
und  sonst  keine  Funktion  bei  allen  Transformationen  der  r-mal 
erweiterten  Grupi)e  ungeändert  oder  invariant.  Da  sie  von  .r,  y 
und  denjenigen  Differentialquotienten  ?/',  y",  .  .  .  .«/''^  abhängt, 
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die  //  hinsichtlich  x  hat,  sobald  man  y  als  irgend  eine  Funk- 
tion von  X  betrachtet,  nennt  man  sie  eine  Differentialinvariante, 
und  zwar  eine  Differentialinvariante  von  gerade  r*®''  Ordnung, 
wenn  die  höchste  Ordnung  der  in  ihr  vorkommenden  Ableitungen 
gerade  die  r***  ist. 

Hiernach  gilt  der 

Satz  15:  Die  von  der  infinitesimalen  Transformation: 

erzeugte  Gruppe  hat  gerade  r  -f  1  unabhängige  Differentialinva- 
rianten von  der  malten  Ins  zur  r'^  Ordnung.  Insbesondere  gibt 
es  je  eine  Differentialinvariante  J^,  J^,  .  .  .  J^  von  gerade  nullter, 
erster,  .  .  .  r^^''  Ordnung  derart,  daß  jede  Funktion  von  Jq,  J^,...  J^ 
allein  eine  Differential  invariante  ist  und  sonst  keine  Differential- 
invarianten von  h'öclistcns  r'^'"  Ordnung  vorhanden  sind.  Diese 
Differentialinvarianten  sind  die  Integrale  des  Systems: 

dx  dy      d%j'  dy^''^ 

f{x,  y)  ~  ri{x,  y)  ~  7ji(a;,  y,  y')~  "    ~  nA^,  y,  y\ .  ..y^'^y 
tvorin  i]^,  .  .  ■  >/,.  die  durch  die  Rehirsionsformeln : 

—  ^  _      '  ^  —  ^^1   _      "  ^  _    ^^r-l  _    ,(r)  ^JA. 

^'1  ~'dx~y    dx'        ''2  —   Ja,  //      J.^,>  ■  ■   -Vr—        fix  y       ax 

hervorgehenden  Funktionen  bedeuten,  tvcnn  hierin  die  Differentiatio- 
nen nach  X  vollständig  ausgeführt  werden.  Vorausgesetzt  ist  dabei 
eine  solche  Umgebung  einer  Stelle,  wo  |,  ?;  und  ihre  patiiellen 
Ableitungen  bis  zur  >•''"  Ordnung  einschließlicJt  stetige  Funktionen 
von  X  und  y  sind  und  nicht  alle  r  +  2  Funktionen  ^,  Vy  Vn ■  ■  -Vr 
zugleich  verschu-indtn. 

Wenn  man  die  r  +  1  Werte  von  a„,  y^,  yj,  .  .  .  :?/o^''~^'  will- 
kürlich läßt  und  ?/^'")  einer  Bedingung: 

(8)  %('■-'  =  /"(^o,  yo,  ?/o',  •  •  •  i/o^'"') 

unterwirft,  liegt  eine  (>•  +  l)fach  unendliche  Schar  von  Elementen 
i^oy  y^f  y^y  •  ■  ■  y^''^)  ^^r.  Die  Gleichungen  (7)  werden  alsdann 
von  allen  Elementen  (x,  y,  y,  .  •  ■  //^")  erfüllt,  die  aus  diesen 
Elementen  vermöge  aller  Transformationen  der  erwähnten 
Gruppe  entstehen,  vorausgesetzt,  daß  man  in  (7)  für  //^^'"^  den 
Wert  (8)  einsetzt.  Soll  die  Schar  der  durch  (8)  definierten 
Elemente  bei  der  erweiterten  Gruppe  invariant  sein,  d.  h.  soll 
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jedes  Element,  das  die  Gleichung  (8)  befriedigt,  bei  allen 
Transformationen  dieser  Gruppe  immer  wieder  in  Elemente 
übergeben,  die  dasselbe  tun,  so  ist  zu  fordern,  daß  auch: 

(9)  y"-^=f{x,  y,  y',...y^'-') 

werde,  d.  h.  die  Gleichungen  (7)  zusammen  mit  (8)  müssen 
die  Gleichung  (9)  zur  Folge]  haben.  Wenn  nun  Jq{x,  y) 
nicht  frei  von  y  ist,  hat  die  erste  Gleichung  (7)  eine  Auflösung 
nach  y.  Ist  dagegen  J^  von  y  frei,  so  gibt  es  eine  Auflösung 
nach  X.  Es  genügt,  den  ersten  Fall  zu  betrachten.  Die  zweite 
Gleichung  (7)  ist  nach  /,  die  dritte  nach  //"  usw.  auflösbar. 
Daraus  folgt  das  Bestehen  von  Gleichungen  von  der  Form: 

y  =  X{x,  J^^), 

y  =  ki(x,  Jq^,  J^^), 


y(')=K{x,J^J^J,\...j;^), 

worin  J^'',  J^^,  .  .  .  J"^."  die  Differentialinvarianten,  gebildet  für 
Xq,  y^,  yQ,  .  .  .  //o^'"^,  bedeuten.  Damit  die  Schar  (8)  invariant 
sei,  ist  dann  zu  verlangen,  daß  die  aus  (9)  durch  diese  Substi- 
tutionen hervorgehende  Gleichung: 

f{x,  X{x,  Jo«),  k^ix,  J,',  J,°),  .  .  .  X,_,{x,  Jo^  Ji',  ■  .  .  ^^i)) 
infolge  von  (8)  allein  bestehe.    Sie  erhält  jedoch  außer  Xq,  y^, 
Vo'}  •  •  •  Vq^'^  noch  X,  das  in  (8)  gar  nicht  auftritt,   darf  also  x 
nur  scheinbar  enthalten.     Dann  aber  ist  sie  eine  Gleichung  in 
Jo»,  J^o,  .  .  .  j;  allein. 

Demnach  kann  (8)  nur  dann  eine  invariante  Elementen- 
schar definieren,  wenn  die  letzte  Gleichung  eine  Gleichung 
zwischen  J^",  f/j®,  .  .  ,  J^P  allein  wird.  Bezeichnen  wir  die  Be- 
stimmungsstücke der  Elemente  mit  x,  y,  y,  .  .  .  y^''\  so  heißt  dies: 

Die  durch: 

y/(')  =  t\x,  y,  y',...  Z'")) 
definierte  Elementenschar  kann  nur  dann  bei   allen  Transfor- 
mationen   der    erweiterten    Gruppe    invariant   sein,    wenn    die 
Gleichung  in  der  Form  einer  Gleichung: 

(10)  0{j,,j„...j;)  =  o 
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zwischen  den  r -\-  l  DifFerentialinvariauten  Jq,  J^,. . .  J^  allein  ge- 
schrieben werden  kann.  Daß  umgekehrt  jede  solche  Gleichung  (10) 
eine  Elementenschar  bestimmt,  die  bei  der  erweiterten  Gruppe 
ungeändert  bleibt,  liegt  auf  der  Hand.  Denn  wenn  irgend  ein 
Element  r""  Ordnung  die  Gleichung  (10)  befriedigt,  behalten 
Jq,  J^,  ,  .  .  Jj.  für  alle  Elemente,  die  aus  diesem  Element  bei 
den  Transformationen  hervorgehen,  dieselben  Werte  bei,  so  daß 
diese  Elemente  der  Gleichung  (10)  genügen  und  deshalb  auch 
zur  Schar  gehören.     Also  ergibt  sich  der 

Satz  16:  Soll  eine  Gleichung  zwischen  x,  ij,  y'.  ■  .  ■  y^'"'  eine 
solche  Schar  von  Elementen  r^'"'  Ordnung  (x,  y,  y,  -  -  ■  y^'"^)  defi- 
nieren, die  hei  allen  Transformationen  derjenigen  Gruppe  in- 
variant bleibt,  die  durch  r- malige  Erweiterung  aus  der  von 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  hervorgeht,  so  muß  sie  eine  Glei- 
chung zwischen  den  Differentialinvarianten  Jq,  J^,  .  .  .  J^  von 
nullter,  erster,  .  ,  .  r'"'  Ordnung  allein  sein: 

Jede  solche  Gleichung  definiert  eine  invariante  Schar  von  Ele- 
menten r'"''  Ordnung. 

810.  Differentialgleichungen,  die  eine  eingliedrige 
Gruppe  gestatten.  Es  liege  nunmehr  eine  gewöhnliche  Diffe- 
retüiülgleichung  r'""'  Ordnung  vor: 

(1)  F{x,y,  y',y",...y(^))^-^0, 
außerdem  eine  infinitesimale  Transformation: 

(2)  Uf^^{x,y)l^^+n(x,.^)l^^ 

In  der  Umgebung  einer  Stelle  x,  y,  y ,  ■  •  ■  «/^'"^  sei  F  nebst  den 
partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  stetig,  und  ebenda  seien 
auch  I  und  n]  nebst  ihren  Ableitungen  bis  zur  r*®"*  Ordnung 
einschließlich  stetig.  Doch  soll  ausdrücklich  ausgeschlossen 
werden,  daß  |,  >;  und  die  nach  Satz  14,  Nr.  807,  aus  ihnen 
abzuleitenden  Funktionen  r\^,  %,  •  .  y]r  sämtlich  an  einer  Stelle 
der  Umgebung  verschwinden. 

Man  sagt  nun,  daß  die  Difl'erentialgleichung  die  von  Vf 
erzeugte  eingliedrige  Gruppe  gestattet   oder  zuläßt,  oder  auch, 
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daß  sie  bei  der  Gruppe  invariant  bleibt,  wenn  jede  Integral- 
kurve durch  jede  Transformation  der  Gruppe  wieder  in  eine 
Integralkurve  verwandelt  wird. 

Man  kann  die  Gleichung  (1)  auch  auffassen  als  eine  Glei- 
chung, die  eine  gewisse  Schar  von  Elementen  r*^""  Ordnung 
{x,  y,  y',...  y^''^)  bestimmt,  und  die  Integralkurven  sind  dann 
nach  Nr.  788  als  diejenigen  Kurven  zu  definieren,  die  lauter 
Elemente  r**""  Ordnung  aus  dieser  Schar  enthalten.  Wie  diese 
Elemente  bei  der  Gruppe  transformiert  werden,  lehrt  die  r-mal 
erweiterte  Gruppe.  Soll  also  die  Differentialgleichung  die  ein- 
gliedrige Gruppe  gestatten,  so  ist  zu  fordern,  daß  alle  Trans- 
formationen der  erweiterten  Gruppe  jedes  Element  der  Schar 
wieder  in  Elemente  der  Schar  verwandeln,  d.  h.  daß  (1)  eine 
invariante  Schar  von  Elementen  r*^'  Ordnung  bestimme. 

Dies  aber  ist  ausreichend,  denn  bei  irgendeiner  Transfor- 
mation der  eingliedrigen  Gruppe  geht  jede  Kurve  in  eine  neue 
Kurve  über,  und  die  zugehörige  r-mal  erweiterte  Transforma- 
tion verwandelt  dabei  aUe  Elemente  r**"  Ordnung  der  alten 
Kurve  in  alle  Elemente  >•*''''  Ordnung  der  neuen  Kurve.  Eine 
Integralkurve,  d.  h,  eine  Kurve,  deren  Elemente  r*®^'  Ordnung 
einer  invarianten  Elementschar  (1)  angehören,  geht  deshalb  not- 
wendig in  eine  Kurve  über,  deren  Elemente  dieselbe  Eigen- 
schaft haben,  so  daß  die  neue  Kurve  auch  eine  Integralkurve 
sein  muß. 

Der  Satz  16  der  letzten  Nummer  liefert  nun  das  Kenn- 
zeichen für  die  Invarianz  der  durch  (1)  definierten  Element- 
schar.    Daraus  ergibt  sich  der 

Satz  17:  Eine  gewöhnliche  Differentialgleichnny  r'^''  Ord- 
nung: 

F(x,  y,  y,  ...  «/('•))  =  0 

bleibt  bei  der  von  einer  infinitesimalen  Transformation: 

uf -  K^,  y)%  +  v{x,  y)^ 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  von  PunM- Transformationen  nur 
dann  invariant,  d.  h.  jede  Integralkurve  geht  vermöge  der  Trans- 
fönnatione}i  der  Gruppe  nur  dann  immer  wieder  in  Integral- 
kurven über,  wenn  die  Differentialgleichung  als  eine  Gleichung 
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zivischen  den  TJifferentialinvarianien  Jq,  J^,  ...  J^  nullter  his  r^'' 
Ordnung  der  Gruppe  geschriehen  iverden  kann,  also  die  Form  hat: 

811.  Berechnung'  der  DifiTerentialinvariauten  nullter 
und  erster  Ordnung.  Um  aus  dem  letzten  Satze  Vorteile 
für  die  Integration  von  Differentialgleichungen  ziehen  zu  können, 
die  bekannte  eingliedrige  Gruppen  zulassen,  muß  man  vorher 
untersuchen,  wie  man  die  Diff'erentialinvarianten  berechnen 
kann.  Das  soll  in  dieser  und  der  nächsten  Nummer  ge- 
schehen. 

Die  Differentialinvariante  nullter  Ordnung  Jq{x,  ij)  der  von 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  ist  ein  Integral  des  in  Satz  15, 
Nr.  809,    angegebenen  Systems  für  r  =  0,    d.  h.    der    gewöhn- 
lichen Differentialgleichung  erster  Ordnung  in  x  und  y: 
Q\  dx     __     dy 


£,{x,y)        r}{x,y) 

Ist  Ji(x,  y,  y)  eine  Differentialinvariante  erster  Oi'dnung,  so 
bilden  J^  und  J^  zusammen  ein  vollständiges  System  von  Inte- 
gralen des  Systems: 

^  ^  Ux,y)         n  (a,  y)       ri^  {x,  y,  y') ' 

worin  7]^  nach  der  Rekursionsformel  den  Wert: 

(3)  '/i  =  rix  +  ('/V  -  ü^'  -  %,y' ' 

hat.  Bei  der  Integration  des  Systems  (2)  darf  man,  wie  in 
Nr.  807  am  Schlüsse  betont  wurde,  y  nicht  mit  dem  aus  (1) 
folgenden  Werte  von  dy  :  dx  verwechseln:  vielmehr  hat  man 
y  und  y'  als  zwei  unbekannte  Funktionen  von  x  aufzufassen. 
Das  System  (2)  kann  wegen  (3)  so  geschrieben  werden: 

^  ^  dx       ^{x,y)  '     dx        a  I       ^         I  •     ' 

wenn  §  =H  0  ist.     Andernfalls  bildet  man  dx  :  dy  und  dy  :  dy. 

Wir  nehmen  an,  Jq(x,  y)  sei  schon  bekannt,  so  daß: 

(5)  Joi^,  y)  =  G, 

die  allgemeine  Lösung  y  der  ersten  Gleichung  (4)  mit  der  will- 
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küiiichen  Konstante  C^  definiert.  Um  die  zweite  Gleichung  (4) 
zu  integrieren,  berechnet  man  y  aus  (5)  als  Funktion  von  x 
und  setzt  sie  statt  y  ein.  Dadurch  geht  für  y  eine  gewöhn- 
liche Differentialgleichung  erster  Ordnung  mit  der  unabhängigen 
Veränderlichen  x  hervor.  Sie  ist  frei  von  y,  enthält  aber  noch 
die  Konstante  Cq,  und  sie  ist  augenscheinlich  eine  Riccatische 
Gleichung  für  y.  Also  kann  sie  nach  Nr.  718  durch  eine 
Quadratur  integriert  werden,  wenn  man  eine  Partikularlösuug 
kennt. 

Dies  ist  in  der  Tat  der  Fall,  denn  durch  (5)  werden  die 
Bahnkurven  der  eingliedrigen  Gruppe  definiert  (vgl.  auch 
Nr.  732),  und  die  Elemente  erster  Ordnung  {x,  y,  y)  der 
Bahnkurven  genügen  der  aus  (5)  durch  Differentiation  folgen- 
den gewöhnlichen  Differentialgleichung  erster  Ordnung: 

Sie  bilden  eine  invariante  Elementschar.  Aber  jede  invariante 
Schar  von  Elementen  erster  Ordnung  wird  nach  Satz  16,  Nr.  809, 
durch  eine  Gleichung  zwischen  J|,  und  J\  bestimmt.  Da  nun 
Jo  ==  konst.,  Jj  =  konst.  das  allgemeine  Lösungensystem  von  (2) 
oder  (4)  ist,  hier  aber  nur  Jq=  C^,  d.  h.  gleich  einer  willkürlichen 
Konstante  gesetzt  worden  ist,  während  dann  J^  durch  jene  Glei- 
chung zwischen  J^  und  J^  bestimmt  wird,  folgt,  daß  (5)  und 
(6)  zusammen  ein  allerdings  nicht  allgemeines  Lösungensystem 
y,  y  des  Systems  (2)  oder  (4)  definieren  müssen.  Der  aus  (5) 
folgende  Wert  von  y  war,  wie  wir  annahmen,  schon  in  die 
zweite  Gleichung  (4)  substituiert  worden,  und  deshalb  muß  die 
noch  zu  integrierende  Riccatische  Gleichung  für  y  diejenige 
Partikularlösung  y  haben,  die  aus  (6)  zu  berechnen  ist,  nach- 
dem auch  darin  für  y  die  aus  (5)  folgende  Funktion  von  x 
(und  Co)  eingesetzt  worden  ist.  Mithin  erfordert  die  allgemeine 
Integration  der  Riccatischen  Gleichung  für  y  nur  eine  Qua- 
dratur, wobei  eine  neue  Integrationskonstante  6\  auftritt.  Die 
allgemeine  Lösung  wird  außerdem  G^  enthalten.  Wenn  sie 
diese  ist: 

so  setze  man  wieder  für  C^  nach  (5)  den  Wert  Jo(x,  y)  ein 
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und  löse  die  Gleichung  nach  6\  auf.  Diese  Auflösung  ist  als- 
dann eine  Difi'erentialinvariaute  J^  von  erster  Ordnung. 

Es  wird  zweckmäßig  sein,  dies  Verfahren  an  einem  Bei- 
spiele zu  erläutern. 

Beispiel:  Es  sei: 

d.  h.  I  =  xy,  Tj  =  ff,  «o  daß  das  System  (4)  so  lautet: 
dy  ^  y      ^  _  y  —  ^y'' 

dx        X  '      dx  xy      ^ ' 

Die  erste  Gleichung  hat  das  Integral  Jq  =  y  :  x.  Nach  (5) 
wird  demnach  y  =  CqX  in  die  zweite  Gleichung  eingesetzt: 

^'^  dx  C,x     ^' ■ 

Aus  (6)  folgt  y'  =  y  :  X  =  CqX  :  x  =  Cq,  so  daß  y'  =  Cq  eine 
Partikularlösung  von  (7)  sein  muß,  was  in  der  Tat  der  Fall 
ist.  Nach  der  allgemeinen  Methode  in  Nr.  718,  vgl.  insbeson- 
dere Gleichung  (8 )  daselbst,  worin  u  die  Partikularlösung,  also 
Cq  bedeutet,  wird  Z  statt  y'  eingeführt  vermöge: 
/o\  '       xr     ,     1         j   1      dy'  1    dZ 

gesetzt.    Die  für  Z  hervorgehende  lineare  Differentialgleichung: 

dZ  ^  C^Z-\-l 
dx  Cf,x 

ist  nach  Nr.  716  durch  Quadratur  integi-ierbar.  Man  sieht  hier 
sofort,  daß 

X 

ein  Integral  ist.  Wird  nach  (8)  wieder  Z  =  1  :  {y'  —  Cq)  und 
dann  Cq^=  y  :  x  eingeführt,  so  geht  das  Integral  in  die  gesuchte 
Differentialinvariante  erster  Ordnung  über: 


J,= 


y 


xy  —y 


812.  Berechnung  der  DiiTerentialinvarianten  höherer 
Ordnung.     Es  gilt  der 

Satz  18:  Sind  P(x,  y,  y',  .  .  .)  und  Q{x,  y,  y,  .  .  .)  zwei 
Diff'erentialinvarianteii  der  von  einer  infinitesimalen  Transfor- 
mation Uf  in  X,  y  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe,  so  ist  aiich: 
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d(l  _  Qx±  Qji  +  Qyy"  +  •  •  • 

eine  Differentidlinvariante. 

In  der  Tat  nämlich  definiert  die  Gleichung: 

(1)  Q-aP=h, 

wenn  a  und  h  Konstanten  sind,  nach  Satz  17  von  Nr.  810,  eine 
bei  der  erweiterten  Gruppe  invariante  Differentialgleichung. 
Wird  a  bestimmt  gewählt  und  h  willkürlich  gelassen,  so  sind 
alle  Integralkurven  aller  zu  den  verschiedenen  Werten  von  b 
gehörigen  Differentialgleichungen  identisch  mit  den  Integral- 
kurven der  Differentialgleichung,  die  aus  (1)  durch  vollstän- 
dige Differentiation  nach  x  hervorgeht,    weil   dann  h  fortfällt: 

Q.r  +  Qyy  +  Qy'y"  + <P.+  PyV'  +  Py'y"  +•••)  =  0. 

Demnach  ist  dies  ebenfalls  eine  invariante  Differentialgleichung 
und   zwar   für   jeden  Wert   der  Konstante  a.     Die  Gleichung: 

Q.+  Qyy'  +  Q,yy"  + 


P.-\-Pyy'  +  Pyy"  +  - 


=  a 


muß  sich  also,  wie  mau  auch  a  als  Konstante  wählen  mag,  als 
eine  Gleichung  zwischen  Differentialinvarianten  aUein  schreiben 
lassen,  nach  Satz  17  von  Nr.  810,  woraus  folgt,  daß  ihre  linke 
Seite  eine  Differentialinvariante  ist. 

Indem  wir  den  Satz  18  zunächst  auf  P  =  J^  und  Q  =  J^ 
anwenden,  ergibt  sich  aus  den  beiden  schon  berechneten  Diffe- 
rentialinvarianten nullter  und  erster  Ordnung,  J^  und  J^,  die 
Differentialinvariante  zweiter  Ordnung: 

ex  ^  dy^ 
denn  ij"  fäUt    nicht    fort,    weil  oJ-^'.  cy  =^()   ist.     Anwendung 
des  Satzes  auf  P  =  J^  und  Q  =^  J^  gibt  ferner  eine  Differential- 
invariante dritter  Ordnung: 

dJa   ,  dJ»    ,  ,  dJi    ,,  ,    dJf    ,,, 


dx^  dy^ 
denn  y'"  fällt  nicht  fort,  weil,  wie  sich  soeben  zeigte,  ^Jg  •  ^2/ 
812] 
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=)=  0  ist.     So  kann  man  fortfahren.     Daher  lassen  sich  die  Er- 
gebnisse dieser  und  der  vorigen  Nummer   so  zusammenfassen: 
Satz  19:    Jede  Differentialinvariante  J^  von  nullt  er   Ord- 
nung der  von  der  infinitesimalen  Transformation: 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  ist  ein  Integral  der  gewöhnlichen 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  in  x,  y: 

dx  dy 

l{x,y)  ~  r\{x,y) 
Hat  man  ein  solches  Integral  J^  bestimmt,   so   Tiann   man  eine 
Differentialinvariante  erster  Ordnung  Jj  durch  eine  bloße  Qua- 
dratur, abgesehen  von  lüiminationen  und  Substitutionen,  berechnen. 
Ferner  geben  dann  die  Bekursionsformeln : 

j       dJ^         j        dJ»  j        dJj._i 

Differentialinvarianten  ziceiter  bis  r^^''  Ordnung. 

813.  Integration  einer  DifiTerentialgleichung  mit 
bekannter  infinitesimaler  Transformation.  Man  sagt, 
daß  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  >•*"'  Ordnung: 

(1)  F{x,  y,  y',...  y('-))  =  0 
eine  bekannte  infinitesimale  Transformation: 

(2)  r// =  Krr,  ^)  |(,  +  rKo;,  2/)  1^ 

gestattet  oder  zuläßt,  wenn  sie  bei  der  von  Uf  erzeugten  ein- 
gliedrigen Gruppe  invariant  bleibt.  Man  spricht  dann  auch 
kürzer  von  einer  Differentialgleichung  (1)  mit  einer  bekannten 
infinitesimalen  Transformation  (2). 

Es  gibt  manche  Fälle,  in  denen  man  bei  einem  Probleme, 
das  die  Litegration  einer  Differentialgleichung  (1)  erfordert, 
aus  der  Natur  der  Aufgabe  sehen  kann,  daß  die  Differential- 
gleichung eine  bekannte  infinitesimale  Transformation  (2)  ge- 
stattet. Jetzt  soll  gezeigt  werden,  welchen  Vorteil  man  daraus 
nach  Lie  für  das  Intejyrationsgeschäft  ziehen  kann. 

Nach  Satz  17,  Nr.  810,  hat  die  Differentialgleichung  die 
Form : 

(3)  O{J„J,,J„...J^)  =  0. 
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Ihre  Zurückführung  auf  diese  Form  erfordert  bloß  Elimina- 
tionen und  Substitutionen,  wenn  man  Jq  und  J^  schon  kennt, 
weil  man  dann  nach  Satz  19  der  letzten  Nummer  auch: 

(4)  J,^§,     J,=  ^',...J.      "'-^ 


berechnen  kann.  Die  gesuchten  Lösungen  y  der  Differentialglei- 
chung (1)  sind  Funktionen  von  x,  daher  auch  y',  y" ,  . . .  y^''\  mit- 
hin auch  die  Differentialinvarianten  Jq,  J^.  .  . .   Führt  man  nun: 

(5)  i  =  Jq{x,  y),     t)  =  J,  [X,  y,  y) 

statt  X  und  y  als  neue  Veränderliche  ein,  so  gibt  (4): 

d.  h.  die  Differentialgleichung   nimmt   nach  (3)    die  Form    an: 

(6)  ^{f,,,%,%,...'^^^,. 

Sie  ist  also  auf  eine  Differentialgleichung  von  nur  noch  (r  —  1)^*^ 
Ordnung  zurüchgeführt.  Wenn  man  sie  integriert  und  ihre  all- 
gemeine Lösung: 

t)      cp{i,  C^,  Og,  .  .  .  C,_i) 

mit  r  —  l  Integratiouskonstanten  bestimmt  hat,  ist  nach  (5) 
noch  die  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ordnung  in 
X  und  y: 

(7)  J,(x,  y,  y)  =  qp(Jo(^,  V),  C^  C^,  ■  ■  ■  Cr_^) 

zu  integrieren.  Aber  diese  Differentialgleichung  gestattet  als 
Gleichung  zwischen  den  beiden  Differentialinvarianten  «7^  und 
Jj  nach  Satz  17,  Nr.  810,  die  bekannte  infinitesimale  Trans- 
formation Uf,  und  zwar  ist  Uf  für  sie  keine  triviale  Trans- 
formation (vgl.  Nr.  738),  da  die  Gleichung  r  —  1  willkürliche 
Konstanten  6'j,  Cg,  ...  0^  enthält.  Die  Integration  von  (7) 
verlangt  deshalb  nach  Satz  21,  Nr.  738,  außer  Eliminationen 
nur  noch  die  Berechnung  eines  vollständigen  Integrals. 

Wenn  man  bedenkt,  daß  J^  konst.  die  Bahnkurven  der 
von  Uf  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  bestimmt,  kann  man 
daher  das  Ergebnis  so  aussprechen: 

Satz  :iO:    Gestattet    eine  gewöhnliche   Differentialgleichung 
r^''  Ordnimg: 
8131 
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F(x,  y,  y,  ...  2/M)  ==  0 
die  von  ehter  bekannten  infinitesimalen  Transformation: 

Uf=^{x,y)%  +  n{^c,y)lL^ 

erzeugte  Gruppe  und  Jcennt  man  die  Bahnlcurven  der  Gruppe,  so 
kann  die  Ordnung  der  Differentialgleichung  mittels  bloßer  Eli- 
minationen, Substitutionen  und  Quadraturen  um  eine  Einheit  er- 
niedrigt tverden. 

814.   Einführung   kanonischer  Veränderlicher.     In 

solchen  Fällen,  in  denen  eine  Aufgabe  auf  eine  gewöhnliche 
Differentialgleichung  höherer  Ordnung  führt  und  zugleich  aus 
der  Stellung  des  Problems  ersehen  werden  kann,  daß  diese  Glei- 
chung eine  gewisse  bekannte  infinitesimale  Transformation  ge- 
stattet, wird  die  infinitesimale  Transformation  zumeist  von 
einfacher  Form  sein,  so  daß  es  wie  in  Nr.  743  möglich  sein 
wird,  die  Schar  der  Bahnkurven  und  eine  zweite  bei  Uf  in- 
variante einfach  unendliche  Kurvenschar  zu  ermitteln  und  wie 
damals  kanonische  Veränderliche  x,  y  einzuführen,  d.  h.  die  in- 
finitesimale Transformation  auf  die  Form  (5)  von  Nr.  743  zu 
bringen: 

Hier  lautet  das  System  (2)  von  Nr.  811,  das  zur  Bestimmung 
der  Difierentialinvarianten  erster  und  zweiter  Ordnung  dient, 
wegen  ^  =  0  und  y]  =  ü  so: 

dx         dy  dy'  ^ 

so  daß: 

T  -  r       7  -  ^L 

Differentialinvarianten  nullter  und  erster  Ordnung  sind.  Die 
Differentialgleichung  muß  dann  in  den  neuen  Veränderlichen  x 
und  JJ  die  Form: 


(■^o,^.,§,  ...£;;^)=o 


0 

dx' 


annehmen.     Ist   diese   Differentialgleichung  ^>-  —  r)'^"^  Ordnung 
zwischen  J„  und  J^  integriert  worden,  also  etwa: 
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gefunden,  so  handelt  es  sich  noch  um  die  Integration  der  Glei- 
chung: 


y 

aus  der  sofort 


ii{v)  ^  ^^^'  ^1'  C'g,  . . .  C^_i), 


hervorgeht. 

Beispiel:    Gesucht  iverden  alle  Kurven  in  der  Ehene,  hei 
denen  eine  gegebene  Beziehung  zwischen  dem  BadiusveJctor  q,  dem 
Krümmungsradius   B    und   dem    Winkel  X   zivischen   dem   ver- 
längerten BadiusveJctor  und  dem  Krümmungsradius  besteht: 
(1)  F{q,  B,  A)  =  0. 

Dies  ist  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung. Wenn  man  eine  ihrer  Integralkurven  um  den  Anfangs- 
punkt 0  dreht,  geht  eine  Kurve  hervor,  bei  der  q,  B  und  l  die- 
selben Werte  wie  bei  der  ursprünglichen  Kurve  haben,  d.  h. 
eine  Kurve,  die  ebenfalls  die  Bedingung  (1)  erfüUt  und  daher 
auch  eine  Integralkurve  ist.  Daher  gestattet  die  Differential- 
gleichung die  infinitesimale  Drehung  um  0.  Bei  dieser  in- 
finitesimalen Drehung  sind  die  Polarkoordinaten  w,  q  kano- 
nische Veränderliche,  denn  q  =  konst.  stellt  die  Schar  der 
Bahnkurven  (Kreise  um  0)  vor  und  cj  =  konst.  eine  invariante 
Kurvenschar  (die  der  Radien vektoren).  Man  wird  daher  von 
vornherein  Polarkoordinaten  w,  q  einführen.  Alsdann  hat  die 
infinitesimale  Drehung  um  0  nach  dem  Beispiele  in  Nr.  742 
das  Symbol 

K. 

Hier  ist  also  etwa  x  =^  q,  y  ^  co  und  §1  (jj)  =  1,  d.  h.  Jq=  p, 

J,  =  3— •     Demnach  nimm 
^      dg 

koordinaten  die  Form  an: 


Ji=-=-j—-     Demnach  nimmt  die  Differentialgleichung   in  Polar- 


_  /       dm      d^(o\        ^ 


Dies  aber  ist  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung zwischen  q  und  dco  :  dQ.     Wenn  ihre  Integration  liefert: 


^  =  <P(9,  C,l 
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so  gibt  eine  Quadratur: 

die  gesuchten  Kurven. 

815.  Eine  Aufgabe   über  Fußpunktkurveu.     Die  in 

Nr.  813  entwickelte  Integi-ationstheorie  läßt  sich  noch  vervoll- 
kommnen. Die  Grenzen,  die  wir  uns  gesteckt  haben,  erlauben 
uns  jedoch  nicht,  darauf  einzugehen,  ebensowenig  auf  die  all- 
gemeine Untersuchung  desjenigen  Falles,  in  dem  eine  gewöhn- 
liche Differentialgleichung  mehrere  bekannte  infinitesimale  Trans- 
formationen  zuläßt.  Es  wird  aber  einleuchten,  daß  man  als- 
dann noch  weitere  Vereinfachungen  des  Integrationsgeschäftes  er- 
zielen kann:  wir  begnügen  uns  mit  der  Behandlung  eines  Bei- 
spiels, das  die  Fußpunktkurven  betrifft. 

Ist  eine  Kurve  Z'  in  der  Ebene  gegeben,  so  versteht  man 
unter  ihrer  zu  einem  gegebeneu  Pol  0  gehörigen  Fiißpunkt- 
kurve  den  Ort  f  der  Fußpunkte  Wl  der  Lote  von  0  auf  die 
Tangenten  der  Punkte  JI  der  gegebenen  Kurve,  siehe  Fig.  50. 
Es  sollen  mm  diejenigen 
Kurven  bestimmt  iverden, 
deren  Bogenlänge  s  zur  ent- 
sprechenden Bogenlänge  s 
der  Fiißpunlih(rv€)i  pro- 
portional  ist.  Hat  eine 
Kurve  Ä'  diese  Eigenschaft, 
so  leuchtet  ein,  daß  sie  die 
Eigenschaft   behält,  wenn 

sie  um  0  gedreht  wird  und  auch  dann,  wenn  sie  durch  Streckung 
von  0  aus  ähnlich  vergrößert  oder  verkleinert  wird.  Die  Diffe- 
rentialgleichung, deren  Integralkurven  die  gesuchten  Kurven  sind, 
gestattet  deshalb  sowohl  die  eingliedrige  Gruppe  aller  Drehungen 
um  0  als  auch  die  aller  Streckimgen  von  0  aus.  Diese  beiden 
Gruppen  haben  ihren  einfachsten  analytischen  Ausdruck,  wenn 
man  die  Amplitude  co  und  den  Logarithmus  des  Radiusvektors 
Q  der  Polarkoordinaten  mit  dem  Pole  0  als  Bestimmungsstücke 
der  Punkte  benutzt,  denn  bei  einer  Drehung  um  0  bleibt  In  g 
ungeändert,    während  co    um    eine    additive    Konstante    wächst, 
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und  bei  einer  Streckung  von  0  aus  bleibt  co  ungeändert,  wäh- 
rend In  Q  um  eine  additive  Konstante  wächst.    Setzt  man  also: 

x  =  G).      ^  =  In  Q, 
so  hat  die  infinitesimale  Drehung  um  0  bzw.  die  infinitesimale 
Streckung  von   0  aus  das  Symbol: 

df      .  df 

irzz        bzw.        -^  • 

ox  oy 

Im  ersten  Falle  ist  |  =  1,  >/  =  0,  also  t^^  =  0  (nach  Satz  14, 
Nr.  807),  im  zweiten  Falle  ist  1  =  0,  i]  =  1,  also  auch  i]^  =  0. 
Daraus  erkennt  man  nach  Satz  15,  Nr.  809,  daß: 

"^'  dx'   dx^  ?  •  •  • 

die  Differentialinvarianten  der  ersten  und: 

_    dy      d'-y 

^"'  dfv^    d^'  ■  •  ■ 

die  der  zweiten  Gruppe  sind.  Nach  Satz  17,  Nr.  810,  darf  die 
Differentialgleichung  des  Problems  nur  die  Differentialinvarianten 
der  einen  Art,  aber  auch  nur  die  der  zweiten  Art  enthalten, 
d.  h.  sie  muß  eine  Gleichung  zwischen 

dy     d^y 
dx'   dx^  }  ■ • ■ 

allein  sein.  Sie  ist  von  zweiter  Ordnung,  weil  die  Bogenlängen 
s  und  s  durch  Inteojrale  dargestellt  werden  und  die  Differential- 
gleichung  aus  der  Forderung  s  =  konst.  s  durch  Differentiation 
hervorgeht.  Also  muß  die  Differentialgleichung  des  Problems 
eine  Gleichung  von  der  Form: 

d^Ti        n  (dy\       ,         d-lnp        ^/dlnp\ 

dw-f[di)  «^^^^^  dJ  =  f[dJ) 

sein.  Wird  d\n  q  :  dio  für  den  Augenblick  mit  z  bezeichnet, 
so  folgt:  n 

Ist  die  Quadratur  erledigt  und  dann  z  als  eine  gewisse  Funktion  tp 
von  ca  -\-  Cy  berechnet  worden,  so  daß  man: 

gewonnen  hat,  so  gibt  eine  abermalige  Quadratur: 

In  ^  =  f  (p{oi  +  C'i)f/o3  +  C3  . 
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Ohne  also  die  Di/f'erenfialf/leichunf/  des  Problems  aufgestellt 
zu  haben,  ivissen  tvir  doch  schon,  daß  sie  außer  Eliminationen 
und  Substitutionen  nur  zwei  Quadraturen  verlangt. 

Nun  gehen  wir  zur  Ausrechnung  über.  Hat  der  Punkt  M 
der  Kurve  A:  die  Koordinaten  x  und  y  und  der  Fußpunkt  9JJ 
des  Lotes  vom  Anfangspunkte  0  auf  die  Tangente  von  M  die 
Koordinaten  j:  und  l),  so  ist: 

l  —  x       -^  ^  i              y  ' 
d.  h.: 

,.|N  , xy'  —  y    ,  xy'  —  y 

K^J                          i  —  1  _|_  ^'  8  ^  7  9  —  —  i_}-t/'s  ■ 

Dabei  bedeutet  r/'  natürlich  die  Ableitung  dy :  dx.  Für  die 
Bogeuelemente  ist  nach  (2)  in  Nr.  193: 

ds  =  ydx^-\-dy^ ,      rf  s  =  Ydf  +  dX)^ . 
Berechnet  man  f/j  und  dl)  aus  (1),  so  folgt  hieraus: 

^^  \ds)  (i  +  y'y 

Bezeichnet  B    den    Krümmungsradius    von  M,    so    kann    man 

hierfür  mit  Rücksicht  auf  (1)  in  Nr.  197  schreiben: 

d.  h.  r??e  gesuchten  Kurven  sind  identisch  mit  denjenigen  Kurven, 
bei  denen  der  Krümmungsradius  R  dem  Radiusvektor  q  propcrr- 
tional  ist.  Indem  man  den  Ausdruck  (2)  gleich  dem  Quadrate 
einer  Konstante  setzt,  erhält  man  die  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  des  Problems,  ausgedrückt  in  den  recht- 
winkligen Koordinaten.  Nach  dem  Vorhergehenden  werden 
wir  jedoch  die  Koordinateji  w  und  In  p  benutzen,  also  nach  (3) 
von  der  Gleichung: 

(j  =  aR 

ausgehen,  wo  a  eine  gegebene  Konstante  bedeute.  Nach 
Nr.  208  ist,  wenn  der  Akzent  die  Ableitung  nach  co  andeutet: 


R 


Vq'-\- 


oder  wegen: 

q'      /^ v      pe   —  e 

Q 
auch : 


(ln(,)'=  l,     {luQ)"-         „ 
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B  )/r-f(ln(.)'^- 


Q         l+(lnp)'^-(lnp)" 
Daher  lautet  die  Differentialgleichung  q  :  R  =  a   nunmehr   so: 


1.  +  (In  q)'  ^  -  (In  Qy=a  "j/ 1  +  (In  p)'^ 
oder,  wenn  (In  q)' =  2  gesetzt  wird: 


dz  j 

da. 


1  +  2-  — a>/r+7= 

Außerdem  ist  jetzt: 

d\D.Q  =  zdG},     d.h.     In  Q^lzdio. 
Mithin  ergibt  sich  durch  zwei  Quadraturen: 


oj  =  konst.  +  / , 

l  +  ^^-a^/lHM^' 


+  Z^'' 


Q  =  konst.  e* 

Noch  bequemer  ist  es,  eine  neue  Hilfs veränderliche  t  durch  die 
Substitution  ^  =  tg  /  einzuführen.  Dann  kommt,  weil  die  zweite 
Quadratur  sofort  erledigt  werden  kann: 

cos  tdt  konst. 


,         ,     ,      iGoa tdt 

(o  =  konst.  4-    I ,       p  = 

-/  cos  t  —  a  '       ^ 


cos  t  —  a 

Das  in  der  ersten  Formel  noch  vorkommende  Integral  ist  nach 
Nr.  460  leicht  zu  berechnen.  Alle  Kurven  gehen  aus  einer 
Kurve: 

..,  /   cos  tdt  1 

(4)  w  =    /  — 7- —  ,      p  ==  — 7 

^  ^  ,  /  cos  t  —  a'       ^        cos  t  —  a 

durch  Drehungen  um  0  und  Streckungen  von  0  aus  hervor. 
Von  besonderem  Interesse  ist  der  Fall  a'^  =  1,  in  dem  sich 
diejenigen  Kurven  ergeben,  deren  BogeuJänge  gleich  der  entspre- 
chenden Bogenlänge  der  FußpunJctlcurvcn  ist,  d.  h.  diejenigen 
Kurven,  deren  Krümmungsradius  gleich  dem  Radiusveldor  ist. 
Da  die  für  a  =  -\-  \  hervorgehenden  Formeln  dadurch,  daß 
man  t  durch  t  -{■  n  erset-ot,  in  die  für  a  =  —  1  hervorgehenden 
verwandelt  werden,  darf  man  sich  auf  den  P'all  a  =  —  1  be- 
schränken, in  dem  sich  aus  (4)  die  Kurve  ergibt: 

(5)  a>  =  t-i^\t,     P  =  ^^i- 
815J 
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Alle  anderen  Kurven  werden  aus  dieser  gewonnen,  wenn  man 
sie  um  0  dreht  und  von  0  aus  ähnlich  vergrößert  oder  ver- 
kleinert. Wird  von  0  das  Lot  auf  die  Nonnale  der  Kurve  ge- 
fällt, so  hat  der  Fußpunkt  des  Lotes,  wie  man  leicht  nach 
Nr.  206  ausrechnet,  die  Polarkoordinaten: 

w  =  i-7r  — tg|^,     p  =  tg4-^; 
für   den  Ort   dieser  Fußpunkte  ist   daher  p  =  i-;r  —  co.     Nach 
Nr.  245  kann  man  hieraus  sofort  schließen,    daß   der  Ort   der 
Fußpunkte  der  Lote  von  0   auf  die  Normalen   der  gefundenen 
Kurve  eine  archimedische  Spirale  ist. 
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Sechstes  Kapitel. 
Existeiizbe weise  im  komplexen  Bereiche. 

§  1.  Analytische  Funktionen  von  mehreren 
Teränderlichen. 

816.  Vorbemerkung.  Bisher  wurde  die  Theorie  der 
gewöhnlichen  Differentialgleichungen  im  reellen  Bereiche  ent- 
wickelt. Um  sie  auch  auf  den  Bereich  komplexer  Veränder- 
licher ausdehnen  zu  können,  muß  man  sich  auf  den  Begriff 
der  analytischen  Funktionen  von  mehreren  komplexen  Verän- 
derlichen und  die  Sätze  über  solche  Funktionen  stützen.  Daher 
liegt  es  uns  zunächst  ob,  in  engem  Anschlüsse  an  das  achte 
Kapitel  des  zweiten  Bandes  das  Notwendigste  hierüber  beizu- 
bringen. Ist  dies  erledigt,  so  wird  es  sich  darum  handeln,  die 
Existenzbeweise  für  Lösungen  von  gewöhnlichen  Differential- 
gleichungen im  komplexen  Bereiche  durchzuführen.  Bei  dieser 
Gelegenheit  wird  auch  der  Nachweis  der  Existenz  implizite  defi- 
nierter Funktionen  im  komplexen  Bereiche  hervorgehen.  Schließ- 
lich werden  wir  die  Ergebnisse  zur  Entwicklung  der  Theorie 
der  linearen  Differtialgleiehungen   höherer  Ordnung  anwenden. 

817.  Definition  der  monogenen  Funktionen  von 
mehreren  Veränderlichen.     Es  seien: 

(1)  Z^  =  X^-\-  Uj^ ,       ^2  =  ^2  +   >y-2  ,    •  •  -   ^«  =  «^n  +   '!ln 

n  komplexe  Veränderliche.  Jede  einzelne  kann  nach  Nr.  355 
durch  einen  Punkt  in  einer  komplexen  Zahlenebene,  nämlich 
Zj^  durch  den  Punkt  mit  den  reellen  rechtwinkligen  Koordinaten 
Xj^  und  iff.,  versinnlicht  werden.  Man  tut  dabei  gut,  die  n  Ver- 
änderlichen Zy,  z.2^  ■  •  •  ^n  ^^  **  verschiedenen  Zahlenebenen  zu 
deuten.  Unter  einem  Variahilitätsbereiche  wird  nun  folgendes 
verstanden:  Jeder  einzelnen  der  n  Veränderlichen  wird  ein  Be- 
reich in  seiner  Ebene  zugewiesen;  alsdann  soll  der  Variabili- 
tätsbereich aus  allen  Wertsystemen  5^,  ^g?  •  •  •  ■^«  bestehen,  die 
HU\,  817J 
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durch  Punkte  z^^,  Zc,,  .  .  .  z^  in  den  einzelnen  Bereichen  darge- 
stellt werden. 

Wenn  eine  Vorschrift  vorhanden  ist,  nach  der  jedem  he- 
siimmtcn  Wertsysteme  z^,  z^,  .  .  .  z^^  des  Variabilitätsbereiches 
eine  hestim?nte  komplexe  Zahl  tv  =  u  -{■  iv  zugeordnet  wird, 
heißt  tv  nach  der  Definition  in  Nr.  6  eine  FunJction  der  n  Ver- 
änderlichen in  dem  vorgeschriebenen  Variabilitätsbereiche.  Diesen 
5ehr  allgemeinen  Funktionsbegriff  schränken  wir  aber  zweck- 
mäßig ein.     Vgl.  dabei  Nr.  621. 

Zunächst  soll  die  Funktion  tv  stetig  sein.  Dies  bedeutet 
nach  Nr.  20:  Wird  im  Bereiche  ein  Wertsystem  z^,  z^,  .  .  .  z^ 
angenommen,  dem  man  die  Zunahmen  erteilt: 

(2)  ziz^  =  zJx^  +  iJ^j^ ,     .  .  .  z/^„  =  zlx^  +  izJy^ 

und  sind  z/m,  ^v  und  ^  iv  die  zugehörigen  Zunahmen  von  u, 

V  und  IV,  so  soll  es  zu  jeder  beliebig  klein  gewählten  positiven 
Zahl  6  eine  positive  Zahl  h  derart  geben,  daß  infolge  von: 

(3)  I  Jz^  \<h,     \^z,\<h,  ...    Az^  I  <  li 

stets  auch  \zlw\<i6  wird.  Nach  (1)  und  (2)  in  Nr.  357  ist 
dann  auch 

I  Ali  1  <  (3,     !  Av  1  <  6, 

und  die  Bedingungen  (3)  sind  erfüllt,  wenn: 

I  Ax^  !<---,     I  z/.Vi    <  -^ ,  .  .  .  !  z/a;„  |  <  -^ ,     '  Ay^  \  <  -J-- 
I  y2  V2  -]/i  "'       |/2 

angenommen  wird  (vgl.  die  letzte  Bemerkung  in  Nr.  357). 
Folglich  müssen  u  und  v  stetige  reelle  Funktionen  sein.  Man 
schließt  ebenso  leicht  umgekehrt,  daß  iv  eine  stetige  Funktion 
der  komplexen  Veränderlichen  z^,  z^,  .  .  .  z^  ist,    sobald  ii  und 

V  stetige  Funktionen  der  reellen  Veränderlichen  x.^,  y^,  .  •  •  ^„,  ^„ 
sind. 

Unter  einer  monogenen  Funktion  iv  =  u  -^  iv  der  n  Ver- 
änderlichen z^,  z^,  .  .  .  z^^  wird  nun  eine  solche  stetige  Funktion 
verstanden,  der  innerhalb  des  Variabilitätsbereiches  auch  stetige 
partielle  Ableitungen  erster  Ordnung  hinsichtlich  aller  n  Ver- 
änderlicher zukommen.  Da  mau  bei  der  Bildung  einer  par- 
tiellen Ableitung  alle  Veränderlichen  bis  auf  eine  bestimmt  zu 
wählen  hat,  sind  diese  Ableitungen  wie  in  Nr.  Q22  zu  defi- 
nieren.    Aus  Satz  3  von  Nr.  623  folgt  also:  Werden  alle  Ver- 
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änderlichen  bis  auf  eine,  etwa  z^,  bestimmt  gewählt,  so  wird 
IV  eine  monogene  Funktion  von  z^  allein.  Daher  genügen  u 
und  V  nach  (2)  in  Nr.  623  den  Cauchy -  Rkmannschpn  Glei- 
chungen : 

(:V  ^  =  ^"  '     r~  ^  "~  ^        {Je  =1,2,...  n\ 

und  es  sind  nach  (4)  in  Nr.  623: 

(5)  ^  =  ^  +  *  r~         (Ä-  =  1, 2, . . .  m) 

die  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  von  h\  Mithin  kann 
man  die  Bedingungen  für  eine  monogene  Funktion  w  =  u  -\-  iv 
der  n  Veränderlichen  z^,  s:^,  ...  s^  oder  i\-\-  iy^,  x^-\-  iy.^, 
.  .  .  x„-{-  iy^^  auch  so  formulieren: 

Es  sollen  u  und  v  nebst  ihren  partiellen  Ableitungen  erster 
Ordnung  solche  stetige  reelle  FunMionen  von  x^,  y^,  .  .  .  x^,  y^ 
sein,  die  den  2n  Cauchy- Rieniannschen  Gleichungen  (4)  genügen, 
natürlich  innerhalb  des  Variabilitätsbereiches. 

Gerade  so  wie  der  Satz  5  von  Nr.  625  läßt  sich  der  fol- 
gende allgemeine  Satz  über  Funktionen  von  Funktionen  be- 
weisen: 

Satz  1:  Sind  ?t\,  tv^,  .  .  ■  iv^^^  innerhalb  eines  gemeinsamen 
Bereiches  monogene  Funktionen  von  z^,  z.^,  .  , .  z^  und  ist  W 
eine  monogene  FimJdion  von  u\ ,  iv.^,  .  .  .  iv^  innerhalb  eines  sol- 
chen Bereiches,  den  jene  m  Fimldionen  w^,  iv.2,  ...  iv^^^  von  z^,  z^, 
■  •  '  z^^  erfüllen,  so  ist  W  auch  eine  monogene  FunJction  von 
Zi,  Z.2,  .  .  .  -s,,  in  dem  zugehörigen  Bereiche  dieser  Veränderlichen. 

Im  besonderen  folgt  hieraus  leicht  die  Verallgemeinerung 
des  Satzes  4  von  Nr.  024  über  Summen,  Differenzen,  Produkte 
und  Quotienten  von  monogenen  Funktionen  für  den  Fall  von 
mehreren  Vei'änderlichen. 

Hier  möge  noch  ein  gelegentlich  anzuwendender  Satz  an- 
gemerkt werden,  der  nicht  nur  für  monogene,  sondern  über- 
haupt für  stetige  Funktionen  gilt. 

Satz  2:  Ist  f{z^,  z^,  ...  z^  in  der  Umgebung  einer  Stelle 
{z^,  zj^,  .  .  .  ^„^)  eine  solche  stetige  Funlduni  der  n  komplexen 
Veränderlichen  z^,  z^,  ...  z^,  die  an  jener  Stelle  selbst  einen  von 
Null  verschiedenen  Wert  hat,  so  gibt  es  eine  Umgebung  der  Stelle, 
innerhalb  derer  die  Funktion  nirgends  verschwindet, 
H17\ 
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Diesen  Satz,  die  Ausdehnung  des  Satzes  11  von  Nr.  693 
auf  deu  komplexen  Bereich,  beweist  man  so:  Nach  dem  Vor- 
hergehenden gibt  es  zu  jeder  beliebig  kleinen  positiven  Zahl  6 
eine  positive  Zahl  Ji  derart,  daß: 

(6)       \n^^,^2,---^n)-a^^^^,---^:)\<<^ 

infolge  von 

(7)         \2i-^,'\<h,     \z,-z^'  <li,  ...  k„-0„'i</i 

wird.  Da  nun  |/X^i^  %",  .  .  .  ^^)  von  NuU  verschieden  ist, 
braucht  man  nur  6  kleiner  als  diesen  Wert  zu  wählen,  um  zu 
erreichen,  daß  f  in  der  Umgebung  (7)  nirgends  verschwindet, 
weil  sonst  die  linke  Seite  von  (6)  größer  als  6  würde. 

818.  Verallgemeinerung  des  Cauchyscheu  Funda- 
mentalsatzes.  In  Nr.  639  wurde  der  außerordentlich  wich- 
tige Cauchysche  Satz  16  bewiesen,    der  in  der  Integralformel: 

2««  J  z  —  c  '  ^  ^ 

k 

zum  Ausdrucke  kommt.  Dieser  Satz  soU  zunächst  auf  mono- 
gene Funktionen  fiz^^,  z^  von  sivei  Veränderlichen  s^,  z.^  über- 
tragen werden. 

Innerhalb  der  für  z^  und  z^  erlaubten  Bereiche  in  der  z^- 
und  ^-j- Ebene  seien  Bereiche  B^  und  B.,  abgegTenzt,  deren 
Ränder  Integrationswege  /.'^  und  It^  sind  und  sehr  wohl  in  ein- 
zelne geschlossene  Linien  zerfallen  können,  wie  z.  B.  in  Fig.  95 
von  Nr.  639.  Außerdem  mögen  innerhalb  B^  und  B.,  bestimmte 
Stellen  c^  und  c.,  angenommen  sein.  Wenn  nun  z.^  vorerst 
irgendwo  innerhalb  B^  oder  auf  dem  Rande  von  B.2  gewählt 
wird,  ist  f{z^,  z.^)  eine  monogene  Funktion  von  z^  allein,  auf 
die  der  Cauchysche  Satz    angewandt   werden   darf     Er  liefert: 

Hierbei  wird  längs  /.j  in  solchem  Sinne  integriert,  daß  die 
Fläche  B^  stets  linkerhand  liegt.  Da  nun  ficyj  z^  eine  mo- 
nogene Funktion  von  z^  allein  bedeutet,  gibt  die  Anwendung 
des  Cauchyschen  Satzes  auf  diese  Funktion: 
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;,■„ 
wobei    über   die  Art   der  Integration   längs  k^  Entsprechendes 
gilt    wie    vorhin.     Wird    der  Wert  (1)   in  (2)   substituiert,    so 
kommt: 

Weil  *2  —  Co  bei  der  ersten  Integration  konstant  bleibt,  verliert 
die  Formel  nichts  an  ihrer  Richtigkeit  und  Verständlichkeit, 
wenn  sie  so  o-eschrieben  Avird: 


{2i7iyjJ  {z. 


"2     "1 


Auch  leuchtet  ein,  daß  sich  derselbe  W^ert  /'(Ci,  ^2)  ergibt, 
wenn  zuerst  hinsichtlich  2.2  längs  h  und  dann  hinsichtlich  s^ 
längs  l\  integriert  wird. 

Da  die  Aveitere  Verallgemeinerung  dieses  Ergebnisses  auf 
der  Hand  liegt,  formulieren  wir  mithin  sofort  den 

Sat0  3  (Verallgemeinerter  Cauchysclier  Fundamen- 
talsatz): Es  sei  f  eine  monogene  Fmiktion  der  n  Veränderlichen 
z^,  Z.2,  ...  z,^.  Ferner  seien  B^,  B^,  .  .  .  B,^  Bereiche  in  der  z^- 
Ehene,  z^-Ehene,  .  .  .  z,-Ehene  und  ihre  Ränder  Integrationswege 
\,  /cg,  .  •  •  A;^.  Vm'ausgesetzt  ivird,  daß  diese  Bereiche  mit  ihren 
Bändern  zu  dem  Variahilitätshereiche  der  Funktion  f  gehören. 
Außerdem  sollen  Stellen  q,  c.,,  ■  .  •  c,^  im  Innern  der  Bereiche  B^, 
B2,  ■  •  ■  B^  bestimmt  getvählt  sein.     Dann  ist: 

^       i    C         rf{Sr,z^,...z„)dz^dz^...dz„  _r(  ■ 

-i^i^J  J  •  •   J  (zl-c,)  {z,  -  c,) . .  .  {z„  -c„)       I  *^^i'  '-'  •  •  •  ^•«> 

Hierhei  sind  die  n  Integrationen  in  einer  für  das  Ergehnis  gleich- 
gültigen Reihenfolge  längs  der  Ränder  l\,  k^,  ..  .k„  der  n  Be- 
reiche stets  so  auszuführen,  daß  die  Bereiche  linkerhand  liegen, 
und  die  Formel  gilt  auch  dann,  ivenn  Integrationstvege  in 
mehrere  geschlossene  Linien  zerfallen. 

819.  Integrale  als  Funktionen  ihrer  oberen  G-ren- 
zen.  Um  die  Theorien  des  achten  Kapitels  des  zweiten  Bandes 
auf  monogene  Funktionen  von  mehreren  Veränderlichen  aus- 
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dehnen  zu  können,  muß  man  nocli  die  Verallgemeinerung  des 
Satzes  15  von  Nr.  ß3o  beweisen.  ^Vir  nehmen  zunächst  an, 
daß  /"(^i,  ^2)  ^^^^  monogene  Funktion  von  sivei  Veränderlichen 
0^  und  z^  sei,  und  setzen  voraus,  daß  der  für  z\  gestattete  Be- 
reich B^  in  der  z■^  -Ebene  einfach  susamntenltängend  sei  (vgl. 
Nr.  632).  Alsdann  mögen  2^  und  Z^  irgend  zvrei  Stellen  inner- 
halb B^  bedeuten,  während  z.^,  irgendwie  im  Bereiche  B.2  der 
Veränderlichen  z^  gewählt  sei.  Innerhalb  B^  werde  von  2^ 
nach  Z^  irgendein  Integrationsweg  l\  gezogen. 

Nach  Satz  15  von  Nr.  633  stellt  das  Integral: 

(1)  F=fri2„2,)d2„ 

wenn  die  Integration  längs  l\  ausgeführt  wird,  eine  monogene 
Funktion  von  Z^  vor,  deren  Wert  nicht  von  dem  eingeschla- 
genen Integrationswege  l\  abhängt  und  deren  Ableitung  nach 
Z^  gleich  f{Z^,  2.2)  ist.  Aber  F  hängt  noch  von  2^  ab,  und 
daher  muß  noch  bewiesen  werden,  daß  F  eine  monogene  Funk- 
von  Z^  und  2^  vorstellt. 

Wenn  /"(^i,  2^)  =  u  -\-  iv  gesetzt  wird,  läßt  sich  das  Inte- 
gral F  nach  (3)  in  Nr.  629  so  schreiben: 

(2)  -^  ^  j  {^''(^^i  ~  '^f^^/i)  +  M  (^f^^i  +  ^<^^2/i)- 

\  V 

Insbesondere  nehmen  wir  zunächst  den  einfachsten  Fall  an,  der 
in  betreff  des  Integrationsweges  Ä'  von  2^  bis  Z^  denkbar  ist: 
Es  möge  die  gerade  Sti-ecke  von  2^  bis  Z^  dem  Bereiche  B^ 
vollständig  angehören.     Dann  kann  man,  wenn: 

V=<+?V,     Z,=  X,  +  iY, 
ist,  insbesondere  längs  dieses  Weges: 

X,  =  V  +  {X, -  x,y,  y,  =  II,'  +  (i; -  y^y 

setzen  und  dadurch  t  statt  x,  und  y,  als  die  einzige  Veränder- 
liche in  (2)  einführen,  hinsichtlich  derer  integriert  wird,  und 
zwar  von  ^  =  0  bis  ^  =  1.  In  (2)  liegen  nunmehr  zwei  ge- 
wöhnliche reelle  Quadraturen  vor.  Da  u  und  v  stetig  in  x^, 
«/i ,  x^  und  1/2  sind,  kann  man  gerade  so  wie  Nr.  487  beweisen, 
daß  die  beiden  in  (2)  auftretenden  Integrale  stetige  Funktionen 
von  Xj,  Y,,  x^,  //g  sind.     Demnach  verhält  sich  die  durch  (1) 
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definierte  Funktion  F  von  Z^  und  Zc,,  stetig.  Wenn  es  nicht 
möglich  ist,  die  Stellen  z^  und  Z^  durch  einen  einzigen  gerad- 
linigen Integration s weg  zu  verbinden,  der  dem  Bereiche  JS^ 
angehört,  kann  man  einen  Weg  benutzen,  der  aus  einigen  ge- 
radlinigen Stücken  besteht,  und  man  gelangt  daher  auch  dann 
zu  demselben  Ergebnisse. 

Die  stetige  Punktion  F  von  Z^  und  z^  hat,  wie  wir  schon 
wissen,  eine  stetige  Ableitung  nach  Z^,  nämlich  f{Z^,  z^)-  Um 
also  dessen  sicher  zu  sein,  daß  F  eine  monogene  Funktion 
von  Z^  und  z.2  vorstellt,  braucht  man  nur  noch  zu  zeigen,  daß 
F  auch  eine  stetige  Ableitung  nach  ^g  ^^^-  Daher  nehmen 
wir  an,  daß  z^  um  zlz^  wachse;  dabei  möge  F  den  Zuwachs 
zJF  erfahren.  Alsdann  ist  nach  (1): 
^1 

/Sz^        J  Jz^  !■ 


Hieraus  folgt  für  lim  zJz^=  0,   weil  f{z^^,  z.^)  eine  stetige  Ab- 

2i 


leitung  hinsichtlich  z^  hat 


dF_ 

dz. 


Cdf{Zi,z^)  ^ 


Weil  der  Integrand  stetig  ist,  läßt  sich  wieder  wie  vorhin  be- 
weisen, daß  das  Integral  eine  stetige  Funktion  von  Z^  und 
z,^   ist. 

Die  Verallgemeinerung  auf  Funktionen  von  mehr  als  zwei 
Veränderlichen  ist  einleuchtend,  so  daß  wir  uns  darauf  be- 
schränken dürfen,  das  Ergebnis  zu  formulieren: 

Satz  4:  Wenn  f  eine  monogene  FunJdion  von  n  Verän- 
derliclien  z.^,  z^,  .  .  .  z^  ist  und  der  BereicJt  der  erlaubten  Werte 
von  z^  einfach  zusammenhängt  soivie  die  Stellen  z^  und  Z^  ent- 
hält, bedeutet  das  Integral: 

eine   monogene  Funktion    der   n    Veränderlichen    Z^,  z^,  .  .  .  z^. 
Ihr   Wert  ist  unabhängig  davon,  ivelchen  Weg  man  in  dem  Be- 
reiche von  z^  bei  der  Integration  einschlägt.     Die  partiellen  Ab- 
leitungen erster  Ordnung  der  Funktion  F  sind: 
819] 
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^'^  -fiZ     Z  z)        g^_      hf{z,,z,^....„) 

^^-f{^Z„z„...zJ,      ^^^      J  ^^^  äz, 

(Je  =  2,  3, .  .  .  n). 

820.  Die  monogenen  Funktionen  als  analytische 
Funktionen.  Blickt  man  auf  diejenigen  Entwicklungen  zu- 
rück, die  in  Nr.  641 — 647  gegeben  wurden,  so  erkennt  mau 
nun,  daß  ihrer  Verallgemeinerung  auf  monogene  Funktionen 
von  mehreren  Veränderlichen  kein  Hindernis  im  Wege  steht. 
Es  würde  zu  weit  führen,  wollten  wir  dies  in  allen  Einzel- 
heiten erörtern;  vielmehr  begnügen  wir  uns  damit,  kurz  aus- 
zusprechen, daß  diejenigen  Sätze,  die  sich  auf  gleichmäßig  kon- 
vergente unendliche  Reihen  und  ihre  gliediveise  Differentiation 
und  Integration  beziehen,  auf  unendliche  Reihen  von  monogenen 
Funktionen  von  mehreren  Veränderlichen  sinngemäß  verallgemei- 
nert iverden  können. 

Insbesondere  ergibt  sich  als  Verallgemeinerung  des  Satzes  19 
von  Nr.  643  der 

Satz  5:  Ist  f{z^,z^,...  z^)  eine  monogene  Funktion  von 
z^,  z^,  . . .  *"„,  bedeutet  ferner  z^,  z<^,  '  •  ■  ^n  «X^'^^^  ^^**  bestimmt  ge- 
wähltes Wertsystem  innerhalb  ihres  Bereiches  und  sind  k^,k2,.. .  A'^ 
Kreise  in  der  z^-Ebene,  z^-Ebene,  .  .  .  z^-Fbetie  mit  den  Mittel- 
punkten z^,  Z.2,  '  ■  •  ^n  ^'*^^^  zivar  Kreise,  deren  Flächen  voll- 
ständig den  Bereichen  der  einzelnen  Veränderlichen  angehören, 
so  ist  f  innerhalb  des  durch  diese  Kreisflächen  k^ ,  k^,  ...  k^^  be- 
stimmten Variabilitätsbereiches  darstellbar  durch  eine  daselbst 
gleichmäßig  konvergente  Potenzreihe: 

/■=  Co  -f  lc,,{z,  -  r,o)  -f  c,,{z,  -  z,')  -f  •  •  .  +  q„(^„-  O] 

Eine  Funktion  aber,  die  als  konvergente  unendliche 
Reihe,  fortschreitend  nach  den  ganzen  positiven  Potenzen  von 
z^  —  z^,  z^  —  ^2^  •  •  •  ^n~  ^nf  darstellbar  ist,  nennt  man  —  wie 
in  Nr.  365  im  Falle  w  =  1  —  eine  analytische  Funktion. 
Der  Sinn  des  letzten  Satzes  ist  also  dieser:  Jede  monogene 
Funktion  von  z^,  z^,  ...  z^^  ist  in  der  Umgebung  eines  Wert- 
systems z^^,  z.2^,  .  .  .  z^  innerhalb  ihres  Variabilitätsbereiches  eine 
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analytische  FunUion.  Umgekehrt:  Jede  in  der  Umgehung  des 
Wertsysiems  2j^,  z^^,  .  .  .  z^^  analytische  Fmihtion  ist  ehenda  eine 
monogene  Funldion.  Denn  die  Potenzreihe  ist  gliedweise  diffe- 
renzierbar, so  daß  sich  also  die  Funktion  mit  ihren  partiellen 
Ableitungen  erster  Ordnung  stetig  verhält  und  deshalb  nach 
Nr.  817  monogen  sein  muß. 

Entsprechend  dem  Satze  20  von  Nr.  643  gilt  noch  der 

Satz  6:  Eine  monogene  Funldion  hat  innerhalb  ihres  Be- 
reiches überall  Ableitungen  beliebig  hoher  Ordnung,  und  diese  Ab- 
leitungen sind  in  demselben  Bereiche  monogene  Funktionen. 

Die  in  Satz  5  auftretende  unendliche  Reihe  ist  natürlich 
nichts  anderes  als  die  verallgemeinerte  Taylorsche  Fieihe,  vgl. 
Satz  29,  Nr.  137,  für  den  Fall  komplexer  Veränderlicher. 

Gebräuchlicher  als  die  Bezeichnung:  monogene  Funktion 
ist  der  Name:  analytische  Funktion,  weshalb  wir  künftig  zu- 
meist diesen  Namen  benutzen.  Sehr  bequem  ist  auch  die 
Redeweise:  Die  Funldion  f  von  z^,  z^,  ■  ■  ■  z^^  verhält  sich  in  der 
Umgebung  der  Stelle  {z^^,  z^^,  .  .  .  ^„°)  regulär.  Dies  soU  be- 
deuten, daß  sie  in  dieser  Umgebung  als  eine  gleichmäßig  kon- 
vero-ente  Potenzreihe  wie  in  Satz  5  darstellbar,  d.  h.  in  der 
Umgebung  eine  analytische  oder  monogene  Funktion  ist.  Man 
kann  übrigens  wie  in  §  5  des  achten  Kapitels,  2.  Band,  insbe- 
sondere Nr.  653  und  Nr.  660,  eine  in  einem  Gebiete  monogene 
Funktion  fortzusetzen  versuchen.  Man  gelangt  auf  diese  Weise 
wie  auch  durch  Integration  (wie  in  Nr.  651,  652)  zu  vieldeu- 
tigen Funktionen.  Wir  betonen  deshalb  ausdrücklich,  daß  wir 
uns  stets  auf  einen  Variabilitätsbereich  beschränken,  in  dem 
zu  jedem  Wertsysteme  nur  ein  Wert  der  zu  betrachtenden 
Funktion  gehört,  und  außerdem  soll  sich  die  Funktion  in  der 
Umgebung  eines  jeden  Wertsystems  des  Bereiches  regulär  ver- 
halten. 

821.  Eine  Vergleichungsfunktion.  Unter  den  Vor- 
aussetzungen der  in  Nr.  818  bewiesenen  Verallgemeinerung  des 
Cauchyschen  Fundamentalsatzes : 

kann  man  ohne  Mühe  gerade  so   wie  in  Nr.  645   weitere  Fol- 
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gerungen  ziehen,  indem  man  dieselbe  Formel  auf  den  Fall 
anwendet,  wo  c^  durch  q  +  z/c^  ersetzt  wird.  Das  Ergebnis 
ist  der 

Satz  7:  Die  Formel  des  verallgemeinerten  Caiichyschen 
Fimdamentalsatzes  3  in  Nr.  818  darf  beliebig  oft  partiell  hin- 
sichtlich q,  Cg;  •  •  •  ^n  (Iß^f^v-t  differenziert  iverden,  daß  tnan  die 
Differentiationen  auf  der  linken  Seite  unterhalb  des  Integral- 
zeichens ausführt. 

Nun  läßt  sich  auch  das  Ergebnis  von  Nr.  648  verallge- 
meinern. Dies  soll  zunächst  im  Falle  einer  Funktion  f  von 
nur  zivei  Veränderlichen  z^  und  z^  gezeigt  werden,  die  sich  an 
der  Stelle  (c^,  c^  regulär  verhält.  Es  mögen  r^  und  r^  die 
Radien  zweier  solcher  Kreise  x^  und  x^  in  der  ^r^-Ebene  und 
^2 -Ebene  sein,  innerhalb  deren  Flächen  f  überall  regulär  ist. 
Die  Radien  seien  aber  so  gewählt,  daß  dasselbe  auch  noch  auf 
den  Umfangen  der  Kreise  y.^  und  x.,  gilt.  Ferner  sei  M  das 
Maximum  und  N  das  Minimum,  das  \f{z^,  ^g) !  erreicht,  falls 
2^  und  ^2  irgendwie  auf  den  Umfangen  der  Kreise  variieren,  d.  h. 
im  FaUe  |  ^^  —  c J  =  r^  und  |  ^2  ~  ^^2 !  =  ^2  •  Nach  dem  letzten  Satze 
folgt  nun  aus  (1)  bei  der  Annahme  J^  =  2,  wenn  man  a-mal 
hinsichtlich  q  und  /3-mal  hinsichtlich  c.^  differenziert  und  die 
Kreisumfänge  %^  und  jCg  als  Integrationswege  benutzt: 


(2  in)"-  j  j  (^^  -c,r+'  (z,  -c,f+' 


Der  absolute  Betrag  des  Integrauden  des  in  der  Klammer 
stehenden  Integrals  liegt  zwischen  Mir/'^'^  und  Nir^^'^^. 
Der  Kreis  x.^  als  Integrationsweg  hat  die  Länge  2:r/'2.  Mithin 
liegt  der  absolute  Betrag  jenes  Integrals  nach  Satz  11,  Nr.  630, 
zwischen  2  :ncJf: /y^  und  27tN:r./.  Weiter  folgt  hieraus,  daß 
der  absolute  Betrag  des  Integranden  des  auf  z^  bezüglichen 
Integrals  zwischen  2 tc 31 :  r^"  +  ^ r./  und  27iN  :  r^^'^^r/  liegt, 
und  weil  2n:/\  die  Länge  des  Weges  x^  ist,  folgt  aus  dem  an- 
gegebenen Satze  ebenso,  daß  der  absolute  Betrag  des  Doppel- 
integrals zwischen 
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CM!«     „„d     '^^ 

r  '^r  ^  r  "  r  ^ 

'i    '2  '1     '2 

liegt.     Also  geht  die  Formel  hervor: 


(2)  ^^^ 


d"^''ac,,c,)  l^alßlM 


Dies  Ergebnis  gilt  auch  für  a  =  0  und  /3  =  0;  alsdann  sind 
al  und  ßl  durch  Eins  zu  ersetzen.  Die  Verallgemeinerung  auf 
den  Fall  von  n  Veränderlichen  geschieht  ebenso,  so  daß  sich 
entsprechend  dem  Satze  25  von  Nr.  648  ergibt: 

Satjs  8:  Gehören  die  Flächen  der  Kreise  x^,  k^,  .  .  .  x^  rtiit 
den  MittelpunMen  q,  c^,  ...  c„  und  Badien  »"i;  ^2;  •  •  •  *"«  soivie 
die  Umfange  dieser  Kreise  in  der  0^-Ebene,  z^-Ehene,  .  .  .  ^„- 
Ehene  vollständig  dem  Bereiche  einer  analytischen  FunMion  f 
von  ^1,  -^27  •  •  •  ^«  ^'^  **^*^  *^^  -^  ^^^  Maximum  und  N  das 
Minimum  von  \fi^i,^2y---^n)\  /""^  ^^^^  Wertsysteme  (^1,  ^g? 
.  .  .  z^,  die  durch  Punkte  auf  den  Umfangen  der  n  Kreise  dar- 
gestellt werden,  so  ist: 

Dies  gilt  auch,  wenn  eine  der  ganzen  positiven  Zahlen  a^,  a^, 
.  .  .  c^n  9^^^^^^  Null  gewählt  wird,  sohald  nur  0!  durch  Eins  er- 
setzt wird. 

Nach  dem  Vorgange  von  Cauchy  betrachten  wir  nun  die 
Funktion: 

(  ^_  M 

Dies  ist  eine  analytische  Funktion  von  z^,  Z2,  .  .  .  z^  für  aUe 
Werte  von  z-^,  z^,  .  ■  .  z^^  innerhalb  der  Kreise  x^,  Xg,  .  .  .  >«„  und 
auf  ihren  Umfangen,  abgesehen  von  den  Stellen: 

auf  den  Kreisumfängen.     Als  die  Ableitung: 


ergibt  sich: 


a^ !  «2 ! . . .  a„ !  Jf 


z    —  c  \")»  +  l 
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Daher  hat  sie  an  der  Stelle  {c^,  c^,  .  ■  ■  cj  den  Wert: 

'1      '2       '  '     ' n 

Folglich  liefert  der  letzte  Satz  das  gewünschte  Ergebnis,  näm- 
lich den 

Satz  9:  Wenn  f  eine  analytische  Funktion  von  z^^z.^,  .  .  .  z^ 
ist,  wenn  ferner  die  Stellen  Zi=  c^,  z.2=  c^,  .  .  .  z^^=  c„  und  die 
Flächen  der  Kreise  mit  den  Mittelpunkten  c^,  c^,  .  .  .  c^^  und  den 
Badien  r^,  r^, .  .  .  r^^  vollständig  dem  Bereiche  der  Funktion  ange- 
hören und  M  der  größte  Weti  ist,  den  der  absolute  Betrag  der  Funk- 
tion f  erreicht,  falls  z^,  z^,  .  .  .  z^  auf  den  Umfangen  der  n  Kreise 
variieren,  so  hat  die  im  Innern  der  Kreise  ebenfrdls  analytische 
Funktion: 

<p{h,  ^2^  •  •  •  ^J  = 


(-'-^)(-^-^)-('-^^) 


an  der  Stelle  (c^,  c^,  ...  c„)  lauter  positive  partielle  Ableitungen, 
und  es  ist  an  dieser  Stelle  der  absolute  Betrag  von  f  nicht  größer 
als  der  Wert  von  cp  und  ebenso  der  absolute  Betrag  jeder  par- 
tiellen Ableitung  von  f  nicht  größer  als  der  Wert  der  entsprechen- 
den partiellen  Ableitung  von  cp. 

Dieser  Satz,  die  YeraUgemeinerung  des  Satzes  26  von 
Nr.  648,  ist  für  den  Nachweis  von  Lösungensystemen  bei 
Systemen  von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  von  der 
größten  Bedeutung,  siehe  Nr.  824. 

§  2.  Existenzbeweis  bei  Systemen  in  der  Normalform. 

822.  Partikulare  Lösung  einer  speziellen  gewöhn- 
lichen Differentialgleichung  erster  Ordnung.  Der  Nach- 
weis für  die  Lösungen  Systeme  von  Systemen  gewöhnlicher 
Differentialgleichungen  im  komplexen  Bereiche  wird,  wie  das 
Spätere  zeigt,  wesentlich  erleichtert,  wenn  man  zunächst  einen 
gewissen  ganz  speziellen  Fall  erledigt  hat.  Wir  betrachten 
deshalb  hier  die  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung: 

dy  M 


(1) 
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Dabei  sollen  31,  r  und  q  drei  gegebene  positive  Zahlen  sein, 
während  n  eine  positive  ganze  Zahl  vorstelle.  Dagegen  sollen 
X  und  y  nicht  mehr  wie  im  2.  und  3.  Kapitel  auf  das  reelle 
Gebiet  beschränkt,  vielmehr  komplexe  Veränderliche  sein. 

Die  rechte  Seite  der  Gleichung  (1)   ist   in  dem  Bereiche: 

(2)  \x\<r,     \y\<Q 

eine  analytische  Funktion  von  x  und  y.  Es  soll  nun  bewiesen 
werden,  daß  es  eine  und  nur  eine  in  der  Umgebung  von  x  =  0 
analytische  Funktion  y  von  x  gibt,  die  für  ^  =  0  den  Anfangs- 
wert Null  hat  und  der  Differentialgleichung  (1)  in  dieser  Um- 
gebung genüge  leistet.  Dies  läßt  sich  direkt  zeigen,  weil  man 
die  Veränderlichen  in  der  Differentialgleichung  (1)  in  der  Form: 


/.        yVj  Mdx        ^ 


1  — 
r 


trennen  kann.  Wenn  nämlich  x  und  y  in  den  durch  (2)  be- 
stimmten Bereichen  in  der  Zahlenebene  der  x  bzw.  y  beliebig 
gewählt  werden  und  jedesmal  vom  Nullpunkte  aus  ein  Inte- 
grationsweg nach  der  Stelle  x  bzw.  y  so  gezogen  wird,  daß 
er  ebenfalls  in  dem  Bereiche  bleibt,  ergibt  sich  durch  Inte- 
gration: 

y  X 

Mdx 


(i-|)>-/:^=o 


r 


Nach  Satz  15,  Nr.  633,  sind  beide  Integrale  monogene  Funk- 
tionen der  oberen  Grenzen,  und  ihre  Werte  sind  von  den  ein- 
geschlagenen Integrationswegen  unabhängig.  Ist  eine  Lösung 
y  der  Differentialgleichung  vorhanden,  die  den  angegebenen 
Bedingungen  genügt,  so  muß  die  letzte  Gleichung  erfüllt  sein, 
sobald  man  darin  die  Lösung  y  substituiert  und  sich  auf 
hinreichend  kleine  Umgebungen  von  a;  ==  0  und  i/  =  0  be- 
schränkt. 

Das    erste    Integral    ist    leicht    auszuwerten,    das    zweite 
wird  durch  die  Substitution: 

(3)  ^=l-y 

vereinfacht.     Es  kommt: 
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z 

(4)  _^  _  _|_^  (l  _  rs^'\  Mr  f^^  =  0. 

1 
Wegen  |  a;  |  <  /•  bedeutet  2  nach  (3)  eine  solche  komplexe  Ver- 
änderliche, deren  Bereich  das  Innere  des  Kreises  vom  Radius 
Eins  mit  dem  Mittelpunkte  z  =  1  ist.  Innerhalb  dieses  einfach 
zusammenhängenden  Bereiches  aber  ist  das  in  (4)  auftretende 
Integral  der  Hauptwert  des  Logarithmus  von  z,  nach  Nr.  636, 
d.  h.  derjenige,  der  für  z  =  1  den  Wert  NuU  hat,  da  das  In- 
tegral für  z  =  \  verschwindet.  Dieser  Hauptwert  ist  eine 
monogene  Funktion  In  z  von  z.  Nun  geht  aus  (4)  wegen  (3) 
hervor: 

(l_l.)"^'=l+(?t±imi-ln(l_-^). 

Setzt  man: 

(5)  ,=  l  +  (?i±i)iL':in(l_i), 

SO  kommt  durch  Ausziehen  der  (w  +  1)*"°  Wurzel: 

(6)  y=.Q-Q''yi, 

und  es  bleibt  noch  zu  erörtern  übrig,  was  für  eine  monogene 
Funktion  von  t  unter  der  {n  -\-  Vf^"^  Wurzel  verstanden  werden 
muß. 

Wenn  t  eine  komplexe  Veränderliche  vorstellt,  wird  "  )/# 
nach  Nr.  655  nur  dann  eine  einwertige  monogene  Fimktion, 
wenn  der  Bereich  von  t  in  der  Zahlenebene  so  weit  einge- 
schränkt ist,  daß  es  darin  keinen  vollständigen  Umlauf  um  den 
Nullpunkt  gibt.  Da  t  nach  (5)  von  x  abhängt,  kann  man  dies 
immer  durch  passende  Einschränkung  des  Bereiches  von  x  er- 
langen. Denn  es  genügt,  dafür  Sorge  zu  tragen,  daß  t  für 
keinen  erlaubten  Wert  von  x  negative  reelle  Werte  annimmt, 
weil  dann  die  negative  reelle  Achse  in  der  Zahlenebene  von  t 
nicht  überschritten  werden  kann.  Nach  (5)  aber  wird  t  nur 
dann  reeU,  wenn  x  reeU  ist,  und  da  aus  (5)  folgt: 

1    —   -^  =  eW+-i-)Mr^^~^^ 

r  ' 

würde  sich  für  t  nur  dann  ein  negativer  reeller  Wert  ergeben, 
wenn  x  reell  und  größer  als 

[813» 
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(7)  r'  =[l  —  e     in  +  l)MrJ^ 

wäre.  Dieser  Wert  /  ist  Meiner  als  r.  Indem  man  also  die 
komplexe  Veränderliche  x  von  jetzt  an  auf  den  kleineren  Be- 
reich: 

(8)  \x\</ 

beschränkt,  erreicht  man,  daß  die  in  (6)  auftretende  (n  +  1)*® 
Wurzel  eine  eindeutige  analytische  Funktion  von  t,  also  nach 
(5)  auch  eine  eindeutige  analytische  Funktion  von  x  wird, 
vorausgesetzt,  daß  man  angibt,  welcher  unter  den  n  -\-  1  Werten 
der  Wurzel  für  einen  bestimmten  erlaubten  Wert  von  t  oder 
X  angenommen  werden  muß.  Für  x  =  0  wird  t  =  1  nach  (5) ; 
es  soll  dann  aber  y  =  0  werden.  Mithin  muß  man  nach  (6) 
festsetzen,  daß: 

sein  soll.  Alsdann  geben  (6)  und  (5)  die  gesuchte  monogene 
FunMion: 

(9)  2/  =  ?-?    |/^  +  ^ — ^"^[^-y) 

als  die  einsige  Lösung  der  vorgelegten  Differentialgleichung  (1) 
mit  dem  Anfangswerte  y  =  0  für  x  =  0  und  zwar  in  der  Um- 
gebung (8)  von  X. 

823.  Satz  über  die  Lösuug-eusysteme  eines  Systems 
von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  in  der  Nor- 
malform.  Nach  diesen  Vorbereitungen,  deren  Ergebnisse  wir 
in  der  nächsten  Nummer  anwenden,  nehmen  wir  die  Aufgabe 
in  Angriff,  den  Beweis  für  die  Existenz  von  Lösungen  gewöhn- 
licher Differentialgleichungen  im  komplexen  Bereiche  zu  führen. 

Zunächst  gilt  der 

Satz  10:  Liegt  ein  System  von  gewöhnlichen  Differential- 
gleichungen in  der  Normalform  vor: 

j^  =  fii.^,  yi,y-2,---  Vn)      (»  =  1;  2,  .  .  .  w) 

und  verhalten  sich  die  n  FunMionen  fi,  f^,  -  •  ■  fn  ^'^w  x,  y^,  y^, 
•  .  .  y„  in  der  Umgebung  der  Stelle  {Xq,  y.^,  y^^,  .  .  .  y^^^)  regulär, 
so  bilden  n  in  der  Umgebung  von  Xq  analytische  Funktionen: 

Vi  =  ^.•(^)  (*  =  1;  2, .  .  .  «), 
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die  für  x  =  Xq  die  Werte  y^,  y^,  .  .  .  y,^^  haben,  stets  in  dieser 
Umgehumj  ein  Lösungensystem  des  vorgelegten  Systems  von  Diffe- 
rentialgleicJmngen,  sobald  nur  ihre  Ableitungen  an  der  Stelle  x  =  Xq 
mit  denjenigen  Werten  der  Ahleitungen  i'ibereinstimmen,  die  sich 
aus  den  Differentialgleichungen  selbst  und  den  durch  wiederholte 
vollständige  Differentiation  nach  x  aus  ihnen  folgenden  Glei- 
chungen an  der  Stelle  {Xq,  y^,  y.^,  .  .  .  y^)  ergeben. 
Wenn  man  nämlich  das  System: 

(1)  vi  =  fi{^,  yi,y2>  ■■■  Vn)      («■  =  1, 2, . . . w) 

wiederholt  vollständig  nach  x  differenziert,  gehen  Gleichungen 
für  die  höheren  Ableitungen  der  Funktionen  y)_,  y^j  •  ■  •  Vn  ^®^*' 
vor.     So  z.  B.  zunächst  diese: 

(i  =  1,  2,  .  .  .  n), 

usw.  Es  wird  nun  behauptet,  daß  die  als  vorhanden  voraus- 
gesetzten analytischen  Funktionen: 

(3)  y,-cp,{x)  (i=l,2,...n) 
stets  ein  Lösungensystem  bilden,  wenn  nur  ihre  Ableitungen 
an  der  Anfangsstelle  x  =  Xq  selbst  mit  denjenigen  Werten  über- 
einstimmen,   die    sich   aus  (1),  (2)  usw.  an    der  Stelle  (%  y^, 

y-2^  ■  •  ■  y,!^)  ergeben. 

In  der  Tat,  nach  Satz  1,  Nr.  817,  werden  die  n  Funktionen 
f^(x,  yi,  y.2,  ■  ■  ■  y„)  in  der  Umgebung  von  x  =  Xq  analytische 
Funktionen  von  x  allein,  sobald  darin  für  yi,  y^,  ■  ■  ■  y„  die  Funk- 
tionen (3j  von  X  eingesetzt  werden.  Dann  aber  lassen  sich  die 
Gleichungen  (1),  (2)  sowie  die  weiteren  durch  Differentiation 
hervorgehenden  Gleichungen  so  schreiben: 

yi  =  fi,   yi  =  ai,   yi  =  ^^^^  •  ■  •      (^  =  i,  2, . . . «), 

und  nach  Annahme  gelten  sie  für  x  ==  Xq.     Nun  aber  ist: 

y^  ~  XdxJo^  Kdl^JQ  ~T!         *"  Kdc^JQ        2!         +  ■  ■  ■ 
und  demnach: 

yi  -  lA'o  +  \dx)^      1!       +  \dx^j^        2!         + 
(i  =  1,  2,  .  .  .  n). 
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Die  rechte  Seite  ist  aber  nichts  anderes  als  die  Entwicklung 
von  /^.  nach  Potenzen  von  x  —  x^.  Also  sind  die  Gleichungen 
(1)  in  der  Tat  erfüUt. 

824.  Existenz  eines  Lösungensystems  eines  Systems 
von  Differentialgleichungen   in   der  Normalform.     Um 

die  Formeln  bequemer  zu  gestalten,  nehmen  wir  zunächst  alle 
Anfangswerte  gleich  NuU  an  und  betrachten  das  System: 

(1)  ii  =  fi^^y  Vi,  ?/2.  •  •  •  2/J      («  =  1,  2, .  .  .  n) 

unter  der  Voraussetzung,  daß  sich  die  n  Funktionen  A  ?  A  >  •  •  •  /« 
der  n  -\-  \  Veränderlichen  x,  y^^,  y^,  .  .  .  y^^  in  der  Umgebung 
der  Werte  NuU  regulär  verhalten. 

Soll  es  nun  in  der  Umgebung  von  x  =  0  ein  Lösungen- 
system y^,  y.^,  ...  y^  von  (1)  geben,  das  aus  analytischen  Funk- 
tionen besteht  und  für  x  =  0  die  Anfangswerte  Null  hat,  das 
also  in  der  Form: 

(2)  Vi  =  c,i  ^  4-  c,,  |y  +  C.3  31  +  •  •  •         (i  =  1,  2, .  .  .  n) 

darstellbar  sein  müßte,  so  liefert  der  letzte  Satz  ein  Mittel  zur 
Berechnung  der  Koeffizienten  c^^,  c-^,  c.^,  ....  Denn  dies 
müssen  diejenigen  Werte  sein,    die   sich  aus  den  Gleichungen: 

>/  =fi{^y  Vi,  2/2;  •••  ^J) 

,/       dfi   .    dfi      ,  ,    dfi      f  ,  t     of      ,    /- .       -,    i-,  V 

^^   ==  ^  +  ^^1  +  ^.  ^2  +  •  •  •  +  '.  r2/.;   (*  =  1,  2,  .  .  .  n) 


(3) 


dx       diji^^        dy^-^^  dy„' 


für  y/,  y.',  .  .  .  ergeben,  wenn  darin  x,  y^,  y^,  ...  y^  sämtlich 
durch  Null  ersetzt  werden.  Hiernach  sind  die  Reihenentwick- 
lungen (2)  bekannt,  und  es  steht  auch  nach  dem  letzten  Satze 
fest,  daß  sie  das  einzige  Lösungensystem  von  der  vorgeschrie- 
benen Art  darstellen,  vorausgesetzt,  daß  diese  Reihenentwick- 
lungen wirklich  analytische  Funktionen  bedeuten.  Es  muß 
also  nur  noch  bewiesen  werden,  daß  die  Reihen  (2)  Konver- 
genzradien haben,  die  nicht  gleich  Null  sind. 

Dieser  Beweis    ist    so    zu    führen:    Nach  Nr.  820   gibt   es 
zwei  von  Null  verschiedene  positive  Zahlen  r  und  q  derart,  daß 
die  Entwicklungen  der  n  analytischen  Funktionen  f\,  /ö,  ■  .  -  f„ 
nach  Potenzen  von  x^  y^,  y^,  ■  ■  •  y„  ^^  ^^^~^  Bereiche: 
883,  834] 


§  2.   Existenzbeweis  bei  Systemen  in  der  Normalform.  425 

(4)  \x\^r,  \y,\£Q,  \y2'<Q>  ■■■  \yn\£Q, 
möglich  sind.  Ferner  sei  31  der  größte  Wert,  den  die  abso- 
luten Beträge  von  fi,  f^,  -  ■  -  fn  annehmen  können,  wenn  x  alle 
Werte  mit  dem  absoluten  Betrage  r  bekommt  uud  yi,  y2)  •  •  ■  l/n 
alle  Werte  mit  dem  absoluten  Betrage  q  erhalten.  Alsdann 
wird  die  Funktion  gebildet: 

(5)  rl^{x,y^,  y^,  ...  yj  = 


(-v)(-^t)('-t)-('-^7) 


und  statt  (2)  das  folgende  System  erster  Ordnung  von  n  ge- 
wöhnlichen Differentialgleichungen  betrachtet: 

(6)  ^'  =  t(3c,  y„  y^,  ...  y,)     (i  =  1,  2,  .  .  .  n). 

In  dem  Bereiche: 

C^)  I  ^  i  <  r,     iji  <Q,    1 2/2 1  <  p,  •  •  •  1  yn  I  <  Q 

ist  i/;  eine  analytische  Funktion,  und  es  ist  leicht,  dasjenige 
analytische  Lösungensystem  von  ((3)  in  der  Umgebung  von 
X  =  0  zu  finden,  das  für  x  =  0  die  Anfangswerte  Null  hat. 
Denn  da  die  rechten  Seiten  aller  Gleichungen  (6)  übereinstimmen 
uud  die  Anfangs  werte  aller  Lösungen  y^,  y^^  •  •  •  Vn  auch  über- 
einstimmen sollen,  müssen  alle  n  Funktionen  ^j,  y^j  •  ■  ■  y„ 
gleich  ein  und  derselben  Funktion  y  werden,  die  der  Differen- 
tialgleichung: 

(8)  fl  =  ^(^^^) 

genügt,  wobei  cp  aus  -ip  hervorgeht,  wenn  y^,  y^,  ■  •  •  yn  durch 
y  ersetzt  werden.     Es  ist  also: 

r        X  M 


)('-!)" 


Mithin  ist  die  Differentialgleichung  (8)  die  in  Nr.  822  betrach- 
tete.    Damals  wurde  gezeigt,  daß  sie  gerade  eine  Lösung: 

hat,  die  für  x  =  0  verschwindet  und  in  der  Umgebung  von 
X  =  0  eine  analytische  Funktion  ist.  Folglich  hat  das  System 
(6)  ein  System  von  lauter  gleichen  Lösungen: 

00  Vi  =  «1  ^  +  «2 1,  +  «3  a;  +  •  •  •        («■  =  1,  ^,  •  •  •  w), 
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die  für  x  =  0  die  Anfangswerte  Null  haben  und  in  der  Um- 
gebung von  X  =  0  analytische  Funktionen  von  x  sind,  nämlich 
in  dem  Bereiche: 

\x\<r', 

wobei  r    nach  (7)  in  Nr.  S22  den  Wert  hat: 

(10)  /  =  (i  _  e"(M^i)"^)  y. 

Nun  lassen  sich  die  Koeffizienten  a^,  a2,  a^,  .  ■  .  in  (9) 
auch  aus  dem  Systeme  (6)  selbst  berechnen,  denn  sie  müssen 
mit  den  Ableitungen: 


(11) 


an  der  Stelle  x  ==  y-^^  =  y2=  ■  •  •  =  y„===  0  übereinstimmen,  nach 
Satz  10,  Nr.  823.  Jetzt  hat  man  sich  daran  zu  erinnern,  daß 
andererseits  die  Koeffizienten  c-^,  c^2;---  i^  ^^®^  Entwicklungen 
(2)  mit  den  Werten  der  Ableitungen  übereinstimmen,  die  sich 
aus  (3)  an  derselben  Stelle  ergeben.  Man  kann  nun  den  Satz  9 
von  Nr.  821  auf  die  Funktionen 

fii^,  yi,  y2,  ■  •  ■  y»)  ^nd  ^(x,  ij^,  y^,  .  .  .  y„) 
anwenden.  Denn  wenn  man  in  jenem  Satze  0^,  z^,  ...  z^^ 
durch  x,  y^,  y^,  .  .  .  y^^  und  f  durch  f.  ersetzt,  außerdem  alle 
Größen  c  gleich  Null  wählt  und  schließlich  noch  i\,  r^,  .  .  .  r^^ 
durch  r  und  q  ersetzt,  wird  die  in  dem  Satze  auftretende  Funk- 
tion 9  nach  (5)  gerade  die  jetzt  mit  t^  bezeichnete  Funktion. 
Danach  ist  an  der  Stelle  a;  =  ?/j  =  «/^  ==•••  =  y„  =  0  sowohl 
Ui  I  ^  ^  als  auch  der  absolute  Betrag  jeder  Ableitung  von  f^ 
nicht  größer  als  die  entsprechende  Ableitung  von  ^.  Die  Ab- 
leitungen von  t^'  sind  dabei  ebenso  wie  i^  selbst  positiv.  Die 
ersten  Gleichungen  (3)  und  (10)  lehren  also,  daß: 

1  Ca  I  ^  «1 
ist,  darauf  die  zweiten  Gleichungen  (3)  und  (10),  daß: 

I  Ci2  i  ^  «2 

ist,  usw.,  während  a^,  a^,  ...  positiv  sind.  Mithin  sind  die 
absoluten  Beträge  der  Koeffizienten  in  den  n  Entwicklungen 
(2)  nicht  größer  als  die  durchweg  positiven  Koeffizienten  in 
8:^4] 
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der  Entwicklung  (9),  von  der  feststeht,  daß  sie  im  Bereiche 
\x\<Cr'  konvergiert.  Demnach  konvergieren  auch  alle  n  Reihen 
(2)  in  diesem  Bereiche,  nach  Satz  10,  Nr.  105,  und  nach  Nr.  362. 

Hiermit  ist  der  Existenzbeweis  für  ein  solches  Lösungen - 
System  von  (1)  beendet,  das  für  x  =  0  die  Anfangswerte  NuU  hat. 

Nimmt  man  an,  daß  sich  die  Funktionen  f\,  f^^  •  •  ■  t„  in 
dem  vorgelegten  Systeme: 

(11)  ^^-fA^,y,,y.,---yn)    {i  =  i,%...n) 

in  der  Umgebung  der  SteUe  {Xq,  y^,  y^,  .  .  .  yj^)  regulär  ver- 
halten, so  ist  leicht  zu  beweisen,  daß  es  ein  und  nur  ein 
System  von  Lösungen  gibt,  die  für  x  =  Xq  die  Anfangswerte 
Vi^}  y-2^y  ■  •  ■  yn  baben,  in  der  Umgebung  von  x  =  Xq  analytisch 
sind  und  die  Gleichungen  (11)  befriedigen.  Denn  wenn  man 
die  Substitutionen: 

(12)        l  =  X-  X^,    ^1  =  ^1  -  i/i°,    %-y2-  y2%    ■■■Vn-  yn  "  ^n" 

macht,  geht  das  System: 

(13)      If  =  /;(!  +  ^o>  ^1  +  y^  %  +  2/2^  ■■•Vn  +  yn') 

{i  =l,2,...n) 
hervor,    das  nach  dem,    was  soeben   bewiesen   wurde,    ein   und 
nur  ein  Lösungensystem: 

(14)  ^,  =  cp,{^)  (i  =l,2,...n) 

hat,  dessen  Anfangswerte  für  |  =  0  sämtlich  gleich  Null  sind 
und  das  in  der  Umgebung  von  |  =  0  sowohl  analytisch  ist 
als  auch  die  Gleichungen  (13)  befriedigt.  Das  fragliche  Lösungen- 
system von  (11)  muß  durch  dieselben  Substitutionen  (12)  in 
dieses  System  (14)  übergehen.  Mithin  ergibt  es  sich  aus  (14), 
wenn  man  die  Substitutionen  (12)  wieder  aufhebt,  in  der 
Form : 

yi  =  ^i°  +  9^i{^  -  ^o)  (^'  =  1;  2,  .  .  n). 

Somit  gilt  der 

Satz  11:  Es  liege  im  komplexen  Bereiche  ein  System  erster 
Ordnung  von  n  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  in  der  Nor- 
malform: 

^  =  fi{^,  yi,  y2,  ■'■  yn)    (*'  =  i; 2, . . . n) 

mit  n  unbekannten  Funktionen  y^,  y.2,  •  •  ■  y^   der   unabhängigen 
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Veränderlichen  x  vor.  Die  n  Funliionen  fi,  {2,  •••/'„  sollen 
sich  in  der  Umgehung  der  Stelle  (Xq,  y.^,  y^,  .  .  .  yj^)  regidär 
verhalten.  Alsdann  gibt  es  ein  und  nur  ein  System  von  Lö- 
sungen : 

Vi  =  Vi  i^),       !/2  =  ^2  i^\    ■•■y.=  Vn  (^); 

die  für  x  =  Xq  die  Anfangswerte  y^^,  y^^,  .  .  .  yf  haben  und  sich 
in  der  Umgebung  der  Stelle  x  =  0  regidär  verhalten. 

825.  Verhalten  des  Lösungensystems  in  bezug  auf 
die  Anfangswerte.  Wieder  liege  das  System  in  der  Nor- 
malform vor: 

(1)  If  ==  fi{x,  Vi,  Ih,  •  •  ■  2/J     (*  =  1,  2,  .  .  .  n). 

Setzt  man  voraus,  daß  sich  /i,  /'s,  ...  /"„  in  der  Umgebung 
einer  bestimmten  Stelle  {a,  b^,  b^,  .  .  .  b„)  regulär  verhalten,  so 
kann  man  die  Anfangswerte  Xq,  y^,  y^,  .  .  .  y^^  in  dieser  Um- 
gebung beliebig  wählen.  Zu  ihnen  gehört  nach  dem  letzten  Satze 
ein  System  von  Lösungen,  und  wenn  man  diese  Lösungen  als 
Reihen  nach  Potenzen  von  x  —  x^  entwickelt: 

(2)  y.=  2/,«+c,,^  +  c,,^-^')-  +  ...     {i=l,2,...n\ 

sind  also  c-^,  c^^,  ...  FunMionen  von  Xq,  y^^,  y^^,  .  .  .  ?/„", 
nämlich  diejenigen,  die  sich  aus  den  Gleichungen  (3)  der  letzten 
Nummer  nach  den  Substitutionen  x  =  Xq,  y^  =  y^^,  y^  =  y^, 
.  .  .  y^  =  yf  ergeben.  Weil  sich  nun  fu  f^,  •  •  ■  f,  in  der  Um- 
gebung der  Stelle  (a,  \,  b^,  ...  &„)  regulär  verhalten,  gilt  das- 
selbe von  ihren  partiellen  Ableitungen.  Mithin  verhalten  sich 
c ., ,  c,,  ...  in  der  Umgebung  dieser  Stelle  ebenfalls  regulär. 
Nun  gilt  der  Satz  21,  Nr.  644,  nach  Nr.  820  auch  für  gleich- 
mäßig konvergente  unendliche  Reihen  von  analytischen  Funk- 
tionen mehrerer  Veränderlicher,  und  deshalb  verhalten  sich  auch 
die  Funktionen  (2)  von  x,  von  Xq  und  von  y^^,  yj^,  .  .  .  y^^  in 
der  Umgebung  der  Stelle  x  =  Xq=  a,  yi^=l\,  ...  y,^=b^ 
regulär.  Zu  dem  Satze  11  der  vorigen  Nummer  tritt  also  noch 
hinzu  der 

Satz  12:    Verhalten  sich  die  FimJciionen  f,  f^,  •  ■  ■  f„  von 
^}  Viy  y%i  •  ■  •  Vn  ^**  ^^^*  Umgebung  einer  Stelle  (a,  b^,  b^,  .  .  .  b„) 
regulär  und  ist  {x^,  y^^,  y^y . . .  yn)  irgend  eine  Stelle  in  dieser 
Umgehung,  so  besteht  dasjenige  Lösungensystem  des  Systems: 
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-^  =  fi{x,  Pi,  y^,  ■•'  y.)    ('■  =  1, 2, . . . n\ 

das  für  x  =  Xq  die  Anfangswerie  y^^,  y^^,  .  .  .  y,^  hat,  aus  solchen 
Funläionen: 

Vi  =  fPii^,   ^0,  Vl^   ?/2^   •  •  •   Vn) 

von  X,  Xq,  y^,  y^^,  ■  ■  •  ?/„^   dk  sich  in  der  Umgehung  der  Stelle 
X  =  a,  Xq=  a,  yy  =\,  •  ■  ■  y,^  =  h„  ebenfalls  regulär  verhalten. 
Zunächst  hängt  das  Lösungensystem: 

Pi  =  <Pii^,  ^0'  2/i°,  2/2^  •  •  •  yJ")  {i  =  l,'2,...n) 
von  X  und  von  den  n  -\-  1  Größen  Xq,  y^^,  y^^,  .  .  .  y,^  ab,  die 
man  als  willkürliche  Konstanten  bezeichnen  kann.  Aber  da 
dies  Lösungensystem  für  x  =  a  gewisse  Werte  y^  =  C\ ,  y^  =  Co , 
.  .  .  2/,j  =  C^  hat,  ist  es  identisch  mit  dem  Lösungensysteme: 
(3)  y,  =  (p,{x,  a,  C„  a„  .  .  .  C„)        (i  =  1,  2,  .  .  .  n), 

in  dem  außer  der  bestimmten  Zahl  a  nur  noch  n  luillkürliche 
Konstanten  C^,  C^,  ..■  G^^,  die  sogenannten  Integrationskonstanten, 
auftreten.  Insbesondere  liegt  in  (3)  das  System  der  Haupf- 
lösungen  vor,  nämlich  dasjenige,  das  für  x^a  gerade  die  Werte 
C,,  C^,  ...  C„  hat.     Vgl.  Nr.  761. 

Hiernach  sind  wir  imstande,  auch  die  Betrachtungen  von 
Nr.  762  und  763  auf  den  komplexen  Bereich  zu  übertragen, 
sobald  wir  noch  denjenigen  Satz  aufgestellt  haben,  der  sich 
auf  die  Existenz  unentwickelter  Funktionen  im  komplexen  Be- 
reiche bezieht  und  auf  Grund  dessen  auch  Eliminationen  wie 
in  Nr.  763  statthaft  werden.  Diesen  Satz  werden  wir  in  der 
nächsten  Nummer  beweisen.  Es  erscheint  aber  nicht  nötig, 
die  Entwicklungen  von  Nr.  762,  763  auch  im  komplexen  Be- 
reiche wiederzugeben,  da  sich  keinerlei  Schwierigkeiten  ein- 
stellen. 

§  3.  Die  üljrigeii  Existenzbeweise. 
826.    Unentwickelte    Funktionen.     Gegeben    sei    ein 
System  von  u  Gleichungen: 

(1)  F,ix,  y„  y,,  .  .  .  y,;)  =  0        (*  =  1,  2,  .  .  .  n) 

zwischen  n  -\-  \  komplexen  Veränderlichen  x,  y^,  y-2,  ■  •  •  y„- 
Die  n  Funktionen  F^,  F^,  .  •  .  -F,,  mögen  sieh  in  der  Umgebung 
der  Stelle  (a;^,  y^^,  y.2^,  .  .  .  y/)  regulär  verhalten  und  an  dieser 
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Stelle  verschwinden,  d.  h  das  System  (1)  möge  für  x  =  Xq 
durch  die  Werte  y^  =  y^^,  y^  =  2/2°,  •  •  •  2/„  =  yn  befriedigt  wer- 
den.    Dagegen  soll  die  Fmiltionaldeterminante  (vgl.  Nr.  80): 

^F,    F,  ...  F.„ 


Vi        Vi     ■■■     Vn 

an  der  Stelle  {xq,  y^,  y^^,  .  ■  .  y^)  von  JSull  verschieden  sein. 
Unter  diesen  Annahmen  wollen  wir  beweisen,  daß  ein  und  nur 
ein  System  von  Funktionen  y^,  y^,  •  ■  ■  yn  vorhanden  ist,  die 
für  X  =  Xq  die  Werte  t/^",  y^^,  .  ..  y^  haben,  in  der  Um- 
gebung von  Xq  regulär  sind  und  die  Gleichungen  (1)  befrie- 
digen. 

Ein  solches  Funktionensystem  muß,  wenn  es  existiert,  auch 
diejenigen  Z)^/ferew^m?gleichungen  erfüllen,  die  aus  (1)  durch 
vollständige  Differentiation  nach  x  hervorgehen: 

^^)  J-^-  +  a^  ^1  +  a-^7^^  +  •  ■  •  +  ^^"  =  ^ 

{i  =  1, 2, . . .  n). 

Weil  die  Determinante  ®  an  der  Stelle  (Xq,  y^,  «/g",  .  .  •  y^) 
von  Null  verschieden  ist,  gibt  es  nach  Satz  2,  Nr.  817,  eine 
Umgebung  dieser  Stelle,  wo  ®  überall  von  Null  verschieden 
bleibt.  In  dieser  Umgebung  lassen  sich  deshalb  die  Glei- 
chungen (2)  nach  den  Ableitungen  der  y  auflösen,  wodurch  ein 
System  von  Gleichungen  in  der  Normalform  hervorgeht: 

(3)  y-  =  fi{x,  y^y^,  ■■■  yj     (*  =  i,  2, . . .  ti), 

deren  rechte  Seiten  sich  in  der  Umgebung  der  Stelle  (Xq,  y^, 
Vi  7  ■  •  •  yn)  regulär  verhalten.  Nach  Satz  11,  Nr.  824,  gibt  es 
aber  nur  ein  Lösungensystem  von  der  gesuchten  Art: 

(4)  y^  =  (p^{x),     2/2  =  9^2 (^);  •••?/„=  9'„(^)- 

Es  bleibt  also  nur  noch  übrig,  zu  beweisen,  daß  dies  auch  die 
Gleichungen  (1)  befriedigt.  Setzt  man  die  Funktionen  (4)  in 
jPj,  F2,  .  .  .  -F„  für  y^,  y^,  ...  f/^  ein,  so  gehen  Funktionen 
von  X  allein  hervor,  die  in  der  Umgebung  von  x^  regulär  sind, 
und  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  (2),  die  dasselbe  wie 
die  Gleichungen  (8)  besagen,  gehen  dabei  in  die  Ableitungen 
dieser  n  Funktionen  von  x  allein  über: 

'/;  -  0  (i  =  1.  2, . . .  n). 
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Demnach  werden  F^,  F^,  ...  F^  Konstanten,  und  da  die  Funk- 
tionen (4)  für  X  =  Xq  die  Werte  y^,  y.^,  ■  •  •  Vn  haben,  müssen 
diese  Konstanten  gleich  den  Werten  von  F^,  F.^,  •  .  .  -F„  an  der 
^Stelle  {Xq,  ^1°,  2/2°;  •  •  •  yn)y  d-  h-  gleich  Null  sein.  Folglich  be- 
friedigen die  Funktionen  (4)  die  Gleichungen  (1). 

Nachdem  somit  der  Fall  eines  Systems  (1)  von  n  Glei- 
chungen in  n  +  1  Veränderlichen  erledigt  ist,  betrachten  wir 
den  allgemeinen  Fall  eines  Systems  von  n  Gleichungen  in 
m  -\-  n  Veränderlichen  x^,  x^,  .  .  .  x,,^  und  y^,  y^i  •  •  •  Vn' 

(5)  F,{x^,  x^,  ...  x,,^,  y„  tj.„  ...  yj  =  0. 

Die  Voraussetzungen  sind  hier  diese:  Die  n  Funktionen  F■^^, 
F^,  .  .  .  F^  sollen  sich  in  der  Umgebung  der  Stelle  (x.^^,  .  .  .  x^, 
Vij  •  •  •  Va)  regulär  verhalten,  sie  soUen  ferner  an  dieser  Stelle 
selbst  gleich  NuU  sein,  dagegen  soll  die  Funktionaldeter- 
minante: 

(F.    F.-,  ...  F^ 

(6)  ®=      '       - 

\yi    y-2  ■■■  Vn^ 

an  dieser  Stelle  von  Null  verschieden  sein.  Unter  diesen  Vor- 
aussetzungen wollen  wir  beweisen,  daß  es  ein  und  nur  ein 
System  von  n  Funktionen  y^,  y^i  •  ■  •  y»  ^^^  ^1?  ^2;  •  •  ^m  gi^^? 
die  an  der  Stelle  {x^,  x^^,  .  .  .  xj')  die  Werte  «z^",  y^,  ■  •  ■  yn 
annehmen,  sich  in  der  Umgebung  dieser  Stelle  regulär  ver- 
halten und  die  Gleichungen  (5)  für  aUe  Werte  von  x^,  x^,  ■  •  ■  ^m 
in  dieser  Umgebung  befriedigen. 

Dieser  Fall  ist  auf  den    des  Systems  (1)   zurückzuführen, 
indem  man  setzt: 

(7)  X,  =  a^i«  -f  li^,       X.  =  .1^2"  -f  ig^,    '■■    X„^-  ^m"  +  In^- 

Bedeuten  nämlich  1^,  Ig;  •  •  •  ^m  Werte  in  dem  Bereiche: 

(8)  |IJ<1,     !l2l<l,  •••1LI<1 

und  wird  2  auf  einen  hinreichend  kleinen  Bereich  -?  |  <  r  be- 
schränkt, so  gibt  (7)  irgend  ein  Wertsystem  in  der  Umgebung 
der  SteUe  {x,°,  x^^,  .  .  .  xj).  Durch  Einführimg  der  Werte  (7) 
in  (5)  geht  ein  Gleichungeusystem  hervor,  dessen  linke  Seiten 
Funktionen  von  ^,  y^,  y^,  •  .  ■  y„  sind,  die  sich  in  der  Umgebung 
der  Stelle  (0,  y^^,  y.,",  .  .  .  y^^^)  regulär  verhalten  und  an  dieser 
Stelle  verschwinden,  während  die  Determinante  ®  daselbst  nach 
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wie  vor  von  Null  verschieden  bleibt.  Außerdem  enthalten  die 
Gleichungen  noch  die  m  unter  den  Bedingungen  (8)  willkür- 
lichen Konstanten  |^,  ^g?  •  •  •  ^m-  Nach  dem,  was  beim  Systeme 
(1)  bewiesen  wurde,  gibt  es  ein  und  nur  ein  System  von 
Lösungen  y^,  y^2,  •  •  ■  Vm-  ^a  sie  noch  von  1^,1^,  ■  •  •  L  ab- 
hängen, seien  sie  so  geschrieben: 

(9)  Vi  =  ^^i{^,  ^1,  ^2.  •  •  •  im)        (*■  =  1,  2, .  .  .  n). 

Wenn  man  ^^,  Ig?  •  •  •  ^m  ^'^  irgend  einer  Zahl  t  multi- 
pliziert, deren  absoluter  Betrag  kleiner  als  Eins  ist,  und  zu- 
gleich 2  mit  t  dividiert,  bleiben  die  Werte  (7)  ungeändert, 
und  die  Bedingungen  (8)  sind  nach  wie  vor  erfüllt.  Also  muß 
auch: 

^i{^,  ix,Uy  ■■  ■  u  =  ^i{\y  y^  y,  ■-■  L^) 

sein.  Da  r  <  1  angenommen  werden  darf,  kann  man  insbe- 
sondere t  =  2  wählen.     Dann  aber  kommt: 

9^i  =  {^,  li;  k,  ■•■  U  =  <Pii^,  ^1-.  ^2^,  ■  •  •  L^)- 
Mithin    sind    die    n  Funktionen  (9)   FunMionen   von   |^^,  ^^^f 
.  .  .  ^^j^ß  allein.    Da  sie  andererseits  analytische  Funktionen  von 
ß  sind,   lassen    sie    sich   als  Reihen   nach  Potenzen  von  2  ent- 
wickeln, die  folglich  die  allgemeine  Form  haben: 

Pi  =  y^^^^  [^a^i^  +  c,^y  +  •  •  •  +  c.J^ß] 

Sie  konvergieren  unbedingt  im  Bereiche  [  ^  |  <  r,  falls  h,^,  ^^j 
...§,„  irgendwie  im  Bereiche  (8)  gewählt  werden.  Aber  man 
sieht,  daß  sie  auch  Reihen  nach  Potenzen  der  m  Größen  h,^2, 
^2^,  •  •  .  ^„j^  sind,  die  den  Bedingungen: 

ii^l<n     \^2^\<r,  ...  \^m^<r 
genügen.     Nach  (7)    kann   man  diese  m  Größen   mit  x^  —  x^^, 
x^ —  x^^,  ...  x^^ —  Xj^^  bezeichnen.     Somit  kommt: 

+  lAu(^i  -  ^,'y  +  '^c,,,{x,  -  X,^){X,  -  X,')  +  ■■■ 

~r   (^i  m  w»  \^m         "^m  )    I 


(i  =  1,  2, .  . .  n), 
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und  dies  sind  in  dem  Bereiche: 

i  ^1         ''^l     I  '^  ■'"?        I  -^2         "^2     !  "^  **?    ■  •  •    I  -^m         ^m    i  ^  ^ 

unbedingt  konvergente  Potenzreihen,  daher  analytische  Funk- 
tionen von  x^,  x^,  ...  a„j. 

Hiermit  ist  bewiesen  der 

Sat3  13:  Liegt  ein  System  von  n  Gleichungen: 

F,{x^,  x^,  ...  x„^,  y„  y^,  ...  y„)  =  0     (i=l,2,...n) 

in  den  m  -\-  n  Icomplexen  Veränderlichen  ^x,  ^2,  .  .  .  x^^,  y^,  y^, 
■  ■  •  y^  vor,  wird  es  insbesondere  durch  das  Wertsystem  x^,  x.^'^, 
•  ■  •  ^,n:  Ih^j  y-i^}  ■  •  •  Vn  befriedigt,  verhalten  sich  ferner  die  linken 
Seiten  der  Gleichungen  in  der  Umgebung  der  Stelle  (x^^,  x^^, 
.  .  .  x^,  y^,  y^,  .  .  .  y^)  regulär  und  ist  überdies  die  Funktional- 
determinante: 

'F,    F,  ...  F,^ 

Vi        2/2     ••  •     Vn 

an  dieser  Stelle  nicht  gleich  Null,  so  gibt  es  ein  und  nur  ein 
System  von  Funktionen  Vi,  y^)  •  ■  •  Vn  ^<^**  ^u  ^2>  •  •  •  ^m>  ^^^ 
sich  in  der  Umgebung  der  Stelle  {x-^^,  x.^^,  .  .  .  x^)  regulär  ver- 
halten, an  der  Stelle  selbst  die  Werte  y^^,  y^^,  .  .  .  y^^^  haben  und 
dem  Gleichungensysteme  für  alle  Werte  von  x^,  x^,  ■  .  .  x^  in 
jener  Umgebung  genüge  leisten. 

827.  Nachträgliche  Bemerkungen.  Soeben  wurde 
die  Verallgemeinerung  des  Satzes  17  von  Nr.  697  auf  den  kom- 
plexen Bereich  gewonnen.  Es  sei  dabei  auf  einen  Unterschied 
hingewiesen:  Wenn  man  analytische  Funktionen  betrachtet, 
zieht  der  Nachweis  ihrer  Existenz  stets  von  selbst  den  der 
Existenz  ihrer  Ableitungen  nach  sich;  deshalb  bedurfte  es  hier 
nicht  wie  z.  B.  in  Nr.  696  besonderer  Untersuchungen  über  die 
Ableitungen. 

Ferner  verweisen  wir  auf  Nr.  187  zurück,  wo  die  regu- 
lären  und  singulären  Punkte  von  ebenen  Kurven  unterschieden 
wurden.  Damals  wurde  unter  einer  Kurve  in  der  Ebene  der 
Inbegriff  aller  Punkte  verstanden,  deren  Koordinaten  x,  y  eine 
solche  Funktion  F{x,  y)  gleich  Null  machen,  die  sich  in  der  Um- 
gebung eines  Kurvenpunktes  (Xq,  y^)  nach  Potenzen  von  x  —  Xq 
und  y  —  i/q  entwickeln  läßt. 
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Diese  Definition  ersetzen  wir  jetzt  durch  folgende:  Unter 
einer  reellen  Kurve  in  der  Ebene  wird  der  Inbegriff  aller  Punkte 
mit  denjenigen  reellen  Koordinaten  x  und  y  verstanden,  für  die 
eine  analytische  Funktion  F  zweier  im  allgemeinen  komplexer 
Veränderlicher  x  und  y  gleich  Null  wird: 
(1)  F[x,  y)  =  0. 

Alsdann  ist  jene  in  Nr.  187  gemachte  Annahme  erfüllt.  Wenn 
F  in  der  Umgebung  der  Stelle  x  =  0,  y  =  0  regulär  und  außer- 
dem F(p,  0)  =  0  ist,  gilt  eine  Entwicklung  wie  die  in  Nr.  188 
mit  (1)  bezeichnete  und  alles,  was  damals  darüber  gesagt  wurde. 
Die  Voraussetzung  (4)  von  Nr.  188  ist  in  der  Tat  diejenige 
Bedingung,  unter  der  die  Gleichung  (1)  nach  Satz  Kl  der  letzten 
Nummer  in  der  Umgebung  von  x  =  0  nach  y  auflösbar  ist, 
siehe  (5)  in  Nr.  188. 

Somit  sind  die  in  Nr.  188  gemachten  Annahmen  gerecht- 
fertigt. Was  dagegen  einige  Betrachtungen  in  Nr.  189  betrifft, 
wo  es  sich  im  wesentlichen  darum  handelte,  die  Gleichung  (1) 
in  der  Umgebung  der  Stelle  x  =-  0,  y  =  0  auch  im  Falle: 

Ff)  =  0 
aufzulösen,  so  wollen  wir  nur  bemerken,  daß  es  zwar  möglich 
ist,  den  Satz  13  der  letzten  Nummer  etwa  bei  der  Annahme 
einer  einzigen  Gleichung  (1)  auch  auf  solche  Fälle  zu  erweitern, 
wo  die  Ableitung  von  F  hinsichtlich  y  verschwindet,  daß  es 
aber  nicht  in  unserer  Absicht  liegt,  dies  hier  zu  tun.  Die  not- 
wendige Ausfüllung  der  in  Nr.  189  gelassenen  und  dort  aus- 
drücklich angegebenen  Lücken  findet  man  in  den  Lehrbüchern 
der  Theorie  der  analytischen  Funktionen. 

828.  Lösungen  eines  allgemeinen  Systems  erster 
Ordnung  von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen.  Auf 
Grund  des  Satzes  13  von  Nr.  826  läßt  sich  nun  die  Unter- 
suchung der  Lösungen  eines  allgemeinen  Systems  erster  Ord- 
nung von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen: 
(1)  F,{x,  y„  y^,  ...  i/„,  y;,  ?//,  .  .  .  «/„')  =  0  (i  =1,2,...  n) 
auf  die  von  Systemen  in  der  Normalform  zurückführen.  Denn 
die  Betrachtungen  in  Nr.  776  lassen  sich  jetzt  für  den  FaU  an- 
stellen, wo  die  Veränderlichen  komplex  sind.  Unter  dem  Be- 
reiche des  Systems  iX)  ist  dabei  ein  solcher  Bereich  der  2w  +  l 
887,  sas] 
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komplexen  Veränderlichen  x,  y^,  y^,  ■  ■  .  y,„  y^,  ^2'?  •  •  •  Vn  "^^ 
verstellen,  innerhalb  dessen  sich  die  n  Funktionen  F^,  F^,  ■  ■  .  F^ 
regulär  verhalten;  und  dieser  Bereich  soll  niemals  verlassen 
werden.  Alsdann  gilt  der  Satz  16  von  Nr.  776  auch  für  kom- 
plexe Veränderliche,  sobald  man  sich  auf  solche  Lösungeu- 
systeme  beschränkt,  die  durch  analytische  Funktionen  dargestellt 
werden.  Es  ist  deshalb  nicht  nötig,  das  Ergebnis  hiei-  aufs 
neue  zu  formulieren. 

829.  Lösungen  von  gewöhnlichen  Differentialglei- 
chungen höherer  Ordnung.  Ganz  dasselbe  gilt  von  den- 
jenigen Betrachtungen,  die  in  Nr.  781,  782  für  gewöhnliche 
Differentialgleichungen  r*"''  Ordnung   in  der  aufgelösten  Form: 

und  in  Nr.  787  für  allgemeine  gewöhnliche  Differentialglei- 
chungen r^^^  Ordnung: 

F(x,  y,  y',...  ^W)  =  0 
angestellt  wurden.    Unter  dem  Bereiche  der  Differentialgleichung 
hat  man  dabei  stets  einen  solchen  Bereich  der  komplexen  Ver- 
änderlichen zu  verstehen,  wo  sich  die  Funktion  /'  bz«^.  F  regulär 
verhält,  und  dieser  Bereich  soll  nie  verlassen  werden. 

Wir  müssen  es  dem  Leser  überlassen,  auch  alle  anderen 
Betrachtungen  der  vorhergehenden  Kapitel,  wie  die  über  singu- 
lare Elemente,  singulare  Lösungen  und  Lösungensysteme  sowie 
über  die  eingliedrigen  Gruppen  von  Punkttransformationen,  in 
ihren  Einzelheiten  auf  den  komplexen  Bereich  zu  übertragen. 
Die  geometrischen,  anschaulichen  Deutungen  gehen  dabei  aller- 
dings verloren.  Man  pflegt  aber  auch  in  der  Geometrie  von 
imaginären  Kurven,  Flächen  usw.  zu  sprechen,  und  wenn  man 
dies  tut,  kann  man  doch  in  vielen  FäUen  den  Wortlaut  früherer 
geometrisch  eingekleideter  Ergebnisse  auch  noch  im  komplexen 
Bereiche  beibehalten. 

§  4.    Theorie  der  linearen  Dilferentialgleichuugen. 

830.  Voraussetzungen.  Die  Theorie  soll  insbesondere 
auf  eine  wichtige  Klasse  von  gewöhnlichen  Differentialglei- 
chungen, auf  die  linearen,  angewandt  werden,  von  denen  schon 
in  Nr.  805   die  Rede  war.     Bei   diesen   Differentialgleichungen 
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nämlich  kann  man  mit  verhältnismäßig  einfachen  Mitteln  Be- 
trachtungen in  derjenigen  Richtung  durchführen,  die  in  Nr.  674 
als  die  funktionentheoretische  bezeichnet  wurde.  Nach  Vor- 
arbeiten von  Sturm  und  Liouville  ist  ihre  Theorie  namentlich 
von  Fuchs  ausgebaut  worden. 

Nach  Nr.  805  ist  jede  lineare  Differentialgleichung  einer 
verhürzten  linearen  Diffei-entialgleichung  äquivalent.  Deshalb 
betrachten  wir  insbesondere  die  verkürzten  linearen  Differential- 
gleichungen r''^''  Ordnung,  also  diejenigen  von  der  Form: 

(1)  p^{x)y  +  p,{x)ij  +  •  •  •  +i),_i(a:)i/('-i)  +  pX^)y^''^  =  0, 
die  durch  Auflösung  nach  iß^  in  die  Form: 

(2)  iß^  =  h{x)y  +  f,{x)y'  +  •  •  •  +  f,._,{x)^'-'^ 
übergeht,  wobei  also: 

ist.    Solche  Differentialgleichungen  heißen  auch  homogen  linear. 

In  betreff  der  Koeffizienten  Pq{x),  Pi{x),  .  .  .  p^(x)  könnte 
man  z.  B.  die  besonders  einfache  Verabredung  treffen,  darunter 
ganze  rationale  Fuuktionen  der  komplexen  Veränderlichen  x 
zu  verstehen.  Die  Theorie,  die  bei  dieser  speziellen  Annahme 
entwickelt  werden  kann,  gilt  aber  in  allem  wesentlichen  auch 
dann,  wenn  man  etwas  allgemeinere  Annahmen  macht,  nämlich 
die  folgenden: 

Die  Funktionen  2>o{x),  i^i(^);  •  •  •  Pri^)  sollen  in  einem  ge- 
meinsamen Bereiche  monogen  sein,  so  daß  sie  in  der  Umgebung 
einer  jeden  Stelle  x^  des  Bereiches  in  der  Form: 

(4)  Pk{^)-c,^  +  c,,(x-x^)-\-c,^(x~x^y -[-•■■  (k  =  0,l,---,r) 
entwickelbar  sind.  Wenn  alle  r  -\-  1  Funktionen  etwa  an  der 
Stelle  Xq  verschwinden,  sind  c^q,  c^q,  ...  c^q  gleich  NuU.  Be- 
ginnt nun  die  Reihe  für  P;^(x)  mit  der  n^*^^  Potenz  von 
X  —  Xq  und  ist  w  die  kleinste  der  r  -\-  1  Zahlen  n^,  n^  ...  n^, 
so  haben  alle  r  +  1  Funktionen  den  gemeinsamen  Faktor 
(x  —  x^y.  Da  er  aus  der  Differentialgleichung  (1)  fortgehoben 
werden  kann,  dürfen  wir  voraussetzen:  An  keiner  Stelle  des 
Bereiches  verschwinden  alle  r-\-\  Funktionen  Pq(x),Pi(x),  .  .  .  pX^)- 
Sieht  man  von  denjenigen  Stellen  des  Bereiches  ab,  wo  ins- 
besondere p^(^)  gleich  Null  wird,  so  lehren  die  Formeln  (3), 
830] 
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daß  die  Koeffizienten  f^ix),  f^ix),  ■  .  •  fr-i(x)  der  nach  y^'"^  auf- 
gelösten Differentialgleichung  (2)  sonst  überall  im  Bereiche 
monogene  Funktionen  sind. 

In  betreff  der  Stellen,  wo  Pj.{x)  verschwindet,  ist  zu  be- 
merken: Wenn  Xq  eine  solche  Stelle  vorstellt  und  nQ,n^,  .  .  .  n^ 
dieselbe  Bedeutung  wie  vorher  haben,  ist  n^^l.  Zu  den- 
jenigen Zahlen  ??q,  n^,  .  .  .  n^_^,  die  mindestens  gleich  Uj.  sind, 
gehören  Funktionen  p{x),  die  nach  Division  mit  2),.(x)  auch  für 
X  ^  Xq  stetig  bleiben.  Sie  liefern  also  in  der  Umgebung  von 
Xq  monogene  Koeffizienten  der  Gleichung  (2).  Da  aber  nicht 
alle  r  Funktionen  Pq{x),  Pi{x),  .  .  .  Pj._^{x)  für  x  =  Xq  ver- 
schwinden, trifft  jene  Annahme  nicht  für  alle  r  Zahlen  w^, 
Wj,  ...  w^_i  zu.     Wenn  z.  B.  nj.<:in^  ist,  gibt  die  Division: 

f  (x)  =  -  ^'^ 

eine  Funktion,  die  an  der  Stelle  Xq  mit  1  :  (x  —  Xq)  in  der 
(n^  —  n^y^^  Ordnung  unendlich  groß  wird  (vgl.  Nr.  127).  Man 
sagt  dann  auch,  daß  fi.{x)  an  der  Stelle  Xq  eine  solche  Un- 
stetigkeit  hat,  die  durch  Multiplikation  mit  einer  passenden 
ganzen  positiven  Potenz  von  x  Jiehhar  ist,  nämlich  mit  der 
(w,.  —  %)'®'',  oder  auch:  daß  Xq  eine  außerwesenÜich  singulare 
Stelle  der  Funktion  f^{x)  vorstellt.  Demgegenüber  hat  z.  B. 
In  x  die  ivesmÜicJi  singulare  Stelle  x  =  0,  denn  es  gibt  keine 
ganze  positive  Zahl  n  derart,  daß  x"  In  x  für  x  =  0  stetig  wäre. 

Jede  Stelle  Xq,  wo  p,.{x)  =  0  wird,  ist  mithin  für  min- 
destens einen  der  Koeffizienten  der  Gleichung  (2)  außerwesent- 
lich singulär.  Alle  diese  Stellen  heißen  die  Fole  der  Differential- 
gleichung im  Gegensatze  zu  den  übrigen  regulären  Stellen  ihres 
Bereiches.  Da  sich  der  Bruch  pX'^)  •  (^  "~  ^o)"'"  ^^  ^®^*  ^^- 
gebung  von  Xq  regulär  verhält  und  für  Xq  selbst  nicht  ver- 
schwindet, gibt  es  nach  Satz  2,  Nr.  817,  eine  solche  Umgebung 
von  Xq,  wo  der  Bruch  ebenfalls  nirgends  gleich  Null  wird. 
Dasselbe  gilt  dann  von  p,.ix),  falls  nur  von  der  Stelle  Xq  selbst 
abgesehen  wird. 

Mithin  gibt  es  in  jedem  Teile  des  Bereiches,  der  endliche 
Abmessungen  hat,  nur  eine  begrenzte  Anzahl  von  Polen.  In  den 
Figuren,  die  im  folgenden  zur  Erläuterung  dienen,  sollen  die 
stark  markierten  Stellen  immer  die  Pole  bedeuten. 
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831.  Lösuug  in  der  Umgebung  einer  regulären 
Stelle.  Nacli  Nr.  829  gibt  es  in  der  Umgebung  einer  regulären 
Stelle  Xq  stets  eine  und  nur  eine  analytische  Lösung  der  ver- 
kürzten linearen  Differentialgleichung: 

(1) '  if)  =  Ux)y  +  f,{x)y'  +  •  ■  •  +  f,-My^'-'\ 

sobald  für  y,  y,  ■  .  ■  y^''~^^  an  dieser  Stelle  x^  bestimmte  An- 
fangs werte  vorgeschrieben  sind.  Die  Andeutungen  in  Nr.  829, 
wonach  dies  Ergebnis  aus  den  Betrachtungen  in  Nr.  824  zu 
gewinnen  ist,  dürften  aber  gerade  bei  dem  besonders  wich- 
tigen Beispiele  einer  verkürzten  linearen  Differentialgleichuug 
zweckmäßigerweise  eine  ausführlichere  Erläuterung  verdienen. 
Aus  dem  Bereiche  sei  deshalb  ein  Teilbereich  ausgewählt, 
der  nicht  nur  im  Innern,  sondern  auch  auf  dem  Rande  nur 
reguläre  Stellen  hat.  Dies  erreicht  man  z.  B.,  indem  man  das 
Innere  beliebig  kleiner  Kreise  um  die  Pole  ausschließt  und 
beliebig  nahe  der  Grenze  des  Bereiches  eine  engeie  Grenze 
zieht,   siehe  Fig.  51.     FalJs   der   Bereich   unbegrenzt   ist,   kann 

man  als  äußeren  Rand  des  Teil- 
bereiches etwa  einen  Kreis  von 
beliebig  großem  Radius  um  den 
Nullpunkt  als  Mittelpunkt  an- 
nehmen. Jedenfalls  soll  der 
Teilbereich  von  endlichen  Ab- 
messungen sein.  Es  gibt  nun 
eine  positive  Zahl  m  derart, 
daß  die  absoluten  Beträge  von  /o(^),  /i(^);  •••  fr-i(^)  ^^ 
Innern  und  auf  dem  Rande  des  Teilbereiches  nirgends  ni  über- 
treffen. 

Setzt  man  wie  in  Nr.  805: 

y'  =  l/i,  y"  =  2/2.  •  •  •  y^""^^  =  Vr-u 
und  verwandelt  man   die   Differentialgleichung  (1)   dadurch   in 
ein  System  erster  Ordnung  in  der  Normalform: 


Fig.  51. 


(2) 


(ly  ^ 
dx 

dx 


yi: 


dx 


djj,.^ 

dx 


=  yr-i 


foi^)y  +  f'i(j^)yi  +  •■■  +  /;-t(-^0/A-i 


mit  den  r  unbekannten  Funktionen  y,  y^, 
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die  Betrachtung  in  Nr.  824  ohne  weiteres  auf  dieses  System 
anwenden.  Es  werde  also  x^  im  Teilbereiche  bestimmt  an- 
genommen, und  es  seien  irgendwelche  Anfangs  werte  i/^,  y^^,  .  .  . 
y^_^  von  y,  Vi,  ■  ■  ■  Vr-i  für  x  =  Xq  bestimmt  gewählt.  Femer 
bedeute  Bq  den  Radius  desjenigen  größten  Kreises  um  Xq,  der 
vollständig  dem  Teilbereiche  angehört.  Außerdem  sei  noch 
eine  positive  Zahl  q  beliebig  gi-oß  gewählt.  Alsdann  verhalten 
sich  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  (2)  als  Funktionen 
von  X,  y,  y.^,  .  .  .  yj._^  unter  den  Bedingungen: 

(3)  \x-Xq\^B^,  \y-y^  <q,  y.—ih''  <Q,--  Pr-i-Vr-i  ^Q 
regulär,  und  ihre  absoluten  Beträge  sind  für  diejenigen  Werte 
von  X,  y,  yj,  •  •  ■  yr-17  die  den  Bedingungen: 

x-x^\  =  Bq,  \y-y^\  =  Q,  yi-y^\  =  Q,-  ■  ■  y,.-i-yr^i\  =  Q 

genügen,  nicht  größer  als  die  r  Werte: 

\yi\  +  Q,  M  +  Q,  •  •  •    ^°_i   +9' 

m  {\yo\  +  Q  +  bh'  +Q  +  ---  +  \y^_^\  +  Q]- 

Bedeutet  ö  eine  Zahl  größer  als  ly^  ,  \y^^  ,  .  .  .  \y^_^  ,  so 
sind  alle  r  —  1  Werte  in  der  ersten  Zeile  kleiner  als  6  -\-  q, 
während  der  in  der  zweiten  Zeile  kleiner  als  mr{<5-\-Q)  ist; 
folglich  sind  alle  r  Werte  kleiner  als: 

M=  (>n  +  l)r  ((?  +  ()). 
Diese  Zahl  darf  demnach  als  die  Zahl  M  in  Nr.  824  benutzt 
werden.  Die  Betrachtungen  jener  Nummer  gelten  nämlich 
um  so  mehr,  wenn  darin  M  durch  eine  noch  größere  Zahl  er- 
setzt wird.  Außerdem  tritt  hier  Bq  an  die  Stelle  von  r  ,  und 
die  Anzahl  n  muß  hier  durch  die  Anzahl  /•  ersetzt  werden. 
Der  in  Nr.  824  unter  (lOj  angegebene  Radius  /  ist  somit  jetzt 

dieser: 

£ 

B    \l   —  e    r(r  +  l)(m  +  l){a  +  Q) 


Die  positive  Zahl  q   war  beliebig   groß   gewählt   worden.     Mit 
wachsendem  q  nimmt  der  vorstehende  Wert  zu  und  zwar  bis: 

(4)  B^  =  bJi  -  e'rir  +  D^m  +  l)] 

vorausgesetzt,   daß   die  Zahl  <?  größer  als  | ^o I ;  I ^i" 1 7  •  •  •  I  Vr- 1 ' 
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existiert,  d.  h.,  daß  die  absoluten  Beträge  der  Anfangswerte  von 
V)  Viy  •  ■  •  Vr-x  6**^^^^c//^  sind.  Der  in  der  geschweiften  Klammer 
stellende  Faktor  hat  einen  im  gesaraten  Teilbereiche  konstanten 
und  von  Null  verschiedenen  positiven  Wert  &  kleiner  als  Eins. 

Aus  Nr.  824  entnehmen  wir  folglich  das  Ergebnis:  In  der 
Umgebung  irgend  einer  Stelle  Xq  des  Teilbereiches  gibt  es  ein 
und  nur  ein  System  von  analytischen  Lösungen  y,yx,  ■  .  ■  yr^x 
des  Systems  erster  Ordnung  (2),  sobald  die  Anfangswerte 
Vd)  Vi  7  •  •  •  y^-i  ^®^"  Lösungen  für  x  =  Xq  irgendwie  bestimmt 
und  endlich  gewählt  worden  sind.  Dies  Lösungensystem  gilt 
dabei  mindestens  in  der  Umgebung: 
(5)  x  —  Xq\  <  0Bq 

von  Xq.  Aus  Satz  10  von  Nr.  823  folgert  man  leicht:  Soweit 
dasjenige  Gebiet  reicht,  innerhalb  dessen  alle  diese  Funktionen 
y,yx,  ■  •  ■  yr-i  monogen  sind  und  zugleich  nur  reguläre  Stellen 
der  Differentialgleichung  (1)  liegen,  genügen  die  Funktionen 
dem  Systeme  (2).  Nach  den  r  —  1  ersten  Gleichungen  (2) 
sind  aber  y^,  ■  •  ■  y,.-!  tlie  r—  1  ersten  Ableitungen  von  y. 
Wenn  man  also  die  Anfangs  werte  mit  y^,  y^,  .  .  .  P^q"^^  be- 
zeichnet, folgt  weiterhin: 

In  der  Umgebung  irgendeiner  Stelle  Xq  des  Teilbereiches 
gibt  es  eine  und  nur  eine  analytische  Lösung  y  der  verkürzten 
linearen  Differentialgleichung  (1),  sobald  für  y,y',  ...«/(''"  ^)  an 
der  Stelle  x  =  x^  irgendwelche  bestimmte  endliche  Anfangs- 
werte yQ,  i/o',  ...  ^J/""^-  vorgeschrieben  worden  sind.  Diese 
Lösung  y  gilt  dabei  mindestens  in  der  Umgebung  (5)  von  x^, 
und  soweit  sie  darüber  hinaus  noch  in  einem  Gebiete  von 
regulären  Stellen  eine  monogene  Funktion  ist,  genügt  sie  auch 
dort  noch  der  Differentialgleichung  (1). 

832.  Analytische  Portsetzung.  Das  Ergebnis  gilt  für 
jede  SteUe  Xq  im  Teilbereiche.  Nimmt  man  Xq  auf  dem  Rande 
des  Teilbereiches  an,  so  wird  Bq  =  0,  also  auch  &Bq  =  0,  so 
daß  der  Beweis  versagt.  Die  Beschränkung  von  Xq  auf  das 
Innere  des  Teilbereiches  stellen  wir  so  her:  Eine  positive  Zahl  r 
wird  beliebig  klein  gewählt;  dann  sollen  nur  solche  Stellen  im 
Teilbereiche  betrachtet  werden,  die  von  seinen  Rändern  min- 
destens die  Entfernung  r  haben.  Für  jede  derartige  Stelle 
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ist  i?Q  ^  T,  daher  auch  &IiQ  ^  &t.  Wie  man  also  auch  die 
Stelle  Xq  im  Innern  des  Teilbereiches  und  wie  man  auch  die 
Anfangswerte  y^,  yQ,  .  .  .  y%~^''  wählen  mag,  stets  hat  die  vor- 
gelegte verkürzte  lineare  Differentialgleichung: 

(1)  yW  =  Ux)y  +  f,{x)y'  +  •  •  •  +  fr-,{x)y^'-'^ 
eine  und  nur  eine  zugehörige  analytische  Lösung: 

(2)  y  =  yQ  +  yo    \.    +  ^o    -  2,     +  " ' '' 

die  innerhalh  eines  Kreises  um  Xq  gilt,  dessen  liadius  wenigstens 
gleich  &t  ist.  Die  r  ersten  Koeffizienten  in  (2)  sind  die  ge- 
gebenen Anfangs  werte.  Die  übrigen  kann  man  nacheinander 
aus  der  Gleichung  (1)  selbst  und  denjenigen  Gleichungen  be- 
rechnen, die  aus  (1)  durch  wiederholte  Differentiation  hervor- 
gehen: 

worin  man  die  Werte  Xq,  yQ,  yQ,  .  .  .  y'Q~^^  für  x,  y,  y ,  .  .  . 
y^''~^^  zu  substituieren  hat. 

Liegt  x^  im  Linern  des  Kreises  um  Xq  mit  dem  Radius  &t, 
so  ist  nicht  nur  der  Wert  y^  von  y  für  x  =  x^  auf  Grund 
von  (2)  bestimmt,  sondern  dasselbe  gilt  für  die  Werte  y/,  y^", . . . 
der  Ableitungen  der  Potenzreihe  (2)  für  x  =  x^.  Nach  Satz  19, 
Nr.  643,  stimmt  alsdann  die  Potenzreihe: 

(4)  ^  =  !/x  +  y/  "  T! ''  +  ^i"  ^"  +  •  •  • 

mit  der  Reihe  (2)  an  jeder  Stelle  x  überein,  die  innerhalb  des- 
jenigen größten  Kreises  um  x,^  liegt,  der  in  dem  Kreise  um  Xq 
mit  dem  Radius  &t  enthalten  ist.  Mithin  ist  die  Lösung  y  der 
Differentialgleichung,  bei  der  für  x  =  Xq  die  Anfangswerte  y/^, 
yo)  ■  •  •  ylf~^^  vorgeschrieben  sind,  identisch  mit  derjenigen,  bei 
der  für  x  =  Xi  die  Anfaiigswerte  i/^,  y^',  . . .,  y^{~^>  vorgesehrieben 
sind,  und  die  mindestens  innerhalb  des  Kreises  um  x^  mit  dem 
Radius  &r  gilt,  also  innerhalb  eines  Kreises,  der  über  den 
Kreis  um  Xq  hinausgreift.  In  demjenigen  Bereiche,  den  beide 
Kreisflächen  bilden  (siehe  Fig.  52),  liegt  somit  jetzt  eine  be- 
stimmte monogene  Lösung  y  der  Differentialgleichung  (1)  vor, 
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vgl.  Nr.  660,  wo  diese  sogenannte  analytische  lortsetzimg  all- 
gemein betrachtet  wurde. 

Diese  Art  der  Erweiterung  des  Bereiches    der  monogenen 
Funktion  y   läßt   sich  wiederholt  anwenden,   aber  in  Nr.  660 
wurde  schon  gezeigt,  daß  man  dabei  zu  Wider- 
sprüchen gelangen    kann.     Deshalb    sind    einige 
weitere  Schlüsse  erforderlich. 

Dabei  schicken  wir  eine  einfache  Bemerkung 

voraus:    Außer  x^  seien    zwei  Stellen    x,   und  | 
Fig.  52.  .  "    .  .  i  •= 

im    Innern    des    Teilbereiches    so    gewählt,    daß 

die  Seiten  des  von  x^,  x^  und  |  gebildeten  Dreiecks  sämtlich 
kleiner  als  &r  sind.  Wenn  dann  r],  r[^  iq',  .  .  .  diejenigen 
Werte  sind,  die  sich  aus  dem  Werte  (2)  von  y  und  aus  den  zu- 
gehörigen Ableitungen  y',  y'\  .  .  .  für  x  =  ^  ergeben,  kann  die 
Funktion  (2)  auch  nach  der  Stelle  |  hin  fortgesetzt  werden 
vermöge  der  Entwicklung: 

(5)  y  =  ri^ri    -^y  -  -f  ri    ~-^r^  +  •  •  •  • 

Diese  Reihe  gilt  im  Kreise  um  |  mit  dem  Radius  ®t,  und  der 
Kreis  enthält  die  Stelle  x^,  siehe  Fig.  53.  Diejenigen  Werte,  die 
aus  (5)  und  den  Ableitungen  von  (5)  für  «/,  ?/,  y",  ...  an  der 
Stelle  X  =  x^  hervorgehen,  sind  dann  nichts 
anderes  als  die  in  (4)  auftretenden  Werte  y^ 
y\j  Vi'j  '  ■  •■>  ^^^®  \r\ain.  sofort  durch  Anwendung 
des  Satzes  30  in  Nr.  659  erkennt.  Anstatt  also 
die  Funktion  (2)  direkt  nach  x^  hin  in  der  Form 
(4)  fortzusetzen,  kann  man  sie  zuerst  nach  |  hin 

Fig.  53.  >    ^  ' 

in  der  Form  (5)  und  dann  von  da  aus  nach  x^ 
hin  fortsetzen.  Man  sagt:  Der  Weg  von  Xq  nach  x^  ist  durch 
die  Folge  der  beiden  Wege  von  Xq  nach  |  und  von  ^  nach  x^ 
ersetzbar.  Dies  läßt  sich  umkehren:  Die  Folge  der  beiden  Wege 
von  Xq  nach  |  und  von  |  nach  ä\  ist  durch  den  Weg  von  Xq 
nach  x^  ersetzbar. 

Nun  sei  außer  Xq  eine  Stelle  X  im  Innern  des  Teil- 
bereiches gegeben.  Von  x^  aus  werde  ein  (offenes)  Polygon 
XqX^x.j^  .  .  .  x\^^X  bis  X  so  konstruiert,  daß  alle  Ecken  im  Innern 
des  Teilbereiches  liegen  und  alle  Seiten  des  Polygons  kleiner 
als  &r  sind  siehe  Fig.  54.  Ferner  sei  von  Xq  nach  X  ein 
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zweites  Polygon  XqX^x^...Xj^X  mit  denselben  Eigenschaften  kon- 
struiert. Der  Einfachheit  halber  werde  vorerst  angenommen, 
daß  die  beiden  Polygone  einander  nicht  schneiden,  so  daß  sie 
ein  Flächeustück  F  einschließen.  Wenn 
dieses  Flächenstück  F  nur  reguläre 
Stellen  enthält,  die  sämtlich  im  Innern 
des  Teilhereichcs  liegen,  so  läßt  sich 
nachweisen,  daß  die  wiederholte  ana- 
lytische Fortsetzung  der  Funktion  y,  die 
durch  (2)  definiert  wird,  längs  des  durch  p.    ^^ 

das  erste  Polygon  angegebenen  Weges 

an  der  Stelle  X  denselben  Wert  von  y  liefert  wie  die  wieder- 
holte analytische  Fortsetzung  längs  des  durch  das  zweite  Poly- 
gon angegebenen  Weges.  Diese  beiden  Arten  der  wiederholten 
Fortsetzung  sind,  nebenbei  bemerkt,  deshalb  möglich,  weil  jede 
folgende  Ecke  eines  der  Polygone  infolge  der  gemachten  Vor- 
aussetzungen innerhalb  desjenigen  Kreises  um  die  vorhergehende 
Ecke  gelegen  ist,  dessen  Radius  den  Wert  &t  hat. 

Zum  Beweise  überzieht  man  die  Fläche  F  mit  irgend 
einem  Netze  von  lauter  Dreiecken,  deren  Seiten  kleiner  als  &t 
sind,  wobei  auch  alle  Ecken  beider  Polygone  Ecken  solcher 
Dreiecke  werden  sollen.  Dies  ist  immer  möglich.  Da  nach 
der  vorausgeschickten  Bemerkung  die  analytische  Fortsetzung 
längs  jeder  Dreieckseite  durch  die  Folge  der  beiden  Fort- 
setzungen längs  der  beiden  anderen  Dreiecksseiten  ersetzbar  ist 
und  umgekehrt,  kann  nun  der  Weg  längs  des  zweiten  Poly- 
gons Schritt  für  Schritt  so  verwandelt  werden,  daß  er  schließ- 
lich in  den  Weg  längs  des  ersten  Polygons  übergeht.  So 
z.  B.  ist  in  Fig.  54  der  Weg  von  Xq  nach  x^  durch  die  Folge 
der  Wege  von  Xq  nach  ^  und  von  |  nach  x^  ersetzbar;  ferner 
ist  die  Folge  der  beiden  Wege  von  h,  nach  x^  und  von  x^ 
nach  x^  durch  den  Weg  von  ^  nach  x^  ersetzbar.  An  die 
Stelle  des  Polygons  XqX^x^  ...  x^^^X  tritt  also  das  Polygon 
Xq^x^x^  .  .  .  Xj^X,  und  es  bedarf  keiner  weiteren  Auseinander- 
setzung, daß  man  ebenso  schließlich  das  ganze  zweite  Polygon 
durch  das  erste  ersetzen  kann.  Mithin  ist  der  Wert,  der  sich 
für  y  an  der  Stelle  x  =  X  auf  dem  durch  das  zweite  Polygon 
angegebenen  Wege   ergibt,   genau   derselbe  wie   derjenige,   der 
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Fig.  55. 


auf  dem  durch  das  erste  Polygon  angegebenen  Wege  her- 
vorgeht. 

Dieser  Schluß  erfordert  nur  eine  begrenzte  Anzahl  von 
Operationen,  wenn  das  Netz  aus  einer  begrenzten  Anzahl  von 
Dreiecken  besteht,  wenn  also  die  Fläche  F  von  endlicher  Aus- 
dehnung ist.  Dies  aber  trifft  zu,  weil  der  Teilbereich  nach 
den  in  Nr.  831  getroffenen  Maßnahmen  endliche  Abmessungen  hat. 
Wenn  die  beiden  Polygone  einander  schneiden,  wie  z.  B. 
in  Fig.  55,  worin  eine  Schnittstelle  vorkommt,  also  zwei  Flächen- 
^X  stücke  F^  und  F<^  von  ihnen  ein- 
geschlossen werden,  kann  man,  wie 
man  nun  nachträglich  ohne  Mühe 
einsieht,  genau  ebenso  schließen,  so- 
bald jene  Flächenstücke  nur  regu- 
läre Stellen  enthalten,  die  von  den  Rändern  des  Teilbereiches 
um  mehr  als   ®t  entfernt  sind. 

833.    Zusammenfassung  der  Ergebnisse.     Falls  der 
Bereich  der  Differentialgleichung: 

(1)         y^'-^  =  W)y  +  f,{x)y'  + .  •  •  -f  fr.,{x),ß-'^ 

endlos  ist,  geben  wir  ihm  wie  in  Nr.  831  dadurch  eine  äußere 
Grenze,  daß  wir  etwa  um  den  Nullpunkt  einen  Kreis  mit  be- 
liebig großem  Radius  ziehen.  Wir  betrachten  die  Lösungen 
der  Differentialgleichung  stets  nur  in  einem  solchen  Bereiche, 
der  außer  Polen  nur  reguläre  Stellen  hat  und  dem  endliche 
Abmessungen  zukommen. 

Ein  endlicher  Bereich  enthält  nach  Nr.  830  nur  eine  be- 
grenzte Anzahl  von  Polen.  Man  kann  ihn  daher  in  einen  ein- 
fach zusammenhängenden  verwandeln  (vgl. 
Nr.  032),  indem  man  z.  B.  einen  Pol  mit 
einem  zweiten  durch  eine  Linie  ver- 
bindet, ebenso  den  zweiten  mit  einem 
dritten  usw.,  schließlich  den  letzten  Pol 
ebenso  mit  der  äußeren  Grenze  des  Be- 
reiches und  dann  fest.^etzt,  daß  keine 
dieser  Linien  überscliritten  werden  darf, 
siehe  Fig.  5().  Alsdann  haben  noch  statt- 
hafte Wege  von  Xq  nach  X  stets  die  Eigenschaft,  daß  sie  nur 
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solche  Flächenstücke  einschließen  können,  die  keine  Pole  ent- 
halten. Mit  diesen  Wegen  darf  man  aber  auch  beliebig  nahe 
an  die  Grenzlinien  herankommen,  weil  die  Entfernung  ®x  von 
den  Rändern  beliebig  klein  gemacht  werden  kann,  da  x  eine 
beliebig  klein  gewählte  positive  Zahl  bedeutete.  Mithin  läßt 
sich  das  Ergebnis  so  aussprechen: 

Satz  14:    Liegt   die   verlmrzte  lineare  Differentialgleichung 
^ier  Qjrclnung: 

?/'•)  =  fo{^)y  +  fi(^)y'  +  •  •  •  +  fr-ii^)y^''-'^ 

vor,  und  ivird  innerhalb  des  Bereiches  der  Bifferentialgleiclmng 
ein  einfach  zusammenhängender  Bereich  liergestellt,  der  keinen 
Pol  enthält  und  überdies  von  endlichen  Abmessungen  ist,  so  gibt 
es  eine  üherall  in  diesem  einfach  zusammenhängenden  Bereiche 
monogene  Funldion  y  von  x,  die  der  Differentialgleichung  ge- 
nügt, und  zwar  ist  eine  derartige  Funktion  vollkommen  be- 
stimmt ^  sobald  für  y,  y,  .  .  .  y^''~^^  an  einer  bestimmten  Stelle 
Xq  im  Innern  irgendwelche  bestimmte  endliche  Anfangswerte  y^, 
y^y  ■  •  -7  yo~^^  vorgeschrieben  iverden. 

Diese  Funktion  wird  in  der  Umgebung  von  Xq  durch  die 
Reihe: 

(2)  y  =  yo  +  yo  —■[r'  +  yo       21     +  ' ' ' 

als  analytische  Funktion  dargestellt,  und  nach  Satz  19,  Nr.  643, 
gilt  die  Reihenentwicklung  überall  innerhalb  desjenigen  größten 
Kreises  um  Xq,  der  vollständig  dem  einfach  zusammenhängen- 
den Bereiche  angehört.  Man  kann  nun  die  vorhin  willkürlich 
eingeführten  neuen  Grenzlinien  immer  so  annehmen,  daß  dieser 
Kreis  derselbe  ist  wie  derjenige  größte  Kreis  um  x^^,  der  voll- 
ständig dem  Bereiche  der  Differentialgleichung  (nicht  nur  dem 
einfach  zusammenhängenden  Bereiche)  angehört  und  keinen 
Pol  enthält.     Siehe  die  Fig.  56.     Somit  folgt: 

Satz  15:    Liegt   die  verkürzte  lineare  Differentialgleichung 
yier  Qy-finiing: 

y^'^  =  fo(^)y  +  fi(^)y'  +  •  •  •  +  fr-ii^'^y^'-'^ 

vor  und  ist  Xq  eine  reguläre  Stelle,  sind  ferner  für  y,  y ,  .  ■  -  y^''"^^ 
an  dieser  Stelle  Xq  bestimmte  Werte  y^,  y^  ,  .  .  .  y^''~^^  vorgeschrie- 
ben und  werden  schließlich  noch  die  Werte  yQ^''\  y^'''^^\  .  •  •  f-'on 
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y^'\  y^''^^\  •  ■  ■  <***  derselben  Stelle  aus  der  Differentialgleichung 
und  denjenigen  Gleichungen  berechnet,  die  man  durch  tviederholte 
Differentiation  der  Differentialgleichung  erhält,  so  lionvergiert  die 
Entwicldung  der  Lösung  y: 

.      .„     2/0  — ir^  +  2/0  ^2!      +  ■  ■  ■ 

mindestens  innerhalb  desjenigen  größten  Kreises  um  x^,  der  voll- 
ständig im  Bereiche  der  Differentialgleichung  liegt  und  keinen 
Pol  enthält. 

In  Nr.  831  hatten  wir  nur  einen  kleinereu  Kreis  fest- 
gestellt, innerhalb  dessen  diese  Reihe  konvergiert.  Durch  den 
letzten  Satz  wird  daher  das  Ergebnis  von  Nr.  <S31  vervoll- 
ständigt. 

Besonders  sei  darauf  aufmerksam  gemacht,  daß  oiicht  be- 
wiesen wurde,  daß  der  Kreis,  von  dem  in  dem  Satze  die  Rede 
ist,  der  wirkliche  Konvergenzkreis  ist;  vielmehr  kann  dieser 
noch  größer  sein,  und  das  kommt  tatsächlich  vor,  wie  das 
folgende  einfache  erste  Beispiel  schon  zeigt. 

1.  Beispiel:  Die  Differentialgleichung  erster  Ordnung: 

(3)  ."'  -  f 

hat  nur  den  NuUpunkt  als  Pol;  alle  anderen  Stellen  sind  regu- 
lär. Diejenige  Lösung,  die  für  .r  =  a;^  =4=  0  den  Anfangswert  y^ 
hat,  lautet: 

y^^x 
oder,  als  Reihe  nach  Potenzen  von  x  —  Xq  geschrieben: 

^  =  !/o  +  ^  (a^  -  Xq). 

Da  die  Reihe  abbricht,  konvergiert  sie  überall  im  Endlichen, 
auch  im  Pole  x  =  0. 

2.  Beispiel:   Die   Differentialgleichung  zweiter   Ordnung: 

(4)  y"  =  -y 

hat  gar  keinen  Pol;  alle  Stellen  sind  regulär.  Ihre  Lösungen 
sind  deshalb  überall  im  Endlichen  monogen.  In  der  Tat,  wenn 
für  X  =  Xq  die  Anfangswerte  y^  und  y^  vorgeschrieben  werden, 
ergibt  sich  aus  der  Differentialgleichung  (3)  und  denjenigen 
833] 
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Gleichungen,  die  man  durch  wiederholte  Differentiation  von  (4) 
erhält: 

yö'  =  -  i/o;  i/o'"  =  —  i/o';  yr  =  -  i/o"  =  i/o  ^sw., 
so  daß  die  Lösung  diese  ist: 

y  =  yo^  i/o'  f-,  -  i/o  fr  -  i/o'  |r  +  i/o  4 ;  H — 

oder  also  nach  (2)  in  Nr.  373: 

y  =  iJq  cos  X  +  iJq  sin  x. 
3.  Beispiel:   Die   Differentialgleichung   zweiter   Ordnung: 

(5)  y/    =  —  4  ^ f 

hat  nur  den  Pol  a"  =  0;  alle  anderen  Stellen  sind  regulär. 
Diejenige  Lösung  also,  bei  der  für  x  =  Xq^  0  die  Anfangs- 
werte Uq  und  y^  vorgeschrieben  werden,  wird  sich  als  Potenz- 
i-eihe  darstellen,  die  für  \x  —  Xq\  <  \Xq\  konvergiert.  Man  kann 
leicht  einsehen,  daß  sie  keinen  größeren  Konvergenzkreis  hat^ 
denn  die  Gleichung  (5)  läßt  sich  so  schreiben: 

ä\x^y)  _  ^ 
dx^     ~  ^ 

und  liefert  daher  :r^;?/ =  konst.x  +  konst.,  so  daß  man  findet: 

_  23^0  2/0 +  A-0- i/o'  _  x^^y^  +  x^^'y^'  _ 
•^  a;  x^ 

In   der  Tat  sind  1  :  x  und   1  :  x^  nach  Nr.  657  in   der   Form: 

J^  _  J_  T]^  _  ^  — ^0    ,    /^zi^y 1 

X  Xq    \_  Xq  \      Xq       /  J 

V  =  A  n  —  2  ^~'^°  +  3  (*~-^»)'  — 1 

X  "  SJq  '      |_  Xq  \  Xq  I  J 

entwickelbar,  aber  nur  für  \x  —  Xq\  <C  |^oI- 

834.  Analytische  Fortsetzung  um  einen  Fol  herum. 

Liegt  wie  in  voriger  Nummer  die  verkürzte  lineare  Differential- 
gleichung r*®''  Ordnung: 

(1)         y^'^  =  /o(^)i/  +  fMy  +  •  •  •  +  /■.-iG^)i/('-'^ 

und  eine  Lösung: 

(^)  i/  =  i/o  +  i/o'  -r,^  +  i/o"  -2-7^  +  •  •  • 

in  der  Umgebung  einer  regulären  Stelle  x^  vor,  so  ist  dies  die 
allgemeine  Lösung,  sobald  die  r  Anfangswerte  y^,  y^,  .  .  .  ^,^''~^' 
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willkürliche  Konstanten  sind,  vgl.  Nr.  782.  Die  Gleichung  (1) 
zeigt  für  x  =  Xq,  daß  sich  ^W  als  lineare  ganze  homogene 
Funktion  von  y^,  y^,  .  .  .  y^'~^^  darstellt,  und  dasselbe  gilt  für 
Vq^^'j  yo'^'^\  •  ■  -y  ^^  ^^®  ^^^  denjenigen  Gleichungen  zu  be- 
rechnen sind,  die  aus  (1)  durch  Differentiation  hervorgehen. 
Wenn  man  also  in  (2)  die  bzw.  mit  y^,  y^,  .  .  .  y^''~'^^  be- 
hafteten Glieder  für  sieh  zusammenfaßt  und  dann  y^,  y^,  .  .  . 
y^~'^''  als  willkürliche  Konstanten  mit  C^,  C^,  .  ,  .,  G^.  bezeichnet, 
nimmt  die  Lösung  die  Form  an: 
(3)  y  =  C^(p^{x)  ^  C^q)^^{x)-\ h  C^rpXx). 

Hier  tritt  der  Satz  12  von  Nr.  805  deutlich  zutage,  indem  sich 
die  allgemeine  Lösung  linear  und  homogen  mit  willkürlichen 
konstanten  Koeffizienten  aus  r  partikularen  Lösungen  q)]^{x), 
(p^{x),  .  .  .  (Pr(p)  zusammensetzt.  Allgemein  ist  hierbei  (pf.{x) 
eine  Entwicklung  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  x  —  Xq, 
die  mit  der  (Ji  —  1)*®"  Potenz  von  x  —  x^  anfängt. 

Nimmt  man  für  C^,  C^,  .  .  .  C^  hestimmte  Werte  an  und 
schlägt  man  längs  eines  von  Xq  ausgehenden  Polygons  einen 
Weg  der  analytischen  Fortsetzung  ein,  der  schließlich  nach  Xq 
zurückführt,  so  kommt  man  am  Ende  nach  Nr.  832  zu  genau 
derselben  Lösung  (3),  falls  das  Polygon  in  einem  einfach  zu- 
sammenhängenden und  von  Polen  freien  Bereiche  liegt.  Nicht 
so  braucht  es  sich  zu  verhalten,  wenn  das  Polygon  z.  B.  einen 
oder  einige  Pole  einschließt.  Allerdings  ist  auch  dann  die 
analytische  Fortsetzung  möglich,  und  man  kommt  schließlich 
in  der  Umgebung  von  Xq  wieder  zu  einer  Lösung,  aber  nicht 
gerade  zu  derjenigen  Lösung  (3),  von  der  man  ausging.  Da 
aber  alle  Partikularlösungen  in  der  Umgebung  von  x^  in  der 
Form  (3)  darstellbar  sind,  kann  das  Ergebnis  nur  dieses 
sein: 

Hat  man  C^,  C^,  .  .  .  C^  bestimmt  gewählt  und  die  Lösung 
auf  irgendeinem  Wege  von  Xq  aus  im  regulären  Teile  des  Be- 
reiches fortgesetzt,  bis  man  schließlich  nach  Xq  zurückgelangt, 
so  geht  eine  gewisse  neue  Partikularlösung: 

y  =  C,'^,{x)  +  C,'cp,{x)  +  •••-!-  a>,(^) 

hervor,  in  der  6'/,  C^,  ...  C^  im  allgemeinen  andere  Werte 
als  0^,  Cg,  ...  0^  haben.  Zwischen  den  alten  Werten  Cj, 
834] 


§  4.    Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen.  449 

Cg,  .  .  .  C^  und  den  neuen  Werten  C-^',  C^,  .  .  .  C/  der  Kon- 
stanten bestehen  Zusammenhänge.  Ohne  näher  darauf  ein- 
zugehen, bemerken  wir,  daß  diese  Zusammenhänge  \'on  der 
speziellen  Art  der  Wege  unabhängig  und  nur  davon  abhängig 
sind,  wie  die  Wege  die  Pole  einschließen,  sowie  daß  man  jeden 
Weg  ersetzen  kann  durch  die  Folge  einer  Anzahl  von  Wegen, 
von  denen  jeder  von  Xq  nach  Xq  zurückführt  und  nur  je  einen 
Pol  enthält.  Weiß  man  dann,  wie  sich  auf  jedem  solchen 
Wege,  einer  sogenannten  FimdamentalscMeife,  die  Werte  C^, 
C^f  .  .  .  Cj.  ändern,  so  kann  man  auch  für  jeden  anderen  von 
Xq  ausgehenden  und  nach  Xq  zurückführenden  Weg  die  neuen 
Werte  der  Konstanten  bestimmen. 

Es  ist  jedoch  nicht  unsere  Absicht,  diese  Betrachtungen 
weiter  zu  verfolgen.  Wir  haben  sie  nur  deshalb  angedeutet, 
um  einen  Begriff  von  der  Bedeutung  der  Pole  für  die  Lösungen 
der  Differentialgleichung  zu  geben.  Vollständige  Umläufe  um 
die  Pole  bewirken  eben  im  allgemeinen,  daß  die  Lösungen 
nicht  mehr  monogen  bleiben,  indem  ihre  EinwertigJceit  aufhört. 
Eine  ähnliche  Erscheinung  wurde  in  §  5  des  achten  Kapitels 
des  2.  Bandes  an  mehreren  Funktionen  studiert,  insbesondere 
an  der  Potenz funktion,  vgl.  Nr.  654. 

835.  Allgemeinere  Problemstellung.  Bisher  haben 
wir  die  Frage,  ob  es  monogene  Lösungen  in  der  Umgebung 
eines  Poles  gibt,  nicht  erörtert.  Wir  wollen  ihr  jetzt  näher 
treten.  Leicht  kann  man  an  Beispielen  sehen,  daß,  wenn  Xq 
ein  Pol  ist,  keine  Lösungen  zu  existieren  brauchen,  die  in  der 
Umgebung  von  Xq  monogen  sind.  Da  nun  die  Pole  nach  den 
letzten  Andeutungen  in  voriger  Nummer  eine  ähnliche  Rolle 
spielen  wie  die  Stelle  x  =  0  für  die  allgemeine  Potenzfunktion 
ic",  liegt  es  aber  nahe,  zu  untersuchen,  ob  es  nicht  in  der  Um- 
gebung eines  Poles  Xq  eine  Lösung  gibt,  die  sich  in  der  Form: 

1/  =  {x  —  XqY[Cq  +  Ci  (x  —  Xq)  +  c^ix  —  x^y  H ] 

darstellen  läßt,  wo  a  irgend  eine  bestimmte  Konstante  bedeutet. 
Natürlich  sind  dann  nur  solche  Werte  der  Konstanten 
€q,  c^,  Cg,  .  .  .  brauchbar,  für  die  der  Inhalt  der  eckigen  Klam- 
mer in  einer  gewissen  Umgebung  von  Xq  konvergiert.  Übrigens 
kann  man  dabei  c^  bestimmt  wählen,  weil  mit  y  ja  stets  auch 
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konst.  y  eine  Lösimg  ist.  Da  die  Annahme  Cq  =  0  darauf 
hinauskommt,  daß  sich  noch  ein  Faktor  x  —  Xq  absondern  läßt^ 
also  darauf,  daß  a  durch  a  -\-  1  ersetzt  wird,  darf  c^  =i=  0  und 
mithin  gleich  Eins  gewählt  werden: 

(1)        x  =  {x  —  x^y [1  +  q  {x - Xq)  ^  c^{x- Xq)-  H ] 

Was  femer  die  «'®  Potenz  von  x  —  x^  anbetrifft,  so  sind  die 
Bemerkungen  in  Nr.  654  noch  zu  ergänzen,  weil  wir  auch 
komplexe  Exponenten  a  zulassen  wollen.  Auch  dann  läßt  sich 
x^'  durch  die  Formel: 

als  Funktion  von  einer  Funktion  definieren,  denn  hi  x  ist  ja 
nach  dem  Beispiele  in  Nr.  651  eine  monogene  Funktion,  sobald 
man  von  x  =  0  aus  in  der  komplexen  Zahlenebene  eine  Grenz- 
linie s  zieht,  die  nicht  überschritten  werden  darf.  Zugleich  er- 
kennt man,  daß  auch  die  allgemeine  Potenzregel  gilt: 

und  nach  der  Regel  von  der  Differentiation  einer  Funktion  von 
einer  Funktion  (vgl.  Nr.  625)  ist  außerdem: 

7     a  T   alnx 

"^  ^ß  '^       mlnv  '^        a  a-\ 

. />«   lux  , /yU ^y  /yiU  —    1 

j  •^—  j  C/  """"  *A/  \Ar  tAJ  • 

so  daß  die  elementare  Regel  für  die  Differentiation  einer  Potenz 
gültig  bleibt.     Entsprechendes   gilt  von   der  Potenz  {x  —  x^y. 

Die  Frage,  ob  die  verkürzte  lineare  Differentialgleichung 
in  der  Umgebung  einer  Stelle  x^  ihres  Bereiches  eine  Lösung 
von  der  Form  (1)  hat,  werden  wir  in  der  Folge  unter  gewissen 
Einschränkungen,  aber  unabhängig  davon  beantworten,  ob  x^, 
eine  reguläre  Stelle  oder  ein  Pol  ist. 

836.  Normalform  der  Dififerentialgleichung.  Wie 
in  Nr.  830  nehmen  wir  die  Differentialgleichung  in  der  Form  an: 

(1)  Püi.x)y  +  Pi  {^)y'  +  — \-  Pri^)y^''^  =  O- 

Es  sei  Xq  eine  Stelle  ihres  Bereiches,  die  entweder  regulär  oder 
ein  Pol  ist,  d.  h.  es  seien  p^,  p^,  ...  p^  in  der  Umgebung  von 
Xq  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  x  —  x^  entwickelbar. 
Wird  allgemein  angenommen,  daß  die  Entwicklung  von  p,.{x) 
mit  der  w/"  Potenz  von  x  —  Xq  beginnt: 

Pk{^)  =  konst.  {x  —  Xof'f^  +  konst.  (x  —  it'o)"^  +  ^  -\-  '  •  ', 
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SO  muß  wenigstens  eine  der  r  -\-  1  ganzen  positiven  Zahlen 
Uq,  n^,  ...  n^  gleich  Null  sein,  weil  sich  sonst  von  der  Glei- 
chung (1)  ein  Faktor  x  —  x^  absondern  ließe,  was  in  Nr.  830 
ausdrücklich  ausgeschlossen  wurde.  Nun  möge  q  die  kleinste 
ganze  positive  Zahl,  unter  umständen  die  Null,  bedeuten  der- 
art, daß: 

Wo  +  ?  >  0,     Wj^  +  ()  ^  1,  .  .  .    w,.  +  ^  ^  r 

wird,  sodaß  also  bei  mindestens  einer  dieser  Bedingungen  das 
Gleichheitszeichen  gilt.     Dann  sind  die  Produkte: 

qf,{x)^{x-x^ypQ{x), 

qr{x)  =  {x-XQ)^-%(x), 
(2)  {  q^  {x)  =  {x-  x^y  -  2^2  (x), 


ebenfalls  nach  Potenzen  von  x  —  x^  entwickelbar.  Wenn  man 
also  die  Differentialgleichung  (1)  mit  (x  —  x^y  multipliziert, 
nimmt  sie  die  Form  an: 

(3)     go  {x)y  +  {x-  x,^)  q^  (x)  y  +  (x-  x^fq^  {x)  f  +  •■■ 

-\-(x-x^yqXx)y^'-^==0, 

die  man  ihre  Normalform  in  hemg  auf  die  Stelle  x^  nennt. 

1.  Beispiel:   Bei  der  im  zweiten  Beispiele  von  Nr.  833  be- 
trachteten Differentialgleichung: 

Ij  J^y"  =  0 

sind  für  Xq  =  0  die  Yuxskiionen p^ix),  p-^(x), p^{x)  gleich  1,  0,  1, 
d.  h.   hier    wird    n^  =  0,  ^^  =  00,    n^  =  0,    so   daß   q  =  2  ge- 
wählt werden   muß.     Multiplikation   mit  x^  gibt   demnach  die 
Normalform  in  bezug  auf  die  Stelle  Xq  =  0: 
xhj  +  x^y"  =  0, 

so  daß  go(^)  =  ^^  5'i(^)  =  ö  u^d  q2ix)  =  1  ist. 

2.  Beispiel:  Soll  die  im  dritten  Beispiele  von  Nr.  833  be- 
trachtete Differentialgleichung: 

2y  -\-  Axy  -\-  x^y"  =  0 
in   bezug  auf  die  Stelle  Xq  =  0   auf  die  Normalform   gebracht 
werden,  so  hat  man  hier  wegen  Pq{x)  =  2,  p^ (x)  =  4:X,  p^ioc)  =  x^ 
die  Zahlenwerte   n^  =  0,  n^  =  \^  n^  =  2,  folglich  q  =  0.     Also 
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liegt  die  Gleichung  schon  in  der  Normalform  vor.  Dabei  ist 
ffo(^)  =  2,  q^{x)  =  4  und  q^{x)  =  1. 

837.  Die  determinierende  G-leichung.  Es  liege  nun- 
mehr die  Differentialgleichung  in  der  zu  einer  Stelle  Xq  ihres 
Bereiches  gehörigen  Normalform  vor: 

(1)  qQ{x)y  +  {x- x^)q^{x)y  -\ \-{x- x^YqXx)y^'''^  =  0. 

Wenn  man  ihr  durch  eine  Funktion  y  genügen  will,  die  eine 
Entwicklung  von  der  Form: 

(2)  y  =  {x-x^y[l  +  c^ix-Xo)  +  c^ix-x^y  +  •  •  •] 

hat,  kann  man  unter  der  zunächst  noch  nicht  bewiesenen  An- 
nahme, daß  der  Inhalt  der  eckigen  Klammer  einen  von  Null 
verschiedenen  Konvergenzradius  habe,  die  Werte: 

y  =  (x-x^y  +  c^(x-xoy+'^  +  ••-, 

{x-x^y'=  a(a;  — ä;o)"-|-  Ci(a+  l)(a;-a;o)"  +  ^  -\ , 


(3) 


{x  —  XqYi/''^  =  a{a—l)-  •  ■(a  —  r-{-l)(x~  Xq)" 

+  Ci(a+1)  a{cc-l)  '  •  •  {cc-r-\-2){x  —  Xoy  +  ^  -\ 

in  (1)  substituieren.  Dann  wird  die  linke  Seite  von  (1)  eine 
Entwicklung,  die  nach  der  a^'',  (a+  1  )*"'',  {a-{-2)^'\  .  .  .  Potenz 
von  X  —  Xq  fortschreitet.  Demnach  ist  vor  allem  zu  fordern, 
daß  hierin  einzeln  die  Koeffizienten  dieser  Potenzen  verschwin- 
den. Durch  das  Nullsetzen  der  Koeffizienten  gehen  also  die- 
jenigen Bedingungen  hervor,  denen  die  Konstanten  a,  Cj, 
Cg,  •  •  •  in  (2)  genügen  müssen,  damit  die  Entwicklung  (2) 
die  Differentialgleichung  formal  erfülle.  Falls  die  Konstanten 
a,  Cj,  C2,  .  .  .  so  gewählt  worden  sind,  daß  diesen  Bedingungen 
genügt  wird,  ist  schließlich  noch  der  Nachweis  zu  führen,  daß 
die  in  (2)  in  der  eckigen  Klammer  stehende  Entwicklung  in 
der  Umgebung  von  a;^  konvergiert. 

Fürs  nächste  betrachten  wir  nur  die  formale  Seite  des 
Problems.  Der  Konvergenznachweis  wird  erst  in  Nr.  840  ge- 
führt werden. 

Die   erste   von   den  nach   der   Substitution   der  Werte  (3) 
in  (1)    hervorgehenden    Bedingungen    ergibt   sich    durch   Null- 
eetzen  des  Koeffizienten  von  (x  —  iCß)".     Sie  heißt  die  zur  Stelle 
X(^  gehörif/e  determinierende  Gleichung,  weil  sie  die  Form  hat: 
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(4)  goW  +  ^i(^o)  cc  +  q^(Xf^)a(a-l)  +  ■  ■  ■ 

+  ^r W«(«  —  1)  •••(«-»•+  1)  =  0, 
nämlich  eine  Bedingimg  für  a  allein  ist,  und  daher  diejenigen 
Werte  von  a  bestimmt,  die  überhaupt  einzig  und  allein  in  Be- 
tracht kommen  können.  Die  determinierende  Gleichung  ist 
vom  höchstens  r*®°  Grade  in  a  und  zwar  gerade  vom  r^^^  Grade, 
tvenn  q^i^o)  4=  0  ist.  In  diesem  Falle  heißt  Xq  eine  Stelle  der 
Bestimmtheit.  Wir  werden  den  Nachweis  von  Lösungen  (2) 
nur  an  solchen  Stellen  der  Bestimmtheit  führen. 

Durch  Nullsetzen  des  Koeffizienten  von  (x  —  Xq)"'^''  ergibt 
sich  eine  Gleichung  von  der  Form: 

(5)  [^0  (^o)  +  5i  (^o)  («  +  *0  +  'h  (^o)  («  +  w)  (a  +  w  -  1)  +  •  •  • 

+  ?r W(^ -h  n){a  -\-  n  -  1)  •  ■  ■  {a  +  n  -  r  -\- 1)]  c„ 

worin  &,^q,  t^^,  .  .  .  &„„_i  nur  von  den  Koeffizienten  der  Ent- 
wicklungen von  qQ{x),  qi{x),  .  .  .  q^{x)  abhängen  und  also  be- 
kannte Konstanten  bedeuten.  Da  sich  eine  solche  Formel  (5) 
für  n  =  1,  2,3,  ...  ergibt,  lassen  sich  q,  c^,  ...  auf  Grund 
dieser  Rekursionsformel  nacheinander  berechnen,  vorausgesetzt, 
daß  der  Koeffizient  von  c„  in  (5)  für  keinen  dieser  Werte  von 
n  verschwindet.  Andernfalls  ist  es  denkbar,  daß  sich  Wider- 
sprüche ergeben.  Der  Koeffizient  von  c„  in  (5)  unterscheidet 
sich  von  der  linken  Seite  der  determinierenden  Gleichung  nur 
dadurch,  daß  a  -\-  n  an  der  Stelle  von  cc  steht. 

Wir  tvollen  daher  an  einer  Stelle  Xq  der  Bestimmtheit  mir 
solche  Wurzeln  a  der  determinierenden  Gleichung  benutzen,  zu 
denen  es  keine  ganze  positive  Zahl  n  derart  gibt,  daß  auch 
a  -\-  n  eine  Wurzel  der  determinierenden  Gleichung  wird.  Unter 
diesen  Voraussetzungen  gibt  es  stets  eine  Lösung  (2),  wie  wir 
in  der  Folge  beweisen  werden. 

838.  Vereinfachung  des  Problems.  Wenn  a  eine 
Wurzel  ist,  die  der  soeben  ausgesprochenen  Bedingung  genügt, 
lassen  sich  widerspruchslos  c^,c^,  .  .  .  aus  der  Rekursionsformel 
berechnen,  so  daß  die  Differentialgleichung: 

(1)    q^{x)y  +  {x-  XQ)qi{x)y'  + \-{x  —  x^yq^x)}/'-^  =  0 

von  der  Entwicklung: 
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(2)  y  =  {x-x;)"[i  +  c^{x-Xq)  +  c^{x-x^y  +  •  •  •] 

formal  erfüllt  wird.  Der  Nachweis  der  Konvergenz  der  Reihe 
ist  noch  zu  führen. 

Wenn  man  nun  die  neue  unabhängige  Veränderliche 
X  =  X  —  Xq  und  die  Funktion: 

f7  =  1  +  c^{x  —  Xq)  +  c^ix  —  x^"'  H 

statt  y  in  die  Differentialgleichung  einführt,  also: 

(3)  x  =  X  -\-  Xq,     y  =  x"y 

setzt,  nimmt  sie  augenscheinlich  wieder  dieselbe  allgemeine 
Form  an.     Es  möge  also: 

(4)  q^{x)y  +  xq^ (^)  ||  +  •  '  *  +  S^'-q^x)  ^r  =  0 

die  für  ff  als  Funktion  von  x  hervorgehende  Differential- 
gleichung sein.    Dann  wird  sie  notwendig  durch  die  Funktion: 

(5)  y  =  1  +q^-f  c^x^  -\ 

formal  befriedigt.  Umgekehrt:  Wenn  die  Entwicklung  (5)  die 
Gleichung  (4)  formal  befriedigt,  muß  auch  die  Entwicklung  (2) 
die  Gleichung  (1)  formal  befriedigen. 

Die  Entwicklung  (5)  ordnet  sich  in  ihrer  Form  der  Ent- 
wicklung (2)  für  a  =  0  unter. 

Demnach  ist  es  keine  wesentliche  Beschränkung  der  All- 
gemeinheit, wenn  wir  von  vornherein  annehmen,  die  betrachtete 
Stelle  sei  die  Stelle  x  =  0,  und  für  sie  Jidbe  die  determinierende 
Gleichung  insbesondere  die  Wurzel  a  =  0,  die  alsdann  benutzt 
werden  soll.  Entsprechend  der  letzten  Bemerkung  von  Nr.  837 
wird  vorausgesetzt,  daß  x  =  0  eine  Stelle  der  Bestimmtheit  sei 
und  die  determinierende  Gleichung  Iceinen  der  Wetie  1,  2,  3  . . . 
als   Wurzel  habe. 

Nach  (4)  in  voriger  Nummer  ist  jetzt: 

(6)  %  W  +  «i(0)^  + ^2(0)«(«- !)  +  ••• 

+  qr{0)a{a~l)  ■  •  ■  {a-r  +  l)  =  0 

die  determinierende  Gleichung.  Da  sie  vom  r*'""  Grade  sein 
soll,  muß  g^(0)  =H  ö  angenommen  werden,  und  da  sie  die  Wurzel 
«  =  0  haben  soll,  ist  außerdem  ^o(*0  =  t)  zu  setzen.  Also  läßt 
sich  der  Faktor  x  von  der  Entwicklung  von  q^i{x)  nach  ganzen 
8381 
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positiven  Potenzen  von  x  absondern,  und  wegen  ^^(0)  =t=  0  sind 
die  Funktionen: 

auch  an  der  Stelle  a;  =  0  monogen,  d.  h.  nach  ganzen  posi- 
tiven Potenzen  von  x  entwickelbar,  so  daß  die  Differential- 
gleichung (1),  worin  Xq  =  0  ist,  durch  Division  mit  xq^.(x)  die 
Form  annimmt: 

Qoi^)y  +  Qi{^)y'  +  xQA^)y"  +  •  •  • 

+  x'-^Q^_^{x)i/'--^^  +  x'--^y^r)  =  0. 
Es  ist  für  das  Folgende  etwas  bequemer,  von  den  Entwick- 
lungen von  Q-i^{x),  Q<i{x),  ...  Q,._x{pc)  nach  ganzen  positiven 
Potenzen  von  x  die  von  x  freien  Glieder,  die  mit  a^,  a.^,  .  .  .  «,._j 
bezeichnet  seien: 

abzusondern  und  aUe  anderen  Glieder  auf  die  rechte  Seite  der 
Differentialgleichung  zu  bringen.     Dabei  setzen  wir: 
Q,{x)  =  -  P,(x). 

QA^)-Q,m  _  _  p   (^^  Qr-li^)-Qr-l(0)  _  _  p  /^N 

X  1\    Jj    ■    ■    •  ^  r-lV    J- 

Man  bemerkt,  daß  Pq(x),  P^{x),  .  .  .  P^._i{x)  immer  noch  in 
der  Umgebung  von  x  =  0  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von 
X  entwickelbar  sind.  Die  Differentialgleichung  hat  jetzt  die 
Form: 

(7)  a^y'  -f  a^xy"  ^ h  a,._^x''-^y^''-'^^  +  x''-^/'^ 

=  P,(x)y  +  xP,{x)y'  -f  •  •  •  +  x''-'P,._,{x)y(^-^\ 
Schließlich  geben   wir  noch   einmal   die  zugehörige  Form 
der    determinierenden   Gleichung  für   u    sowie   der  Rekursions- 
formel  für   die    Koeffizienten  Cj,  fg?  •  •  •    der    Entwicklung   an, 
die  jetzt  gesucht  wird,  nämlich  der  Entwicklung: 

(8)  y  =  1  -{-  Cj^x  -[-  c.2X^  -\-  •  •  ■ 

Die  Rekursionsformel  geht  durch  Substitution  dieses  Wertes 
y  und  der  zugehörigen  Werte  von  y',  y",  .  .  .  y^''')  in  (7)  und 
Vergleichung  der  Koeffizienten  gleicher  Potenzen  von  x  auf 
beiden  Seiten  der  Gleichung  (1)  hervor.  Statt  (6)  haben  wir 
die  determinierende  Gleichung: 

[838 
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(9)  aj_a-] h  «,_!«(« -!)•  ••(«-*• +  2) 

+  a(a-l)  ■  •  •  (a-r+l)  =  0. 
Sie  hat,  wie  es  sein  muß,  die  Wurzel  a  =  0  und  ist  vom 
^.ten  Qrade  in  a.     Für  c,,  ergibt  sich  die  Rekursionsformel: 

(10)  K w  H +  a,._^n{n -1)  ■  ■  ■  (n-r-\-2) 

+  w(w  —  1)  •  •  •  (w  —  r  -f-  l)'Jc^j 

Nach  Voraussetzung  ist  die  Gleichung  (9)  für  keine  ganze 
positive  Zahl  n  statt  a  richtig,  d.  h.  der  Faktor  von  c„  in  (10) 
ist  stets  von  NuU  verschieden,  so  daß  sich  die  Koeffizienten 
q,  Cg,  .  .  .  nacheinander  mittels  dieser  Rekursionsformel  be- 
rechnen lassen.  Die  rechts  auftretenden  Größen  &,^o,  t^^,  ... 
h  ,  sind,  was  besonders  betont  werden  muß,  ganze  homo- 
gene  lineare  Funktionen  der  Koeffizienten  der  Entwicklungen 
von  Po{x),  Pi{x),  ...  P^_i{x),  und  zwar  haben  diese  linearen 
Funktionen  ihrerseits  lauter  positive  Koeffizienten.  Nun  aber 
sind  die  Koeffizienten  der  Entwicklungen  von  Poi^c),  Pi{x),  .  .  . 
Pr-ii^)  nichts  anderes  als  Ableitungen  der  Fimktionen  Po{x\ 
P^{x),  .  .  .  P,. _  1  {x)  für  X  =  0,  dividiert  mit  gewissen  Fakul- 
täten. Folglich  hedeuten  h^^^,  &„i,  •  •  •  K,n-i  "^  ^^''  Pekursions- 
formel  (10)  gewisse  ganze  homogene  lineare  Funldionen  der  Werte 
der  Ableitungen  von  Pq{x),  P^{x),  .  .  .  P.^_^{x)  an  der  Stelle 
X  =  Q,  und  die  Koeffizienten  dieser  Funldionen  sind  durchiveg 
positiv. 

Es  erübrigt,  zu  beweisen,  daß  die  Entwicklung  (8 ),  worin 
für  q,  Ca, ...  die  aus  (10)  zu  berechnenden  Werte  eingesetzt  worden 
sind,  einen  von  Null  verschiedenen  Konvergenzradius  hat.  Ehe 
wir  diesen  Beweis  führen,  betrachten  wir  ein  Beispiel. 

839.  Eine  besondere  verkürzte  lineare  Differential- 
gleichung v^"  Ordnung.  Bedeuten  Ji  und  h  zwei  positive 
Konstanten,  so  ist: 

(1)  *W  =  -±^  =  7.(1+-^  + $  +  ••■) 

eine    Funktion,    deren    Entwicklung    für    |a;|  <  jR    konvergiert. 
Wir  betrachten  nun  die  verkürzte  lineare  Differentialgleichung 
yter  Ordnung: 
838,  839] 


§  4.  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen.  457 

(2)  y  +  xy"  +  ■  •  •  +  x'-^y^'-^^  +  it—iyW 

=  ^{x)  {y  -\-  xy  ^ 1-  a;'"-iy('-i)), 

die  sich  der  allgemeinen  Form  (7)  in  der  letzten  Nummer 
unterordnet,  so  daß  es  eine  Entwicklung  von  y  nach  ganzen 
positiven  Potenzen  von  x  gibt,  die  der  Gleichung  (2)  formal 
genügt.  Ihre  Koeffizienten  wollen  wir  mit  Yx,  y^}  •  ■  •  statt  mit 
q,  ^2,  .  .  .  bezeichnen: 

(3)  ^  =  1  +  YxX  +  y^x^  +  .  •  • 

Im  vorliegenden  Falle  läßt  sich  statt  derjenigen  Rekursions- 
formel, die  in  voriger  Nummer  aufgestellt  wurde,  eine  be- 
quemere bilden,  indem  man  die  Differentialgleichung  (2)  zu- 
nächst mit  1  —  X  :  M  multipliziert: 

(l  -  ^)  (y'+xy"-^  •  •  ■  +  x'-hß^)  =  l(:y-hxy'+  •  •  ■ -^x'-'y^'-')) 

und  erst  dann  den  Wert  (3)  sowie  die  daraus  folgenden  Werte 
von  y',  y",  .  .  .  ?/('")  substituiert.  Die  Rekursionsformel  lautet 
dann  so: 

[n  -\-  n(n  —  1)  i-  •  ■  •  -\-  n (n  —  1)  •  •  •  (w  —  r  +  1)] y^^ 

-\[in-l)  +  («-l)(n-2)  +  . . .  +  (w-1)  (.«-2) . . .  (n-r)]y„_, 

=jcll+(n-l)^(n-l){n-2)  +  ----^(n-l)(n-2y.iu-r+l)]y^^_,, 
so  daß: 

"7?  "'  "^ 
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wird,  wobei   die   Punkte  niedrigere  Potenzen  von  n   vertreten. 
Hiernach  ist: 

d.  h.  die  Entwicklung  (3)  lionvergiert  für  ' x\  <C  R,  vgl.  Satz  13 
Nr.  105,  und  Satz  8,  Nr.  362.  Noch  sei  angemerkt,  daß  sich 
für  y^,  7^2?  ••  •  lauter  positive  Werte  ergeben. 

840.  Der  Nachweis  der  Konvergenz.  Das  soeben 
betrachtete  Beispiel  kann  nun  auch  zum  allgemeinen  Nach- 
weise der  Konvergenz  herangezogen  werden.  Wir  werden 
nämlich  erkennen,  daß  man  die  positiven  Zahlen  ü  und  ]c  in 
der  Differentialgleichung  der  letzten  Nummer  immer  so  wählen 
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kann,  daß  die  Koeffizienten  y^,  y^,  ...  nicht  kleiner  werden 
als  die  absoluten  Beträge  der  Koeffizienten  q,  c^,  .  .  .,  von 
denen  in  der  vorletzten  Nummer  die  Rede  vrar. 

Es  sei  Tl  der  Radius  eines  solchen  Kreises  um  x  ==  0, 
innerhalb  dessen  sowie  auf  dessen  Umfange  die  Funktionen 
Pq{x),  Pi(cc),  .  .  .  P^_^(x),  die  in  der  Differentialgleichung  (7) 
von  Nr.  838  vorkommen^  monogen  sind,  so  daß  es  auch  eine 
positive  Zahl  M  derart  gibt,  daß  die  absoluten  Beträge  von 
Pq{x),  Pi(x),  .  .  .  P^_^(x)  für  keine  Stelle  x  auf  dem  Umfange 
dieses  Kreises  den  Wert  M  übersteigen.  Nach  Satz  26,  Nr.  648, 
ist  dann  jede  Ableitung  höherer  Ordnung  von  irgendeiner  der 
Funktionen  Pq{x),  P^{x),  .  .  .  P,._i(a;)  an  der  Stelle  x  =  0 
absolut  genommen  nicht  größer  als  die  Ableitung  derselben 
Ordnung  von 

(1)  ^(ß)  = ^ 

an  der  Stelle  x  =  0.  Die  Funktion  tl}{x)  in  voriger  Nummer 
unterscheidet  sich  von  der  Funktion  (p{x)  nur  um  einen  kon- 
stanten Faktor,  und  da  die  Zahl  h  dort  irgendeine  positive 
Zahl  sein  durfte,  läßt  sich  die  Differentialgleichung  (2)  der 
vorigen  Nummer  auch  so  schreiben: 

(2)p[y'^xy"+---  +  x'-'y^'-)']  =  ^{x)\_y^-xy^---  +  x^-'y^'-')\ 
worin  jetzt  p  irgendeine  positive  Zahl  vorstellt.  Dagegen  be- 
trachteten wir  in  Nr.  838  die  Differentialgleichung: 

(3)  a^y  -^  a.^xy"  ^ h  «^ _ i ■*'' " ^tf'' " ^^  +  ^'" " ^ y^''^ 

=  P^{x)y  +  xP^{x)y  +  •  •  •  4-  x'-''P,._,{x)y^'-\ 
Mithin  geht  die  Differentialgleichung  (2)  aus  (3)  hervor,  wenn 
man  die  Koeffizienten  a^,  a^,  ...  »^_i  und  1  durch  p  und  die 
Funktionen  Pq{x),  Pxipc),  .  .  .  P^_-^^{x)  durch  (p[x)  ersetzt.  Aus 
der  Rekursionsformel  (10)  von  Nr.  838,  nämlich: 

(4)  [a^n-\ \-a^_^n{n—l)  •••(«  — r+2)-f-w(w—l)---(w—r+l)]c„ 

geht  deshalb  die  Rekursionsformel  für  die  Koeffizienten  y^, 
7ij  ...  y,^  der  in  dem  Kreise  \x\  <i  li  nach  den  Ergebnissen 
der  vorigen  Nummer  konvergenten  Entwicklung: 

1  +  n^  +  ^2^^  H — 
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in  der  Form  hervor: 

(b)p[n-\ \-n{n—l)-  •■  {n  —  r -\- 2)  -\- n(n—l)  •  •  ■{n—r-\-l)]y^ 

=  ßnO  +  ßnlTl  +  ßn^y^  +  "  "  *  +  ßn,n-lYn-l- 

Dies  ist  eine  andere  Rekursionsformel  als  die  in  voriger  Nummer 
aufgestellte. 

Zur  Vereinfachung  des  Ausdruckes  setzen  wir  nun: 

B^  =  a^n  -\-  ■  ■  •  -\-  a^._in(;n  ~  1)  ■  ■  •  (n  —  r  -\-2) 

+  w('M  —  1)  •  •  •  (w  —  r  +  1), 

B„  =  w  + \-  n{n  -  1)  •  •  •  (n  -  r  +  2) 

-\-  n{n—l)  •  ■  ■  (n  —  r  +  1). 
Dann  nehmen  (4)  und  (5)  die  einfacheren  Formen  an: 

\p^nyn  =  ßnO  +  ßnl?!  +   "  '  "  +  /^n,«-!  7..-1  • 

Nach  Nr.  838  sind  h^Q,  b^^,  ...  &^  „_i  gewisse  ganze 
lineare  homogene  Funktionen  der  Werte  der  Ableitungen  von 
Pq{x),  Pi(^),  .  .  .  P^_i(rr)  für  X  =  0,  und  zwar  sind  die  Koeffi- 
zienten dieser  Funktionen  durchweg  positiv.  Also  sind  ß^^, 
ßnij  ■••  ßnn-1  diejenigen  Funktionen,  die  aus  ihnen  hervor- 
gehen, wenn  man  die  Ableitungen  der  Funktionen  Pq{x), 
Pi(ic),  . . .  P^_i(ic)  für  x  =  0  durch  die  Ableitungen  gleich  hoher 
Ordnung  von  <p{x)  für  x  =  0  ersetzt.  Demnach  gelten  wegen 
der  vorhin  über  diese  Ableitungswerte  gemachten  Schluß- 
folgerung die  Ungleichungen: 

Dabei  sei  noch  angemerkt,  daß  /3,^o,  /J^^j,  •••  /3„„_i  positive 
Konstanten  sind  und  nach  (6)  auch  B,^  positiv  ist. 

Die   positive  Zahl  j)  kann  so  klein   gewählt  werden,  daß: 

(9)  P^n<\Bn\ 

wird.  Zum  Beweise  gehen  wir  davon  aus,  daß  i?„  und  B^ 
nach  (6)  ganze  rationale  Funktionen  r*^"  Grades  von  n  sind 
in  denen  ii''  den  Koeffizienten  Eins  hat.     Deshalb  ist: 

lim  J^  =  1, 

d.  h.  es  gibt  einen  Index  tu  derart,  daß  für  n'^m  stets : 

[840 
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ist,  wenn  0  eine  beliebig  klein  angenommene  positive  Zahl 
vorstellt.  Wird  nun  p  kleiner  als  1  :  (1  +  (?)  gewählt,  so  be- 
steht die  Bedingung  (9)  für  jeden  Index  n  ^  m.  Damit  sie 
auch  für  n  =  1,  2,  .  .  .  m  —  1  gelte,  braucht  man  der  positiven 
Zahl  p  nur  noch  die  m —  1  Bedingungen: 

-^  ^    Bi    '  P  ^    B„_i 

aufzuerlegen,  was  immer  möglich  ist,  weil  dies  eine  begrenzte 
Anzahl  von  Forderungen  ist. 

Nun  folgt  aus  (7)  für  n  =  1: 

also  nach  (8)  und  (9)  auch  |Cil<7i.  Ferner  liefert  (7)  für 
w  =  2: 

^0  +  &2lCi  ,.  ^20-1-^2171 


72 


2  B,         '     ^2  ^B, 

Infolge  von  (8),  (9)  und  |  c^  |  <.  yi  ergibt  sich  hieraus  auch 
JC2I  <  72  7  ^^^-  Mithin  sind  die  absoluten  Beträge  der  Koeffi- 
zienten derjenigen  Entwicklung: 

(10)  y=  1  -\-  c^x  +  c^x^  H , 

die  der  Differentialgleichung  (3)  formal  genügt,  kleiner  als  die 
entsprechenden  durchweg  positiven  Koeffizienten  derjenigen  Ent- 
wicklung: 

^j  =  \  ^  y\x  +  y,x^  -\ , 

die  der  Differentialgleichung  (2)  formal  genügt  und  nach  den 
Ergebnissen  der  vorigen  Nummer  für  la*!  <C  i?  konvergiert. 
Um  so  mehr  ist  also  die  Entwicklung  (10)  für  \x\  <C  R  kon- 
vergent, nach  Satz  10,  Nr.  105,  und  nach  Nr.  362. 

841.  Das  Ergebnis.  Hiernach  können  wir  den  Haupt- 
satz der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  so  aus- 
sprechen: 

Satz  16:  Es  liege  eine  verkürzte  lineare  Bifferentialgleichunff 
r'*'"  Ordnung  für  eine  Fimldion  y  von  x  vor,  und  es  sei  x  =  %. 
eine  Stelle  in  ihrem  ßerciclie  und  zwar  eine  Stelle  der  Bestimmt- 
heit, d.  h.  die  zu  x  =  x^  gehörige  determinierende  Gleichung  sei 
vom  y'*"  und  nicht  von  niedrigerem  Grade.  Insbesondere  bedeute 
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cc  eine  solche  Wurzel  der  determinierenden  Gleichung,  aus  der 
durch  Addition  einer  ganzen  positiven  Zahl  keine  andere  Wurzel 
derselben  determinierenden  Gleichung  hervorgeht.  Dann  gibt  es 
eine  und  nur  eine  Entwicklung  von  der  Form: 

y==(x-  x^Y  [1  +  q  (a:  -  x^)  -^  c^{x  -  x^y  +  •••], 

die  der  Differentialgleichung  formal  genügt,  und  zwar  ist  dabei 
der  Inhalt  der  Klammer  innerhalb  desjenigen  größten  Kreises 
um  Xq  konvergent,  der  nur  reguläre  Stellen  der  Differentialglei- 
chung enthalt,  abgesehen  von  seinem  Mittelpunkte  Xq,  der  regidär 
oder  ein  Pol  sein  kann. 

Der  Kreis  \x  <i  B,  nämlich,  der  in  der  letzten  Nummer 
auftrat,  war  dadurch  charakterisiert,  daß  I^ix),  P^{x),  ... 
-^r-i(^)  innerhalb  des  Kreises  und  auf  seinem  Rande  überall 
monogen  sein  sollten.  Der  Zusammenhang  aber,  in  dem  diese 
r  Funktionen  mit  den  Funktionen  in  der  ursprünglichen  Diffe- 
rentialgleichung : 

(1)   i\{^)y  +  ih{^)y  H 1- Pr-i{^)y^''~^^  +  Pr{^)y^''^  =  o 

stehen  (vgl.  dazu  Nr.  836  und  838),  zeigt,  daß  der  Kreis  \x\<,R 
definiert  werden  kann  als  ein  Kreis,  in  dessen  Innern  und 
auf  dessen  Umfange  Pq{x),  Pi(x),  .  .  -Prix)  durchweg  monogen 
sind,  wenn  von  der  SteUe  x  =  0  selbst  abgesehen  wird.  Diesen 
Kreis  kann  man  so  groß  wählen,  wie  es  hiernach  nur  irgend 
möglich  ist,  und  so  kommt '  man  zu  demjenigen  Kreise,  von 
dem  in  Satz  16  die  Rede  ist,  wenn  man  wieder  x  —  Xq  statt  x 
einführt. 

Wenn  x  =  Xq  insbesondere  eine  reguläre  Stelle  bedeutet, 
ist  pXxo)  +  0  (nach  Nr.  830),  d.  h.  die  Zahl  w^  in  Nr.  836  wird 
gleich  NuU  und  deshalb  q  =  r.  Nach  (2)  in  Nr.  836  werden 
also  Qo^Xq),  q^ix^,  .  .  .  g^_i(:ro)  gleich  Null,  dagegen  q^x^)  oder 
p^ixo)  nicht,  so  daß  die  determinierende  Gleichung  (4)  in 
Nr.  837  die  einfache  Form  hat: 

a(c^  — 1)  •  •  •  (a  — r+1)  =  0. 

Ihre  Wurzeln  sind  a  =  0,  a  =  1,  .  .  .  cc  =  /•  —  1.  Nach  Satz  16 
gibt  es  demnach  zu  a  =  r  —  1  gewiß  eine  Lösung: 

y  =  {x-  x^y-^[l  +  c^{x  -  Xq)  +  c^ix  —  XqY  H ], 

während    der    Satz    für    die    anderen    Wurzeln    versagt.      Wir 
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haben  aber  schon  in  Nr.  834  erkannt,  daß  es  r  partikulare  Lö- 
sungen 9i(a;),  (f^{x\...  (fX^  gibt,  die  bzw.  mit  der  0*''% 
1*"",  ...  (r— 1)'""  Potenz  von  x  —  x^  beginnen.  Demnach  gehört 
doch  zu  jeder  Wuizel  der  determinierenden  Gleichung  eine 
Lösung,  sobald  x^  kein  Pol  ist. 

842.  Eine  besondere  verkürzte  lineare  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung.  Als  Beispiel  zur  Theorie 
wählen  wir  die  Differentialgleichung: 

/^  \  I/O  ~      1       f 

(1)  y  =^ry  ~^y^ 

die  öfters  in  der  mathematischen  Physik  vorkommt.  Darin 
sollen  a  und  h  Konstanten  bedeuten;  insbesondere  sei  &  =^  1. 
Dann  ist  der  Nullpunkt  x  =  0  der  einzige  Pol,  während  alle 
anderen  Stellen  regulär  sind.  In  der  Umgebung  einer  be- 
liebig gewählten  Stelle  Xq  gibt  es  also  zwei  Partikularlösungen^ 
die  als  Reihen  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  x  —  Xq 
fortschreiten,  und  man  kann  ihre  Koeffizienten  in  bekannter 
Weise  bestimmen.  Von  besonderem  Interesse  sind  hier  jedoch 
die  Lösungen  in  der  Umgebung  des  Poles  x  =  0.  Zunüchst 
wird  die  Differentialgleichung  nach  Multiplikation  mit  x  auf 
diejenige  Form: 

(2)  axy  +  {l-l))y'-\-xy"  =  0 

gebracht,  bei  der  nach  (1)  in  Nr.  830: 

Po{^)  =  ^^^1  JPi(^)  =  1  —  &,  p^ipc)  =  X 
ist.  Die  Zahlen  n^,  n^,  n^  (vgl.  Nr.  836)  sind  also  die  Zahlen 
1,  0,  1,  d.  h.  es  muß  q  so  gewählt  werden,  daß  1  +  (>  ^  0, 
p^l,  14-9^2  wird.  Die  kleinste  derartige  ganze  positive 
Zahl  ist  ^  =  1.  Mithin  ergibt  sich  die  in  Nr.  836  aufgestellte 
Normalform  (3)  der  Differentialgleichung  durch  Multiplikation 
von  (2)  mit  x: 

(3)  ax^y  +  (1  -  h)xy  +  x-y"  =  0, 
so  daß: 

q^x)  =  ax^,     q^x)  =  1  —  &,     q^x)  =  1 

wird.  Weil  demnach  ^„(O)  =  0,  ^^(0)  =  1  —  &,  q<^{0)  =  1  ist, 
lautet  die  determinierende  Gleichung  (4)  von  Nr.  837  so: 

(4)  {\-h)a  +  a{a-l)  =  i}. 
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Sie  hat  die  beiden  Wurzeln  a  =  0  und  a  =  b,  und  daher 
ist  der  Pol  x  =  0  eine  Stelle  der  Bestimmtheit.  Der  Satz  16 
der  letzten  Nummer  kann  auf  beide  Wurzeln  nur  dann  an- 
gewandt werden,  ivenn  ilire  Differenz  h  lieine  ganze  Zahl  ist. 
Zur  Aufstellung  der  Rekursionsformel  substituieren  wir  den  Wert: 
y  =  ^"(1  -\-c.^x-{-  Cg^-^  +  •  •  •) 

und  seine  beiden  Ableitungen  y  und  y"  in  (2j  und  setzen 
dann  den  Koeffizienten  von  aj"  +  "~^  gleich  Null.  Es  kommt 
so  für  n  =  \  und  n  =  2: 

(5)  (a  +  l)(&-a-l)q  =  0,     ia^2){h  -  a-2)c^  =^  a, 
dagegen  für  n  >  2: 

(6)  {a  +  n){h- a-n)c^  =  ac^_^. 

Weil  h  keine  ganze  Zahl  sein  soll,  folgt  aus  der  ersten 
Gleichung  (5)  und  aus  der  Rekursionsformel  (6)  sowohl  für 
«  =  0  als  auch  für  a  =  h,  daß  alle  Koeffizienten  c^  mit  un- 
geraden Indizes  i  gleich  Null  sind.  Dagegen  ergibt  sich  im 
Falle  a  =  0  für  n  =  2m  der  Wert: 

g"»         

^2m  —  „j!  2'»(ö  _  2)(&  —  4)  •  •  •  (fe  —  2m)' 

also  die  Lösung: 

^^  ^1  ^b  —  2     1!     ^  (ö  — 2)(&  — 4)       2!  ' 

und  im  Falle  a  =  h  für  n  =  2m  der  Wert: 


"2m        ,„!  (_  2)'«  (&  -I-  2)  (b  +  4)  ■  •  •  (&  +  2w)  ' 
also  die  Lösung: 

Wy2-^[-L        Ö  +  2     1!     "*"  (ö -I- 2)  (& -f  4)        2!  ■■■]■ 

Beide  Lösungen  gelten  in  der  ganzen  Ebene;  die  zweite  aber 
ist  nur  dann  monogen,  wenn  von  x  =  0  aus  eine  Grenzlinie 
gezogen  wird,  die  nicht  überschritten  werden  darf.  Mit- 
hin stellt: 

y  =  Gyyx  +  Q2/2 

mit  den  beiden  willkürlichen  Konstanten  C^  und  Q  die  allge- 
meine Lösung  der  vorgelegten  Differentialgleichung  (1)  dar,  vor- 
ansgesetztj  daß  h  lieine  ganze  Zahl  ist. 
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Die  Fälle,  wo  h  eine  ganze  ungerade  oder  ganze  gerade 
Zahl  ist,  sollen  in  den  beiden  nächsten  Nummern  behandelt 
werden. 

843.  Fortsetzung  des  Beispiels,  erster  Spezialfall. 

Wenn  h  eine  ungerade  ganze  Zahl  bedeutet,  ist  der  Satz  16 
von  Nr.  841  allerdings  für  eine  der  beiden  Wurzeln  a  =  0  und 
a  =  b  der  determinierenden  Gleichung  nicht  mehr  anwendbar 
und  zwar  nicht  für  a  =  0,  wenn  &  >  0  ist,  und  nicht  für 
a  =  h,  wenn  &  <  0  ist.  Dennoch  aber  bleiben  die  in  den  Werten 
von  yi  und  y^  auftretenden  Entwicklungen  auch  für  ungerades 
b  konvergent,  und  da  sie  der  DiflFerentialgleichung  formal  ge- 
nügen, stellen  y^  und  y^  auch  in  diesem  Falle  Partikular- 
lösungen vor  und  zwar  nach  wie  vor  zwei  linear  unabhängige. 
Man  kann  aber  in  dem  vorliegenden  Falle  die  Partikular- 
lösungen auch  auf  einem  anderen  Wege  bestimmen,  den  wir 
in  aller  Kürze  angeben.  Werm  &  =  1  —  2^-  gesetzt  wird,  wo- 
bei h  also  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  lautet  die  Differential- 
gleichung (4)  der  vorigen  Nummer  so: 

(1)  f  +  —  y  +  ay  ^  0. 

Wird  nun  die  neue  unbekannte  Funktion  2  vermöge: 

(2)  y  =  ze'y^'' 

eingeführt,  so  geht  für  ^  die  Differentialgleichung  hervor: 

(3)  x/'  -f  {2iyäx  +  2k)/  +  2i'kYaz=^  0. 

Ist  k  insbesondere  positiv,   so   kann   man  hieraus   einen    wich- 
tigen Schluß  ziehen,  indem  man  die  Gleichung  so  schreibt: 

\xz"  -f  kz]  +  [{2iya X  +  k)z'  +  2ikya z\  =  0. 
Versteht    man    nämlich    unter  z    die   {k — 1)*"  Ableitung   einer 
Funktion  u,  so  kommt: 

[^w(*+i)  -f  ä;m«]  -f  [(C2iYäx  +  k)u^'''^  +  2ai/äw(*--i)J  =  0, 
und  hierbei  ist  der  Inhalt  der  ersten  Klammer  die  7»;*®  Ableitung 
von  XU    und  der  Inhalt  der  zweiten  Klammer  die  A'®  Ableitung 
von  \2iYäx -\- lc)u.     Demnach  muß: 

dJ' [x u  -\-  (2  i^a  x-\-'k)u\ 


sein,  d.  h.: 
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XU  +  {2iYäx  +  k)u  =  Äq  +  A^x  -f-  A.2X^  +  •  •  •  +  A^_^od'-\ 

wobei  Aq,  A^,  .  .  .  A^-^  Konstanten  bedeuten.    Da  wir  nur  eine 

partikulare  Lösung  suchen,  wählen  wir  diese  Konstanten  gleich 

Null  und  erhalten: 

dlnu   ,    ct-^/-   .    k        ^ 
-IT  +  2*V«  +  --0 

oder: 

In  u-\-2i  Ya  x  -\-  Jclnx  =  konst. 

Nimmt   man   die   Konstante   insbesondere    gleich    Null    an,    so 
kommt: 

und  also,  weil  0  die  (k — 1)'®  Ableitung  von  u  bedeutete: 


0  = 


Z^-^x-^-e-2^'^^ 


dx'-"- 
Somit  liefert  (2)  die  Partikularlösung: 


der  vorgelegten  Differentialgleichung  (1).  Da  ]/«  durch  —  ]/« 
ersetzt  werden  darf,  ergibt  sich  noch  eine  zweite  Partikular- 
lösung und  somit  die  allgemeine  Lösung  in  der  Form: 

(4)     2/==Cir/>^-  — --^^ j^c.,e-'y^' 


cix'-'  '     '  dx'-^ 

wobei  C^  und  C2  die  Integrationskonstanten  sind. 

Auch    dann,   wenn   A"   eine   negative   ganze    Zahl    bedeutet, 
läßt  sich   die   allgemeine  Lösung  in  geschlossener  Form   dar- 
stellen.   Man  bemerkt  nämlich,  daß  die  Differentialgleichung  (1), 
falls  darin  die  neue  unbekannte  Funktion  t)  vermöge: 
(5)  y  =  x^-^''\) 

eingeführt  wird,  übergeht  in: 


x 


Diese  Gleichung  ordnet  sich  der  Form  [1)  unter,  indem  jetzt 
an  die  Stelle  von  h  die  Zahl  1  —  !(  tritt,  die  positiv  ist,  wenn 
k  eine  negative  ganze  Zahl  bedeutet.  Demnach  gibt  (4\  wenn 
darin  k  durch  1  —  k  ersetzt  wird,  die  allgemeine  Lösung  \)  der 
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neuen  Differentialgleichung,  und  aus  ihr  gelit  nach  (5)  durch 
Multiplikation  mit  a;^"^^'  die  allgemeine  Lösung: 

dx  dx 

der  vorgelegten  Differentialgleichung  (1)  für  den  Fall  hervor^ 
daß  h  eine  negative  ganze  Zahl  bedeutet. 

Die  gefundenen  Formen  der  allgemeinen  Lösung,  die 
der  Differentialgleichung  (1)  in  voriger  Nummer  zukommen, 
falls  h  eine  ungerade  ganze  Zahl  1  —  2Jc  bedeutet,  gehen  natür- 
lich auch  dadurch  hervor,  daß  man  die  beiden  in  voriger 
Nummer  mit  i/^  und  y^  bezeichneten  partikularen  Lösungen  (7) 
und  (8)  mit  Konstanten  multipliziert  und  addiert. 

844.  Fortsetzung  des  Beispiels,  zweiter  Spezial- 
fall. Schließlich  ist  noch  der  Fall  zu  erledigen,  wo  b  eine  ge- 
rade ganze  ZaJd  bedeutet.  Von  den  beiden  Wurzeln  a  =  0 
und  a  =  h  der  determinierenden  Gleichung  ist  dann  bei  der 
Anwendung  des  Satzes  16  von  Nr.  841  die  erste  oder  zweite 
unbrauchbar,  je  nachdem  ?;  >  0  oder  <  0  ist.  Man  kann  sich 
übrigens  auf  die  zweite  Annahme  Z)  <  0  beschränken.  Denn 
vermöge  der  Substitution: 

y  =  a^z 
geht  die  Differentialgleichung  (1)  von  Nr.  842  über  in: 

„       -6-1    , 

z    = z  —  az, 

X  ' 

d.  h.  in  eine  von  derselben  Form,  wobei  aber  —  6  statt  b  auf- 
tritt. Demnach  nehmen  wir  b  =  —  2h  an,  indem  wir  unter  h 
eine  ganze  positive  Zahl  verstehen,  so  daß  die  Differentialglei- 
chung so  lautet: 

(1)  y  = ^y  -«!/• 

Alsdann  ist  die  Wurzel  a  =  0  der  determinierenden  Gleichung 
zu  brauchen,  d.  h.  die  Entwicklung  (7)  von  y^  in  Nr.  842  gibt 
eine  Partikularlösung: 

i2\    ,,  -  1 ^i—i^  +  "^ (i^)' 

^^)        ^^  2Jc-\-2      11      ^  (2/c  +  2)(2Ä;-f  4)        2! 

Aus  ihr  kann  man  eine  zweite  von  //j  linear  unabhängige 
Partikularlösung  nach  einer  allgemeinen  Methode  gewinnen,  die 
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erst   später   (in  Nr.  847)    erörtert   werden    wird.     Hier   genügt 
es,  wie  folgt  zu  schließen: 

Soll  es  eine  Funktion  u{x)  derart  geben,  daß  auch  y  =  u(x)y^ 
der  Dififerentialgleichung  (1)  genügt,  so  muß  sein: 

u"y^  +  2m'i//  +  uy^'  =  -  — ^^  {u'ij^  +  uy^')  -  auy^. 

Da  aber  nach  (1): 

ist,  heben  sich  die  mit  u  behafteten  Glieder  fort,  und  es  bleibt 
eine  Gleichung,  die  nach  Division  mit  uy^  gibt: 

d\n.u'        ^d\ny^        2 Z;  -|-  1        ^ 
dx  dx  X 

Demnach  darf: 

lnw'  =  -21n^i  -(2l+r)\Q.x, 
d.  h. 

(3)  u  = 


!/iV^+^ 


gewählt  werden.  Die  Partikularlösung  y^  ist  in  der  Umgebung 
von  X  =  0  monogen  und  verschwindet  nicht  für  x  =  0.  Mit- 
hin läßt  sich  1  :  y^^  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  x 
entwickeln.     Also   ergibt   sich   eine  Gleichung  von   der   Form: 

««'  =  Täiri  =  -2§ri  +  Ä  +  •  ■  ■  +  ^  +  ^H 

y^  X  X  X  '*- 

wo  <p{x)  eine  in  der  Umgebung  von  o;  =  0  gültige  Entwick- 
lung nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  x  bedeutet  und  Cq, 
Cj,  ...  Cgj  die  ersten  2^+1  Koeffizienten  in  der  Entwicklung 
von  1  '.y^  sein  sollen. 

Nach  Nr.  635  gibt  die  Integration  längs  eines  Weges  in 
der  Umgebung  von  x  =  0: 

^*=-2fc^"''-2^-i^~''^' '-^^-'^c^^lnx  +  a^ix), 

wobei  co(x)  eine  in  der  Umgebung  von  a;  =  0  gültige  Ent- 
wicklung nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  x  ist.  Mau 
kann  diesen  Wert  so  zusammenfassen: 

(4)  u=^^  +yhix  +  co{x), 

X 

wobei   Y{x)  eine  ganze  rationale  Funktion  2Ä;'®"  Grades  von  x 
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und  y  eine  Konstante  bedeutet.  Die  Differentialgleichung  (1) 
wird  demnach.,  wenn  )nan  w,  noch  mit  y^  multipliziert,  eine 
Lösung  von  der  Form: 

(5)  y,  =  .^1  (-^^  +  r  In  ^')+  ^ 

haben.  Hier  Btellt  ^  abermals  eine  in  der  Umgebung  von  j;  =  0 
gültige  Entwicklung  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  x 
vor.  Diese  Lösung  ist,  weil  In  x  auftritt,  nach  Nr.  636  mono- 
gen, wenn  von  der  Stelle  x  =  0  aus  eine  Grenzlinie  gezogen 
wird,  die  nicht  überschritten  werden  darf,  z.  B.  die  negative 
reelle  Achse. 

Nachdem  das  Vorhandensein  einer  Lösung  von  der  Form  (5) 
feststeht,  wird  man,  Lim  ihre  exakte  Form  zu  finden,  die  Funk- 
tion (5)  in  (1)  statt  p  einführen  und  dann  durch  Koeffizienten- 
vergleichung  die  Werte  der  in  Y{x)  und  z  auftretenden  Kon- 
stanten ermitteln.  Wir  wollen  die  Bechnung  nur  für  den  Fall 
/.  =  0  durchführen.     Alsdann  ist  nach  (2): 

Aus  (4)  folgt  wegen  k  =  0,  daß   Y  =  0  wird,  also  nach  (5) : 

.Va  ==  yPi  1q  a;  +  ^. 
Die  Konstante  y  muß  von  Null  verschieden  angenommen 
werden,  weil  diejenigen  Partikularlösungen,  die  sich  als  Ent- 
wicklungen nach  ganzen  jjositiven  Potenzen  von  x  darstellen 
lassen,  die  Form  konst.  ^j^  haben.  Da  ferner  mit  y^  auch 
konst.  y^  eine  Partikularlösung  sein  muß,  darf  y  =  \  gewählt 
werden.  Demnach  ist  in  der  Differentialgleichung  (1),  die  jetzt 
so  lautet: 

(7)  y"j^l^j^ay==(}, 
die  Substitution: 

(8)  y  -^  y^Xnx  -\-  z 

zu  machen,  wodurch  die  neue  unbekannte  Funktion  s  ein- 
geführt wird,  von  der  wir  von  vornherein  wissen,  daß  sie  sich 
in  der  Umgebung  von  x  =^  0  regulär  verhält.  Die  Differential- 
gleichung für  z  lautet  nun  so: 
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und  weil  y^  der  Ditferentialgleichung  (7)  genügt,  heben  sich 
Ijier  die  mit  In  :r  behafteten  Glieder  fort,  so  daß  bleibt: 

(9)  ,"  +  ^  +  a^  =  -'f. 

Nun  setzen  wir  hierin  eine  Entwicklung: 

(10)  z  =  \  +  \x -^i^y- -\ 

ein.     Da  nach  (6): 

f/^  =  1  +  A^x^  +  A.^x^  4 

ist,  wenn  man: 

rill  A         (-^)"^" 

setzt,  so  zeigt  die  Vergleichung  der  Koeffizienten  gleich  hoher 
Potenzen  von  x  auf  beiden  Seiten  der  Grleichung  (9),  daß  6,, 
&3,  ...  verschwinden.  Daher  macht  man  besser  statt  (10)  die 
Substitution: 

(12)  5  =  ^0  +  ^1^'  +  ^2^*  +  •  •  • 

Alsdann  gibt  die  Vergleichung  der  Koeffizienten  von  :i.^"~^  auf 
beiden  Seiten  der  Gleichung  (9)  die  Reknrsionsformel: 

Weil  nach  (11): 

«  ^        A 

ist,  läßt  sie  sich  so  schreiben: 

n  «  —  1  _2_ 

n  71—1 

und  durch  Addition  aller  dieser  Formeln  bis  zu  irgendeinem 
Index  n  ergibt  sich: 


(1+1+4+...+:). 


B^^B,         /,     ,     1     ,     1 
Ä         A 


Die  Konstante  B^  wird  hierdurch  nicht  bestimmt,  und  sie  kann 
z    B.  gleich  Null  gewählt  werden.     Dann  folgt   mit  Rücksicht 

auf  (11):  (-i)"a'' 


B  = 


(1  +  I  +  ---  +  I) 


2^-4«---(2n)^ 

Nach  (12)  läßt  sich  jetzt  s   bilden    and   darauf  nach  (8)   auch 
die  gesuchte  zweite  Partikularlösung  y^  In  a;  +  ^;  nämlich : 

-   (-ira"a;2"(i-fi-+...+  ^^-) 
i/2  =  !/i  1b  X  -  2j ^^. .  .  :'krCf 
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845.  Darstellung  der  Lösungen  des  Beispiels 
mittels  bestimmter  Integrale.  Wir  wollen  noch  zeigen, 
wie  man  die  Partikularlösungen  der  in  den  letzten  drei  Num- 
mern betrachteten  Differentialgleichung: 

(1)  y  =  -^-  y  -ay 

für  den  Fall,  daß  a  und  h  reelle  Konstanten  sind,  mittels  be- 
stimmter Integrale  darstellen  kann. 

Dabei  schicken  wir  Bemerkungen  über  das  bestimmte 
Integral: 

71 

(2)  q)(n)  =  I  cos^"co  sin"'"«  da 

0 

voraus,  worin  n  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet.  Dies  Inte- 
gral ist  wohldefiniert,  wenn  h  <0  ist.  Für  &  >  0  konvergiert 
es  nach  Satz  11,  Nr.  471,  sobald  h<l  ist.  Wird  also  6  <  1 
angenommen  und  entsprechend  (2)  auch: 

n 
(p(n—l)=  /  cos^"~^03  sin~ '' CO  dco 

0 

gesetzt,  so  gibt  die  Formel  (1)  für  die  teilweise  Integration  in 
Nr.  415  für: 


u  =  -r-  sin"''«,      V  =  cos^"~  Vo  snr 


zunächst : 


n 

(p(n)  =    ^~      /  cos^"~^cj  s'm-^'^-codG)  -{ — '—  q){n) 

0 

oder: 

n 

(l—h)(p(n)  =  (2w— l)^/'cos2"--G3  sm-^  +  ^ (odco, 

0 

also  nach  Addition  von  (2w  —  l)(p(n),  indem  man  cos'^e?  +  sin^oj 
durch  Eins  ersetzt: 

(3)  [{2n-l))(p(n)^{2n-l)(pin-l). 

Nun  ergab  sich  in  Nr.  842  als  Partikularlösung  (7)  unserer 
Differentialgleichung  eine  von  der  Form : 

ii/i  =  1  -f  c^x'  -f  c^x^  H , 

wobei: 

845] 


§  4.   Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen.  471 


a 


war,  vgl.  (6)  ebenda.     Division  mit  der  Grleichiing  (3)  ergibt: 

^2n ^ ^2?t-2 

qp(ji)  2n{2n  —  i)(p{n—iy 

und  aus  dieser  Rekursionsformel  folgt: 

■      c,„    _{-aT     1 
qp(w)  (2w)!    qp(0) 

Da  die  Lösung  y^  mit  einer  Konstanten  multipliziert  werden 
darf,  betrachten  wir  ^{ö)y^  statt  y^.  Diese  Partikularlösung 
liat  alsdann  eine  Entwicklung: 

2/i  =  70  +  ^2^^  +  n^*  +  •  •  •; 
bei  der: 

ist,  und  kann  deshalb  so  geschrieben  werden: 

0 

Wird  hierin  der  Wert  (2)  von  9>(w)  substituiert,  so  kommt: 

7t 

r  ■^^  (l/ —  ax  cos  0))""    •      ,,       7 

0  0 

oder  nach  (1)  in  Nr.  373: 
t 

}/—  a  a;  cos  tu  _i_    —  y"—  a  a;  cos  < 

i/i  =  /  ^^^ sin^^ojdfo. 

0 

Um  eine  zweite  Partikularlösung  y.^  zu  bekommen,  kann 
man  die  Bemerkung  zu  Beginn  von  Nr.  844  benatzen.  Danach 
geht  7/2  hervor,  wenn  man  in  y^  die  Zahl  h  durch  —  h  ersetzt 
imd  dann  die  Funktion  mit  x''  multipliziert: 


71 


^—  axcoBü)  _|_  „— V—  ax costxi 

^2  =  ^  /  ~ % sin*  (oda; 


2 

0 


dies   Integral    ist  jedoch   nur  für   Konstanten    &  >  —  1  zu   ge- 
brauchen.     Die    beiden    Partikularlösungen    y^    und    y.,     sind 
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also    anwendbar,   wenn    b   eine   Konstante   zwischen   —  1    und 
+  1  ist. 

Wenn  a  eine  positive  Konstante  bedeutet,  sind  übrigens 
die  Integrale  nur  scheinbar  komplex,  da  sich  y^  und  y^  nach 
(6)  in  Nr.  373  so  darstellen  lassen: 


Vi 

0 


n 

=  /  cos  (]/«  a;  cos  co)sin~ ''«<?«, 


=  .^/eos(^„-.eos„)si..... 


2/2 

0 

Im    Falle    h  =  0    werden    beide    Partikularlösungen    iden- 
tisch mit: 


/  coB('|/aa;  cosco)^«. 


Da  aber: 


T       V"  —  l/i         r        /"t /~                 \^■      ^  sin*  CO  —  sin"''«  , 
lim  ^-^—•'-^  =  I  cos  (ya  X  cos  co)  lim r da 

1  =  0  ^  J  ^^  6  =  0  ^ 


'="  0 


ist ,    ergibt   sich   im   Falle   &  =  0  noch   die    zweite  Partikular- 
lösung: 


1  cos  (]/« 


X  cos  er)  In  (x  sin-  (o)dG}. 


Man  kann   übrigens    leicht    durch  Anwendung    der    teilweisen 


*o 


Integration  bestätigen,   daß   dies   eine  Lösung  der  Differential- 
gleichung: 

"         y' 

ist. 

846.  Die  spezielle  Riccatische  Gleichung.    Die  Inte- 
gration   der    in    Nr.  719    betrachteten    speziellen    Riccatischen 
Differentialgleichung : 
(1)  y'  +  ay^^  =  hx"" 

läßt  sich   auf  das   in  den  letzten  Nummern   erledigte  Problem 
zurückführen.     Führt  man  nämlich  vermöge: 
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eine  neue  unbekannte  Funktion  z  ein,  d.  h.  setzt  man: 

z  ,        z"        z'- 

^        az^      '^         az       az^' 

SO  geht  die  verkürzte  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung für  z  hervor: 

(2)  /'  =  alx^z. 

Kennt  man  zwei  linear  unabhängige  partikulare  Lösungen  z^ 
und  ^2  "^0^  (2)j  so  daß  C-^z^  +  C^z.^  ihre  allgemeine  Lösung 
mit  den  Litegrationskonstanten  C^  und  Cg  vorstellt,  so  ist: 

W  U        a    C,z,-\-C,z, 

die  allgemeine  Lösung  von  (1).  Sie  enthält  in  der  Tat  nur 
eine  wesentliche  willkürliche  Konstante,  nämlich  den  Quotienten 

Ci  :  Cg. 

Weiterhin  kann  man  die  Differentialgleichung  (2)  auf  die 
in  Nr.  842 — 845  betrachtete  zurückführen,  indem  man  als  neue 
unabhängige  Veränderliche  die  Größe: 

\-  w  + 1 
(4)  t  =  x' 

benutzt.     Denn  dann  geht  hervor: 

^r>.  d-z m         1   dz  iab 


dt^  m-f-2      t    dt    ^    {m-\-2)- 

In  der  Tat  ordnet  sich  diese  Gleichung  der  Differentialglei- 
chung  (1)  in  Nr.  842  unter,  indem  z  und  t  statt  y  und  x  auf- 
treten und  a  und  h  durch 

iab  ,         2 

""  (m  +  2)*  j?r+2 

ersetzt  werden. 

Noch  sei  augemerkt:  Nach  Nr.  842  läßt  sich  die  Diffe- 
rentialgleichung (5)  und  daher  auch  die  Riccatische  Differential- 
gleichung (1)  in  geschlossener  Form  integrieren,  wenn  2  :  (ni  -f  2) 
eine  ungerade  ganze  Zahl  1  —2  Je  bedeutet,   d.  h.  wenn  m  die 

Form  hat: 

ik 

wo  Je  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  vorstellt.  Das- 
selbe ergab  sich  schon  in  Nr.  719,  siehe  (14)  ebenda. 
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§  5.   Nachträge    zur   Theorie    der  linearen    Differential- 
gleichungen. 

847.  Erniedrig-ung  der  Ordnung  mittels  partiku- 
larer Lösungen  der  verkürzten  G-leichung.  Hier  ist  die 
geeignete  Stelle,  um  die  in  Nr.  805  und  806  über  lineare  Diffe- 
rentialgleichungen gemachten  Bemerkungen  nach  einigen  Rich- 
tungen hin  zu  vervollständigen. 

Wie  in  Nr.  805  liege  eine  allgemeine  lineare  Differential- 
gleichung >•*"  Ordnung  vor: 

(1)  y"-^  =  h{x)y  +  f,{x)y  -f  .  •  .  +  fr^My^'-'^  +  F{x), 
Damals  wurde  gezeigt,   daß   man    sie  mittels    der  Methode  der 
Variation    der   Konstanten    integrieren    kann,    sobald    man    die 
allgemeine  Lösung  z  der  zugehörigen  verkürzten  linearen  Diffe- 
rentialgleichung : 

(2)  ^C-)  =  UX)Z  -f  f,{x)z    -f  •  .  •  +  fr^M^^'-'^ 

kennt.    Aber  auch  dann,  wenn  nicht  diese  allgemeine  Lösimg  z, 
sondern  nur  einige  linear  unabhängige  Partikularlösungen 

z  =  (p^{x),  <p^{x),  ...  cpXx) 
von  (2)  bekannt  sind,  kann  man  daraus  für  die  Integration  der 
Diffentialgleichung  (1)  Vorteile  ziehen,  nämlich  die  Ordnung 
der  Gleichung  (1)  um  so  viele  Einheiten  erniedrigen,  als  die  An- 
zahl s  der  bekannten  Partikularlösungen  von  (2)  beträgt;  außer- 
dem treten  dann  noch  s  Quadraturen  auf. 

Wir  verfahren  ähnlich  wie  in  Nr.  805,  indem  wir  die 
Funktion  bilden: 

(3)  y  =  (p^{x)u^{x)  +  (p^{x)u.,{x)  + h  cf>Xx)Us{x). 

Dabei   seien   die  s  Funktionen  u^,  u.^,  ...  m,  von  x  den  s  —  1 
Bedingungen  unterworfen: 

9^1  w/  +  (p.th   + i-  9."/  =  ^; 

9)/«/  +  (f^'u^'  H h  (pju/  =  0, 


(4) 


[(f^r'^u.'i-ip^^-'^u,'  +  •  •  •  +  cpi^-'^u;  =  0, 

während: 

(5)       9p^'-i)m/  +  cf^r'^<  +  •  •  •  +  <p^r'^<  =  i>') 

gesetzt  sei.     Mit  anderen  Worten:  Wenn 
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(6) 


B 


^2 


9s 


Js-l) 


gesetzt  wird  und  D^  die  zum  ^*^°  Elemente  der  letzten  Zeile 
gehörige  Unterdeterminante  bedeutet,  sollen  unter  u^',  u.^,  .  .  . 
u'  die  s  Funktionen  verstanden  werden: 


(7)  <==^^  (i=l,2,...s). 

Die  Determinante  D  ist  ja  von  Null  verschieden,  weil  (p^,  cp^,  .  .  . 
<p^  nach  Voraussetzung  linear  unabhängig  sind  (vgl.  Satz  4, 
Nr.  785).  Über  die  Funktion  1^  von  x  behalten  wir  uns  die 
Yerfügung  vor. 

Für  die  Funktion  y  gelten  nun  nach  (3)  und  mit  Rück- 
sicht auf  (4)  die  Formeln: 

y  =  (fiUi  +  9^2^*2  +  — h  «jp.w,, 

y'  =  cp^'u^  +  ^/wg  H H  (ps'Us, 


(8) 


Dagegen  kommt  mit  Rücksicht  auf  (5): 

(9)  yi-^)  =  cpfu,  +  9)Ww2  +  •  •  •  +  cpfu^  +  Y. 
Differenziert    man    diese    Formel    wiederholt,    indem    man    die 
Werte  (7)  der  Ableitungen  von  u^,  u.^,  -  •  •  u^  benutzt,  so  sieht 
man,  daß  sich  die  höheren  Ableitungen  von  y  so  darstellen: 

(10)  7/(-^-  +  *)  =  (p^l'^^hi^  -f-  (p^i^^hi.^  -\ V  fp^^^^H^  +  «i-; 

wobei  ca^  eine  ganze  lineare  homogene  Funktion  von  Y,Y,...Y^''^ 
ist  mit  solchen  Koeffizienten,  die  bekannte  Funktionen  von  x 
sind,  weil  sie  sich  durch  (p^,  (p^,  .  .  .  (p^  und  ihre  Ableitungen 
ausdrücken.  Insbesondere  tritt  P^^  in  a»^  mit  dem  Koeffizienten 
Eins  auf 

Wir  verlangen  nun,  daß  die  durch  (3)  definierte  Funktion 
y  von  X  die  Differentialgleichung  (1)  erfülle,  und  machen  des- 
halb die  Substitution  der  Werte  (8),  (9)  und  (10)  in  (1).  Da- 
bei ist  ZQ  beachten,  daß  nach  (2): 

W^  =  h^i  +  A^;  +  •  •  ■  +  fr-.^l'-'^       0'=  1;2,  .  .  .  S) 
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ist.  Infolgedessen  heben  sich  in  der  hervorgehenden  Gleichung 
die  mit  u^,  u^,  ■  .  .  u^  behafteten  Glieder  fort,   so    daß   bleibt: 

(11)  03, _.  =  /; Y  +  /;^^«^  +  . . .  +  /;_,_,«_,_,  +  F. 

Weil  nun  ta^,  Wg,  •  •  •  ^r-s  ^^^  vorhin  angegebenen  Formen 
haben,  ist  dies  eine  lineare  Differentialgleichung  von  gerade 
{r  —  s)*^''  Ordnung  für  die  JEunldion  Y. 

Hat  man  ihre  allgemeine  Lösung  Y  als  Funktion  von  x 
und  von  r  —  s  willkürlichen  Konstanten  C^^^,  C'^  +  a?  •  •  •  ^r 
gefunden,  so  folgt  aus  (7): 

(12)  u,  =  J-§  Ydx  +  C,  {i  =1,2,...  s\ 

wobei  die  Quadraturen  von  bestimmten  unteren  Grenzen  an  aus- 
zuführen sind  und  C^,  C^,  .  .  .  C\  willkürliche  Konstanten  be- 
deuten.    Nach  (3)  ist  alsdann: 

(13)  2/  =  ^  ^./§  Ydx  +  ^  "Pi  ^i 

1  1 

eine  Lösung  der  vorgelegten  Differentialgleichung  (1). 

Sie  enthält  allerdings  r  willkürliche  Konstanten  C^,  Og,  .  .  . 
(/.,  von  denen  die  r  —  s  letzten  in  Y  auftreten.  Aber  daraus 
darf  man  nur  dann  folgern,  daß  sie  die  allgemeine  Lösung 
von  (1)  ist,  wenn  die  für  y,  y',  ■  •  •  V''"^^  hervorgehenden  Werte 
voneinander  hinsichtlich  C^,  C^,  .  .  .  C^  unabhängig  sind.  Dies 
läßt  sich  so  beAveisen:  Für  y  und  die  Ableitungen  y ,  y",  .  .  . 
^('■-^)  gelten  die  Gleichungen  (8),  (9)  und  (10).  Die  ersten  s 
Gleichungen  (8)  sind  wegen  D  =^  0  nach  6\,  C^,  .  ■  .  C^  auflös- 
bar. Da  diese  s  Konstanten  nur  in  u^,u,^,  .  .  .  u^  auftreten,  eli- 
miniert man  sie,  indem  man  ti^,  u.^,  . . .  u^  aus  den  s  Gleichungen 
(8)  berechnet  und  in  die  übrigen  Gleichungen  einsetzt.  Die 
verbleibenden  r  —  s  Gleichungen  haben  nun  die  Form: 

y'''  =  Ao  +  r, 

2/(-'  +  i)  =  A, +  «1, 


(14) 


worin  A^,  X^,  ...  A,._^._^  von  y,  y',  ...  y'"^)  und  von  cp^,  cp^,  .  .  . 
(f^  sowie  den  Ableitungen  der  Funktionen  cp  bis  zur  (s  —  l)*''"Ord- 
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nung  abhängen,  also  jedenfalls  von  aUen  willkürlichen  Kon- 
stanten frei  sind.  Die  nach  der  Elimination  von  6\,  C^,  >  •  •  0^ 
übrig  gebliebenen  r  —  s  Gleichungen  (14)  enthalten  also  die 
r  —  s  willkürlichen  Konstanten  C^_^^,C^^^,  ...  C^  nur  noch  in 
Y,  Oy,  .  .  .  aj,_^_^.  Da  nun  a^  allgemein  als  höchste  Ableitung 
von  1"  die  ¥^  mit  dem  Koeffizienten  Eins  linear  enthält,  lassen 
sich  die  Gleichungen  (14)  nach  Y,  Y,  ...  y('--«-i)  auflösen. 
Aber  Y,  T,  .  .  .  T^'-'-^)  sind  hinsichtlich  C^^^,  C^;^,  .  .  .  C^ 
voneinander  unabhängig,  weil  Y  die  allgemeine  Lösung  der 
linearen  Differentialgleichung  (r  —  s)*®""  Ordnung  (11)  bedeutet. 
Mithin  sind  die  Gleichungen  (14)  nact  0^^^,  C'^  +  o?  •  •  •  ^r 
auflösbar,  was  allein  noch  zu  beweisen  war. 

Somit  gilt  der 

Satz  17:  Die  Integration  einer  allgemeinen  linearen  Dijfe- 
rentidlgleiclnmg  r*^''  Ordnung  verlangt,  falls  scJion  s  (<  r)  linear 
unabhängige  PartiJcularlösungen  der  zugehörigen  verkürzten  Glei- 
chung helannt  sind,  nur  noch  die  Integration  einer  linearen 
Differentialgleichung  (r  —  5)'^''  Ordnung  und  s  Quadraturen. 

Da  die  Funktionen  o^,  cog,  .  •  •  e3^_,  in  Y,  Y',  .  .  .  Y^''~^'> 
linear  und  homogen  sind,  erkennt  man,  daß  die  DifPerential- 
gleichung  (11)  eine  verkürzte  ist,  wenn  F  verschwindet. 
Demnach  schließen  wir: 

Satz  18:  Die  Integration  einer  verkürzten  linearen  Diffe- 
rentialgleichung r"^''  Ordnung  verlangt,  falls  schon  s  (<  r)  linear 
unabhängige  Partikularlösungen  von  ihr  bekannt  sind,  nur  twch 
die  Integration  einer  verkürzten  linearen  Differentialgleichung 
(r  —  sj^''  Ordnung  und  s  Quadraturen. 

Beispiel:  Liegt  eine  allgemeine  lineare  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  vor: 

(15)  y"  =  U^)y  +  f\{^)y  +  F(x) 

und  kennt  man  eine  Partikularlösung  ^  =  g){x)  der  zugehörigen 
verkürzten  Gleichung: 

^"  =/o(^)^  +  A(*>'; 

so  kommt  die  Integration  nach  Satz  17  auf  die  einer  linearen 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  zurück,  die  aber  nach 
Nr.  716  durch  Quadraturen  geleistet  werden  kann.  Demnach 
sind  in   diesem   Falle   überhaupt  nur  Quadraturen   erforderlich. 
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Wie  sich  hier  die  allgemeine  Methode  darstellt,  sei  noch  kurz 
angegeben:  Nach  (3)  wird  y  =  cpu  gesetzt  und  nach  (5): 
(16)  (pu  =  Y. 

Nach  (9)  ist  nun,  weil  jetzt  s  =  1    angenommen  werden  muß: 

y  =  cp'u  +  Y. 
Hieraus  folgt  durch  Differentiation  mit  Rücksicht  auf  (16): 

y"  =  g,"M  +  (p'u    +   r'  =  (p"u  +    ^'   T  +  F. 

Setzt  man  die  Werte  von  y,  y  und  y"  in  (15)  ein,  so  heben 
sich  die  mit  u  behafteten  Glieder  fort,  und  es  kommt  für  Y 
die  lineare  Differentialgleichung  erster  Ordnung: 

r  =  (/;-^)r  +  J-. 

Hat  man  sie  nach  Nr.  716  mittels  zweier  Quadraturen  vollständig 
integriert,  wobei  eine  willkürliche  Konstante  Cg  auftritt,  so 
wird  mittels  einer  Quadratur  nach  (16)  noch: 


=   /  —  dx  -\-  G. 


berechnet  und  schließlich  y  =  (pu  gebildet. 

Ein  anderes  Beispiel  hierzu  werden  wir  in  Nr.  850  bringen. 

848.*)  Ableitung  desselben  Ergebnisses  mittels  in- 
finitesimaler Transformationen.  Wenn  wieder  die  lineare 
Differentialgleichung  r'"  Ordnung: 

(1)      ^W  =  f,{x)y  +  f\ix)y'  +  •  •  •  +  fr.^(x)y^'-'^  +  F{x) 
vorliegt  und  s  linear  unabhängige  Partikularlösungen  q)^,  cp^,  .  .  . 
g)^  der  zugehörigen  verkürzten  linearen  Differentialgleichung: 

(2)       ^w  =  f,{x)0  +  f,{x)/  +  •  •  •  +  /;_i(^)^('-^) 

bekannt  sind,  ist  zunächst  Ciq)^{x)  eine  Lösung  von  (2),  wie 
auch  die  Konstante  C^  gewählt  sein  mag.  Nach  Satz  11  von 
Nr.  805  ist  mit  y  also  auch  stets  y -^  C^tp^x)  eine  Lösung 
von  (1).     Aber  die  Gleichungen: 

(n)  x  =  x,    y  =  y -{- t(pi{x) 

stellen  eine  eingliedrige  Gruppe  dar  (vgl.  Nr.  731  u.  734),  denn 
wenn  man  nacheinander  ansetzt: 


*)  Diese  Nummer  kann  überschlagen  werden. 
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x^  =  x,,    2/2  =  ^1  +  ^2^1(^1), 
gibt    die   Elimination    von  x^   und  x.2   aus    den    beiden   letzten 
Gleichungen  mittels  der  beiden  ersten: 

^2  =  ^,   y-i  =  y  +  (h  +  ^2)  fpi  (^), 

und  diese  Gleichungen  haben  wieder  die  allgemeine  Form  (3). 
Da  X  bei  der  eingliedrigen  Gruppe  (3)  ungeäudert  bleibt,  kann 
man  also  sagen:  Jede  Lösung  y  von  (1)  gebt  bei  allen  Trans- 
formationen der  eingliedrigen  Gruppe  wieder  in  Lösungen 
von  (1)  über.  Die  Differentialgleichung  (1)  gestattet  deshalb  die 
infinitesimale  Transformation  einer  Gruppe,  deren  Symbol  ist: 

Uf=-cp^{x)^^, 

indem  hier  |  =  0  und  )]  =  q)x{x)  wird.  Nach  (3)  in  Nr.  811 
wird  1}^  =  (piix),  so  daß  man  zur  Berechnung  der  Differential- 
invarianten Jq  und  Jj  von  nullter  und  erster  Ordnung  nach  (2) 
ebenda  das  System  hat: 

dx         dy  dy' 

dem  ofiFenbar  die  Integi-ale: 

J^  =  x,     J^  =  y'  -^y 

zukommen.  Indem  man  Jq  und  J^  als  neue  unabhängige  und 
abhängige  Veränderliche  einführt,  muß  sich  daher  die  Diffe- 
rentialgleichung (1)  auf  eine  von  nur  noch  (r  —  If^^  Ordnung 
reduzieren,  nach  Nr.  813.  Da  Jq  gleich  x  selbst  ist,  heißt  dies, 
daß  man  nur  eine  neue  abhängige  Veränderliche: 

rA\  ^         '       ^1'  '  c^lnqo, 

(4)  ^  =  ^-^^  =  ^  -^-rfoT 

statt  y  einzuführen  braucht.  Weil  sich  l)',  l)",  ..xf'~'^'>  hiernach 
als  lineare  homogene  ganze  Funktionen  von  //,  y',  .  .  .  y'^''^  dar- 
stellen, leuchtet  ein,  daß  die  für  \)  hervorgehende  Differential- 
gleichung (>•  —  1)*"'  Ordnung  wieder  linear  sein  muß  und 
übrigens  dasselbe  letzte  Glied  F{x)  hat. 

Zuerst  lag   die   lineare  Differentialgleichung  r*^"^  Ordnung 
für  y  vor,  und  es  war  uns  bekannt,  daß  mit  y  auch  stets 
y  +  C^cpj,{x)  +  C^ip^ix)  +  •  ■  •  -f  C^tPsix) 
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eine  Lösung  von  ihr  ist,  wie  auch  die  Konstanten  C^,  C'g,  .  .  . 
C^  gewählt  sein  mögen.  Jetzt  gilt  Entsprechendes:  Für  ^  liegt 
eine  lineare  Differentialgleichung  (r — 1)'®'  Ordnung  vor,  und  aus 
(4)  folgt,  daß  mit  l)  auch: 

y  +  C.cp,'  +  • . .  +  C,9>;  -  ^'  (2/  +  ^i9i  +  •  •  •  +  C,<p,) 

oder  also: 

eine  Lösung  von  ihr  ist.  Demnach  treten  hier  an  die  Stelle  von 
y,  r  und  s  die  Bezeichnungen  l),  r  —  1  und  s  —  1  und  an  die 
Stelle   der  s  Funktionen  ^pj,  g^g?  •  ■  •  9^s  ^^i®  s  —  1  Funktionen: 

,  d  In  qp,  ,  ,  d  In  qp, 


Sie  sind  wiederum  linear  unabhängig.  Sonst  nämlich  müßte 
es  s  —  1  nicht  sämtlich  verschwindende  Konstanten  Cg,  Cg,  .  .  . 
c^  derart  geben,  daß: 

C2t2  H \-  c,^,  =  0 

wäre,  woraus  sofort  folgen  würde: 

dln(cs,qpa  H hc^qp.s)  ^  dlncp^ 

dx  dx     ' 

d.  h.: 

^2  9^2  + 1-  ^.9^.  =  konst.  9?^, 

was  nicht  sein  kann,  weil  cp^,  cp^,  ...  (f^  nach  Voraussetzung 
linear  unabhängig  sind. 

Mithin  liegt  jetzt  genau  dieselbe  Problemstellung  wie  zu 
Anfang  vor,  nur  sind  die  Zahlen  r  und  s  um  je  eine  Einheit 
verringert.  Daher  kann  derselbe  Schluß  wiederholt  werden, 
d.  h.  wenn  man  entsprechend  (4)  jetzt: 

i  =  '^-^  ~dl- 

als  neue  unbekannte  Funktion  einführt,  geht  für  5  eine  lineare 
Differentialgleichung  (r  —  2)''"'  Ordnung  hervor,  usw.  Lisgesamt 
kann  man  .s-mal  dieselbe  Schlußfolgerung  machen.  Schließlich 
gelangt  man  dann  zu  einer  linearen  Differentialgleichung 
(r  —  s)**""  Ordnung.  Dies  Verfahren  führt  demnach  zu  dem- 
selben Ergebnisse  wie  das  in  voriger  Nummer,  zumal  man 
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Schritt  für  Schritt  dasselbe  letzte  Glied  F{x)  bei  der  Diffe- 
rentialgleichung wieder  bekommt. 

849.  Die  Determinante  bei  einer  verkürzten  linearen 
Differentialgleichung.  Es  sei  jetzt  eine  verkürzte  lineare 
Differentialgleichung  r'"'  Ordnung  vorgelegt: 

(1)         y^'^  =  fo(^)y  +  /;  {^)y'  +  •  •  •  +  fr-i{^)y^'-'\ 

und  es  mögen  y^,  y2  •  •  •  yr  gerade  r  linear  unabhängige  Parti- 
kularlösungen sein,  aus  denen  sich  also  die  allgemeine  Lösung 
linear  mit  willkürlichen  konstanten  Koeffizienten  zusammen- 
setzen läßt.    Nach  Satz  4,  Nr.  785,  ist  alsdann  die  Determinante: 


B 


2/i 

yi 


y^ 
y^ 


^(-i)2,(r-i) 


y)^ 


(r-l) 


von  Null  verschieden.  Die  Ableitung  von  D  ergibt  sich  als 
die  Summe  derjenigen  r  Determinanten,  von  denen  jede  wie 
D  selbst  gebaut  ist,  abgesehen  davon,  daß  die  Elemente  je 
einer  Zeile  durch  die  Ableitungen  dieser  Elemente  zu  ersetzen 
sind.  Die  r  —  1  ersten  Determinanten  haben  zwei  aufeinander 
folgende  gleiche  Zeilen  und  verschwinden,  so  daß  bleibt: 


dB 

dx 


yi     y^ 


y^[-'¥r''- 
y'(^    yP  • 


yr 
yP 


Aber  nach  (1)  ist: 

?//'•)  =  foyi  +  fiy:  +  •  •  •  +  fr-iyl''-'^      ('  =  i,  2, . . .  /•)• 

Werden  diese  Werte  in  die  letzte  Zeile  eingesetzt,    so  kommt 
einfach: 

dx        l'-i-^i 
woraus  folgt: 

(2)  D  =  konst.  €' 

Demnach  gilt  der 
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Satz  19:  Sind  yi,  y^,  •  •  ■  Vr  ge^rade  r  linear  unabhängige 
Partihdarlösungen  der  verkürzten  linearen  Differentialgleichung 
r'*''  Ordnung: 

y^'^  =  ü{^)y  +  f,ip)y  +  •  •  •  +  fr-i{^)y^'"'\ 

so  ist: 

yi     y2   ■■■   yr 

y\     y%    ■■■  yr        ,     ^   ffr-i(x)dx 

=  konst.  e 

yt-'¥r'^  ■•■y^r-'^ ! 

Hiervon  machen  wir  nach  Sturm  eine  Anwendung  auf  eine 
verkürzte  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung: 

(3)  y"  =  foi^)y  -\-fiix)y, 

wobei  wir  annehmen,  daß  /'o(a;)  und  fi{x)  reelle  Funktionen 
seien.  Es  mögen  y^  und  y^  zwei  linear  unabhängige  reelle 
Partikularlösungen  bedeuten.     Dann  ist  nach  dem  Satze: 

J'/i{x)dx 

(4)  y^y^  -2/2^1'=  konst.  e 

Die  ExponentiaKunktion  ist  positiv;  folglich  hat  y^^y^'  —  y^yx 
immer  dasselbe  Vorzeichen,  vorausgesetzt,  daß  man  sich  auf 
ein  Intervall  für  x  beschränkt,  in  dem  f^ix)  stetig  ist.  In 
demselben  Intervalle  soU  auch  f^ix)  stetig  sein.  Dann  ver- 
schwinden y^  und  y^  an  keiner  Stelle  zugleich,  denn  sonst 
gilt  dasselbe  nach  (3)  von  y",  also  auch  von  y"  usw.,  weil 
die  höheren  Ableitungen  von  y  aus  (3)  durch  wiederholte 
Differentiationen  hervorgehen.  Um  einen  bestimmten  Fall  vor 
Augen  zu  haben,  nehmen  wir  die  Konstante  in  (4)  positiv  an, 
so  daß  stets: 

y^y^  -  y^yi  >  o 

ist.  Ferner  seien  x  ==  a  und  a;  =  &  >  a  zwei  Stellen,  an  denen 
y^  verschwindet;  doch  soll  y^  dazwischen  nirgends  gleich  Null 
sein.  Für  x  =  a  und  x  =  h  ergibt  sich  dann  f/.,  y^  <  0,  und 
dabei  ist  y^'  +  0.  Nun  aber  hat  y^'  für  x  ==  a  und  für  x  =  h 
verschiedene  Vorzeichen,  weil  y^  von  x  =  a  bis  x  =  h  entweder 
zunächst  wächst  und  zuletzt  abnimmt  oder  umgekehrt  zunächst 
abnimmt  und  zuletzt  wächst.  Mithin  hat  y^  für  x  =  a  und 
X  =  h  verschiedene  Vorzeichen,  d.  h.  zwischen  a  und  h  liegt 
eine  Stelle,  wo  y^  verschwindet. 
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So  ergibt  sich  überhaupt:  Die  Stellen,  wo  t/^  und  y^  gleich 
Null  werden,  folgen  abwechselnd  aufeinander. 

850.  Anwendung  der  Integrationsmethode,  die  bei 
konstanten  Koeffizienten  gilt,  auf  einen  anderen  Fall. 

Nach  Satz  13,  Nr.  806,  läßt  sich  eine  verkürzte  lineare  Diffe- 
rentialgleichung r*'^''  Ordnung: 

(1)  i/'-)  =  a,y  +  a.^i'  +  a,if  +  •  •  •  +  «,_i^('-^) 

mit  konstanten  Koeffizienten  stets  mittels  Exponentialfunktionen 
integrieren.  Dabei  braucht  man  die  Wurzeln  q  der  charakte- 
ristischen Gleichung: 

(2)  q'  =  «0 -f  «j ^  +  a2()2 H -\-  a^_iQ''-\ 

Ist  z.  B.  eine  m-fache  Wurzel  q  vorhanden,  so  sind: 

m  linear  unabhängige  Partikularlösungen.  Demnach  wird  die 
Gleichung  (1)  befriedigt,  wenn  man  darin  die  Funktion: 

(3)  2/  =  (^0+  q^  +  •  •  •  +  c^_i^"'-')e^" 

mit  willkürlichen  konstanten  Koeffizienten  Cq,  q,  .  .  .  c„j_j  sub- 
stituiert. 

Wir  lenken  hier  die  besondere  Aufmerksamkeit  darauf, 
in  welcher  Weise  diese  Befriedigung  der  Gleichung  (1)  zu- 
stande kommt:  Vermöge  der  Substitution  (3)  werden  beide 
Seiten  von  (1)  linear  und  homogen  in  c^,  q,  .  .  .  c,„_i.  Die 
mit  irgendeinem  c-  behafteten  Glieder  auf  beiden  Seiten  der 
Gleichung  sind  ferner  rationale  ganze  Funktionen  von  x,  und 
die  mit  derselben  Potenz  von  x  und  mit  demselben  c,-  behaf- 
teten  Glieder  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  stimmen  deshalb 
überein,  weil  q  eine  ?w-fache  Wurzel  der  Gleichung  (2)  ist. 
Hieraus  läßt  sich  ein  neuer  Schluß  ziehen: 
Es  liege  eine  verkürzte  lineare  Difi'erentialgleichung  r^^ 
Ordnung: 

(4)  y^'^  =  fo(x)y  +  f,{x)y+  •■■+  fr-x{^)y^'-'^ 

vor,  deren  Koeffizienten  nicht  konstant  sind.  Entsprechend  (2) 
sei  die  Gleichung  für  q  gebildet: 

(5)  Q'-  =  fo(x)  +  f,{x)Q  -f  •  •  •  +  f^^MQ'-'. 

Im    allgemeinen    wird    sie    keine    konstante    Wurzel    q    haben. 
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Wenn  sie  aber  eine  etwa  w-fache  konstante  Wurzel  q  hat,  folgt 
wie  vorher,  daß 

e?^,  a;e?%  .  .  .  a;'"-^e?^ 
m  linear  unabhänge  Partikularlösungen  sind. 

Dieser  Schluß  ist  jedoch  nidd  statthaft  für  eine  von  x  ab- 
hängige Wurzel  Q,  weil  dann  die  Ableitung  von  e?^  nicht  mehr 
einfach  Qe^""  ist. 

Der  soeben  gekennzeichnete  Fall  tritt  in  der  Tat  zuweilen 
ein,  und  dann  kann  man,  weil  m  linear  unabhängige  Parti- 
kularlösungen bekannt  sind,  die  Ordnung  der  Diffentialgleichung 
nach  Nr.  847  um  7n  Einheiten  erniedrigen. 

Beispiel:  Bei  der  verkürzten  linearen  Differentialgleichung 
vierter  Ordnung: 

(6)  y^=-xy  +  {^x+  \)y'  -  3  (^  +  l)y" -^{x  +  3)y" 
lautet  die  Gleichung  (5)  so: 

{q-1)\q-x)==^0 
und   hat   daher   die    dreifache    konstante   Wurzel   (>  =  1.     Man 
kennt  also  die  drei  Partikularlösungen: 

(7)  qPi  =  e^,  9^2  =  xe",  cp^  =  x^e\ 

Nach  der  Methode  in  Nr.  847  läßt  sich  daher  die  Ordnung 
der  Differentialgleichung  um  drei  Einheiten  erniedrigen,  d.  h. 
man  kommt  zu  einer  verkürzten  linearen  Differentialgleichung 
erster  Ordnung.  Sie  läßt  sich  durch  eine  Quadratur  erledigen. 
Nach  (6)  in  Nr.  847  ist: 


D 


und: 


Ix  x^ 

1     1  +  X        2x  -\-  x^ 
1     2  +  X     2  -\-Ax-\-x^ 


=  2e 


Sx 


also  nach  (7)  ebenda: 

(8)  ti^  =^e-^Y,  U-;  =  -  xe-^  Y,  <  =  \  er^  Y. 

Nun  setzen  wir  nach  (9)  in  Nr.  847,  weil  s  =  3  ist: 

und  erhalten  hieraus   durch   Differentiation   mit   Rücksicht  auf 

(7)  und  (8):  ■ 
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Nach  (10)  in  Nr.  847  ist  also  a^  gleich  3  T  +  F,  so  daß  die 
Differentialgleichung  (11)  in  Nr.  847  hier  so  lautet: 

3r+  r'  =  (a;+3)r. 


Mithin  kommt: 


=  X     oder    Y  =  C.e^ 


dx  ^ 

wobei  C^  eine  willkürliche  Konstante  bedeutet.  Nach  (12)  und 
(13)  in  Nr.  847  lautet  deshalb  die  allgemeine  Lösung  der 
Differentialgleichung  (6)  so: 

y  =  C^€^\—  \  x^e^         dx  —  xlxe'^         dx-\-  —  x'^te^         dx 

(T  0  0 

+  (,C^  +  C,x  +  C,x')e. 

Hier  sind  C\,  C'^,  C^  die  drei  übrigen  Integrationskonstanten. 
Man  kann  die  drei  Quadraturen  in  eine  zusammenfassen,  nach- 
dem man  die  Veränderliche  unter  dem  Integralzeichen  etwa 
mit  2  statt  X  benannt  hat.  Wenn  man  außerdem  eine  andere 
Konstante  C^  einführt,  kommt  schließlich: 

y^e'\_C^+C^x+  C,x'  +  C,f(x  -  zy^^'~^'\^ . 

0 

851.  Nicht  verkürzte  lineare Differeutialgleichuug'eii 
mit  konstanten  Koeffizienten.  Wenn  eine  lineare  Diffe- 
rentialgleichung r'^''  Ordnung: 

(1)  y«  =  a,y  +  a,y  +  • .  •  +  a^_,y^'- ^)  +  F{x) 

vorliegt,  in  der  a^,  a^,  ...  ay_i  konstant  sind,  läßt  sich  die 
zugehörige  verkürzte  Gleichung: 

(2)  .       ^W  =  «0^  +  «,/  +  •  •  .  +  o,._,z^'-') 

nach  Nr.  806  vollständig  integrieren.  Sind  (p^,  (p^,  ...  cp^  die 
somit  bekannten  r  linear  unabhängigen  Lösungen  von  (2),  so 
kann  man  nach  der  in  Nr.  805  entwickelten  Methode  der  Va- 
riation der  Konstanten  die  allgemeine  Lösung  von  (1)  durch 
Quadraturen  ermitteln. 

Wenn  z.  B.  die  charakteristische  Gleichuns: 

(3)  ?'■  =  «0  +  «1?  H \-  (^r-lQ'~ ^ 
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von  (2)  lauter  verschiedene  Wurzeln  Qi,  Q^)  •  ■  •  Qr  ^^^>  ^^^• 
(p^  =  e?i^,  (p^  =  Q^'^j  ...  (p^=  e^r^. 

Nach  (7)  in  Nr.  805  setzt  man: 
1       1     ...     1 

QX        Q2      ■  ■  ■      Qr 


D  = 


QI-'Q'^-'   ■■■Qr"' 


g(?i  +  ?i  +  --  +  ?r)»-. 


Die  hierin  auftretende  Determinante  ist  bekanntlich  gleich  dem 
Produkte  aller  Qi  —  Qk,  wobei  i<]c  ist,  und  für  die  Unterdeter- 
minauten  D^,  D^,  .  .  .  D^  der  Elemente  der  letzten  Zeile  von  D 
gilt  Ähnliches.     Daraus  folgt  z.  B.: 

D,^  e^ 

-D   ~~  (pi  —  Qi)  (pi  —  es)  •  •  •  (Pi  —Qr)' 

also  nach  (8)  in  Nr.  805: 

"^^  ^-^^  ^  (ci  -  qI)  (Pi  -  es)  •  •'^'=^-) ' 
wobei  das  Integral  von   einer  bestimmten  unteren   Grenze    an 
genommen   werden  kann.     Der  hierin  auftretende  Nenner  läßt 
sich  kürzer  schreiben.     Setzt  man  nämlich: 


(4) 
so  ist: 

daher: 
also: 


c(p)  =  {q  —  Qi)  (q  —  ^2)  •  ■  -{q  —  9r)} 


«'(?l)  =  (Qi  —  Q2)  (Qi  -Q3)  ■  ■■  (Qi  -  ?r); 

Entsprechende  Werte  gehen  für  tsi^)}  ■  •  •  ^r(^)  hervor,   so  daß 
die  allgemeine  Lösung  von  (1)  nach  (9)  in  Nr.  805  so  lautet: 

(5)  tl  =  2/  ^i^^''-^  +^^^(^/^(^)^"'^'^^'^^' 

1  1 

Dabei  sind  C^,  C^,  .  .  .  C^  die  Integrationskonstanten. 

Man    kaim    auch    für    den  Fall,    wo    die   charakteristische 

Gleichung  (3)   mehrfache  Wurzeln  hat,   den  Ausdruck  für  die 
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allgemeine  Lösung  von  (1)  entwickeln,  doch  verzichten  wir  darauf 
Man  kommt  in  jedem  einzelnen  Falle  nach  der  in  Nr.  805  an- 
gegebenen Methode  zum  Ziele. 

852.  Eine  besondere  lineare  DiiTerentialgleichung. 

Vorgelegt  sei  die  lineare  Differentialgleichung  r^"^  Ordnung: 

(1 )     y'' + s#-p  r- "  +  ■  ■  ■  +  ^^^r  y  -  F(x), 

worin  a,  h,  Ä^,  A^,  .  .  .  A^  Konstanten  bedeuten  und  y^^^  mit 
dem  Divisor  (aiC  +  &X~*  behaftet  sein  soll. 

Diese  Gleichung  läßt  sich  in  eine  mit  konstanten  Koeffi- 
zienten verwandeln,  also  nach  Nr.  806  vollständig  integrieren^ 
indem  man  vermöge: 

(2)  ax  +  })  =  €* 

die  neue  unabhängige  Veränderliche  t  einführt,  denn  es  kommt: 

,  a       dy        ,, a*        A^*2/       ^%\ 

y  ^  o^+ö  dt'    y    ^  {ax+by-  [l^t-  ~  li)    ^^^^' 

Es  ist  indessen  nicht  nötig,  diese  Transformation  wirklich 
auszuführen.  Man  kann  nämlich  die  allgemeine  Lösung  der 
zugehörigen  verkürzten  Gleichung: 

(3)  ^W  +  ^---  ^('-1)  +  ••■  +  ,    -^-^  ^  =  0 

so  gewinnen:  Würde  man  hierin  t  statt  x  als  unabhänge  Ver- 
änderliche  einführen,  so  ginge  eine  verkürzte  lineare  Differential- 
gleichung r'''''  Ordnung  mit  konstanten  Koeffizienten  hervor, 
die  also  Parikularlösungen  von  der  Form 

hätte,  wenn  q  eine  m-fache  Wurzel  der  charakteristischen  Glei- 
chung wäre.  Nach  (2)  müßte  also  die  Gleichung  (3j  Parti- 
kularlösungen von  der  Form: 

(a X -1-  ly,  {ax  +  ly  In iax  +  &),...,  (aa; -f  ly  In'"- ^ {ax^h) 
haben.     Man  wird    also   von  vornherein   darauf  ausgehen,   alle 
Partikularlösungen  von  (3)  von  der  Form: 
z  =  (rta;  +  &>'ln"(ait;-  +  &) 
zu  bestimmen,   indem  man  diesen  Wert  direkt  in  (3)  einsetzt. 
Nachdem  so  (3)  vollständig    integriert  worden   ist,    kann    man 
nach    der    in    Nr.  805    angegebenen    Methode    die    allgemeine 
Lösung  von  (1)  durch  Quadraturen  bestimmen. 
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Beispiel:  Die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung: 
(4)  x'^/'  -(2a-  l)xz'  +  a^z  =  0, 

worin  a  konstant  sein  soll,  gehört  zu  denen  von  der  Form  (3), 
indem  aa:+  &  hier  gleich  x  ist.     Man  setzt  deshalb 

z  =  x^  In"  X 
in  (4)  ein  und  erhält,  da  der  Faktor  x^'\n"~'^x  herausfällt: 

{Q  —  uyhi?x  +  2n{Q  —  a)\\\x  -\-  n(n—  1)  =  0. 
Diese  Gleichung  kann   aber  nur  dann  bestehen,   wenn  einzeln: 

{Q  —  ay  =  0,     n{Q  —  cc)  =  0,     n(n—l)  =  0 
ist.     Demnach  muß   p  =  a  und  w  =  0   oder  =  1  sein,   so  daß 
x"  und  a;"ln:r  die  beiden  Partikularlösungen  sind  und 

2  =  (Ol  +  Cg  In  x)x'' 
die  allgemeine  Lösung  von  (4)  mit  den  Integrationskonstanten 
Cj  und  C^  vorstellt. 
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Siebentes  Kapitel. 

Systeme  erster  Ordnung  von  linearen  partiellen 
Differentialgleiclinngen. 


§  1.  Theorie  einer  linearen  partiellen  Differentialgleichung^ 
erster  Ordnung. 

853.  Homogene  lineare  partielle  DifTerentialglei- 
chungeu  erster  Ordnung.  Die  Aufgabe,  eine  partielle  Dif- 
ferentialgleichung zu  integrieren,  sucht  man  auf  die  Aufgabe 
zurückzuführen,  ein  System  von  gewöhnlichen  Differentialglei- 
chungen zu  integrieren,  denn  auf  ein  solches  System  kann  man 
die  bisher  entwickelten  Theorien  anwenden.  Wir  beginnen  mit 
der  Betrachtung  der  einfachsten,  nämlich  der  linearen  partiellen 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 

Sind  iCj,  x^,  ...  x^^  die  n  unabhängigen  Veränderlichen,, 
während  z  eine  noch  unbekannte  Funktion  von  ihnen  bedeuten 
soll,  so  heißt  eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung- 
für  z  (vgl.  Nr.  669)  insbesondere  linear,  wenn  sie  auf  die  Form: 

a^{X^,X^,  .  .  .  ä;,,,  ^)  ^-^     -+■■■•+  ^,A^O'^2J  •  •  •  ^n;  ^)  ^^ 

=  p  [X^ ,  X2,  ■  ■ .  x^,  z) 

gebracht  werden  kann,  in  der  cc^,  ...  «,^  und  ß  gegebene  Funk- 
tionen von  x^,  X2,  .  .  .  a;„  und  von  z  sind. 

Insbesondere  heißt  die  lineare  partielle  Differentialglei- 
chung erster  Ordnung  homogen,  wenn  erstens  ß  =  0  ist,  also 
die  Ableitungen  von  z  homogen  auftreten,  und  ziveitens  a^, 
«2,  •  ■  ■  o^n  ^^^  ^^"  ^1?  ^2  7  ■  •  •  ^nj  ^-  ^-  >^icht  voii  z  abhängen. 
Eine  lineare  homogene  Differentialgleichung  erster  Ordnung  für 
eine  Funktion  z  von  n  Veränderlichen  hat  also  die  allgemeine 
Form: 

rssa 
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worin  or^,  a^,.  ..a^  gegehene  Funktionen  von  x^,x^,.  ..x^  allein  sind. 

Unter  dem  Bereiche  der  Differentialgleichung  (1)  wird  ein 
Variabilitätsbereicli  verstanden,  innerhalb  dessen  a^,  a^,  .  ■  .  a^ 
monogene  Funktionen  der  n  komplexen  Veränderlichen  x^fX^y.Xj^ 
sind.  Eine  Funktion  2  von  x^,  x^,  .  .  .  x^^,  die  sich  innerhalb 
des  Bereiches  oder  eines  Teiles  des  Bereiches  regulär  verhält 
und  die  Gleichung  (1)  für  alle  erlaubten  Werte  der  n  Ver- 
änderlichen x^,  x^,  .  .  ■  Xj^  befriedigt,  heißt  eine  Lösung  von  (1). 
Da  aber  insbesondere  jede  Konstante  2  die  Gleichung  (1)  be- 
friedigt, wird  noch  hinzuzufügen  sein,  daß  die  Lösung  z  nicht 
bloß  eine  Konstante  sein  soll. 

Um  die  Existenz  der  Lösungen  zu  beweisen  und  zu  zeigen, 
wie  man  sie  findet,  erinnern  wir  an  die  Betrachtungen  in  Nr.  762 
über  die  Integrale  eines  Systems  erster  Ordnung  von  gewöhn- 
lichen Differentialgleichungen  und  insbesondere  an  Satz  1  jener 
Nummer,  der  im  komplexen  Bereiche  im  wesentlichen  gerade 
so  wie  damals  zu  beweisen  ist.  Benutzen  wir  als  das  dort  be- 
trachtete System  insbesondere  dieses: 

ßj  (^1  1  ^2  )   •  •  •  ^n)  <^ä  (^1  ?  ^2  )   •  •  •  ^ji)  ^n  C'^l  1  ^2  »   •  •  •  •^ii) 

das  sich  ja  z,  B.  in  der  Form: 

Cd)  =    ^  (i  =  2  3  ...n) 

als  System  erster  Ordnung  von  n  —  1  gewöhnlichen  Differen- 
tialgleichungen für  X2,x^,.  ..x^  schreiben  läßt,  falls  etwa  cc^=^0 
ist,  so  folgt,  daß  die  Integrale  f  des  Systems  identisch  sind  mit 
den   Lösungen  z   der   linearen  homogenen  partiellen  Differen- 


tialgleichung : 


dz  a^    dz     .  .    cc„    dz    p. 

dxi        «i  dx^  «1  dx„  ' 


die  durch  Multiplikation  mit  a^  in  die  vorgelegte  lineare  homo- 
gene partielle  Differentialgleichung  (1)  übergeht.  Wenn  man 
von  denjenigen  unter  Umständen  vorhandenen  SteUeu  im  Be- 
reiche absieht,  wo  alle  n  Koeffizienten  a^,  a._,,  .  .  .  cc^  der  Glei- 
chung (1)  verschwinden,  ist  die  Voraussetzung  cci=j=0  unwesent- 
lich, da  dann  wenigstens  einer  der  Koeffizienten,  etwa  a-,  von 
S!>»1 
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Null  verschieden  ist  und  also  x^  an  Stelle  von  x^  benutzt 
werden  kann. 

Die  Existenz  von  Integralen  des  Systems  (3)  ist  im  Falle 
reeller  Veränderlicher  und  Funktionen  in  Nr.  762  bewiesen 
worden,  und  im  komplexen  Bereiche  ist  der  Beweis  im  wesent- 
lichen gerade  so  zu  führen,  weil  in  diesem  Falle  beim  Systeme 

(3)  die  Sätze  11  und  12  von  Nr.  824,  825  über  die  Existenz 
von  Lösungensystemen  gelten.  Dabei  ist  Satz  13  von  Nr.  826 
heranzuziehen,  da  die  Lösungensysteme  nach  den  Anfangs  werten 
aufzulösen  sind,  wenn  man  die  Litegi-ale  des  Systems  (3)  ge- 
winnen will.     Also  gilt 

Sats  1:  Sind  or^,  a^,  .  .  .  a^^  solche  Futiktionen  der  n  Jcom- 
plexen  Veränderlichen  x^,  X2,  .  .  .  x^,  die  sich  in  einem  Varia- 
hilitätsbereiche  regulär  verhalten,  so  hat  die  lineare  homogene 
partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung: 

a^{x^,x,^,...  x^)  ^^  4-  cc^X^i,x^_,  ■•■X„)^^-\ h  ccjjx^,x^,  ...xj  ^^-  =  0 

in  der  Umgebung  einer  jeden  Stelle  des  Bereiches,  wo  nicht  alle 
n  Funktionen  a^^,  a^,  .  .  .  a,^  verschivinden ,  solche  Lösungen  0,  die 
sich  ebenda  regidär  verhalten.  Diese  Lösungen  sind  identisch 
mit  den  sich  regulär  verhaltenden  Lntegralen  eines  Systems  erster 
Ordnung  von  n—1  gewöhnlichen  Differentialgleichungen,  das  sich 
in  symmetrischer  Form  als  System  von  totalen  Differentialglei- 
chungen so  darstellt: 

dx^ __  dx^  dXj, 

u^  (Ä-'j ,  Xj ,  ...  x'^  j        a,  (x^ ,  x^j  ...  x^^)  an  {x^ ,  Xj ,  ...  a;„) 

Dies  System  erster  Ordnung  von  gewöhnlichen  Differen- 
tialgleichungen hat  nach  Nr.  762  gerade  n  —  1  unabhängige 
Integrale  ro^,  co^,  .  .  .  (o^_^,  die  monogene  Funktionen  von  x-^, 
X2,  ...  ä;„  sind;  und  jedes  andere  Integral  ist  eine  Funktion 
von  Wj,  cog,  .  •  •  (^n-i  3'llGiii«  Demnach  sind  die  Lösungen  z 
der  vorgelegten  linearen  homogenen  partiellen  Differentialglei- 
chung (1)  die  Funktionen: 

(4)  z==f{cO^,   (O2,    ..  .    C5„_i) 

von  »1,  co^,  ...  fo„_i  allein.  Dabei  ist  die  Funktion  f  soweit 
willkürlich  zu  wählen,  als  sie  noch  regulär  bleibt.  Mithin 
gilt  der 
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Satz  2:  Eine  lineare  homogene  partielle  Diff'erentialylci- 
chung  für  eine  Fmiktion  z  von  n  unabhängigen  Veränderlichen 

^j,   Xg,   .  .   .    -t„. 

«1  (x^^x^, ...xj~i-a,{xi,x^,... x^)  g^^  +  •  •  •  +  «„(^1, 2^2, . . . xj  .-^^^  = 

Jiat  gerade  n  —  1  voneinander  unabhängige  Lösungen;  alle  an- 
deren Lösungen  sind  ivillkürliche  Funktionen  von  ihnen. 

854.  Lineare  partielle  Differeutialgleichungeii 
erster  Ordnung.  Nunmelir  betrachten  wir  eiue  allgemeine 
lineare  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung  für  eine 
unbekannte    Funktion  z   von    n   unabhängigen    Veränderlichen 

Xi,   0/2,    •  •  •    ^„' 

(1)  a^{x^,  0^2,  .  .  .  rr„;  ^)  ^  +  •  •  •  +  «„(a^i,  x^,...  x^^,  z)  ^-^ 

=^  ß{x^,  X.2,  .  .  .  x^,  z). 

Dabei  bedeuten  cc^,  o;^,  ...  «„  und  ß  gegebene  Funktionen  von. 
x^,  x^,  .  .  .  x^  und  auch  von  z,  und  sie  sollen  sich  in  einem 
gewissen  Variabilitätsbereiche,  dem  Bereiche  der  Differential- 
gleichung {!),  regulär  verhalten. 

In  der  Umgebung  einer  Stelle: 

(2)  x^  =  a^,  x^^a^,  ..  .  x^=  a„,  z  =- b 

des  Bereiches  sei  z  eine  solche  reguläre  Funktion  von  x^^. 
x^,  ...  x^,  die  an  der  Stelle  (a^,  «2?  •  •  •  %t)  ^^^  ^^^^^  ^  ^^*'-  ^^^ 
heißt  eine  Lösung  vou  (1),  falls  die  Gleichung  (1)  durch  diese 
Funktion  für  alle  Werte  von  x^,  x.^,  ...  x„  in  der  Umgebung 
der  Stelle  (%,  «gj  •  •  •  ^n)  befriedigt  wird.  Da  die  Koeffizienten 
a^,  «2,  .  .  .  a„  und  ß  auch  von  z  abhängen,  ist  es  denkbar,  daß 
diese  w  +  1  Funktionen  für  eine  Lösung  z  sämtlich  verschwin- 
den. Umgekehrt:  Wenn  a^,  a^,  ...  c:„  und  ß  für  eine  Funk- 
tion z  von  x^,  x^,  ...  x„  sämtlich  gleich  Null  werden,  befriedigte 
z  offenbar  die  Gleichung  (1).  Derartige  Lösungen  heißen  singulär; 
ihre  Berechnung  erfordert  nur  Eliminationen  und  Substitutionen. 
Ausdrücklich  sei  bemerkt:  Wenn  z  eine  Lösung  von  (1)  ist, 
für  die  a^,  a^,  .  .  .  a„  verschwinden,  ist  für  sie  auch  /^  =  0, 
d.  h.  man  hat  es  dann  mit  einer  singulären  Lösung  zu  tun. 

Nun  möge  ein  bestimmtes  Wertsystem  x^,  x^^,  •  •  •  ^„^  -s'o 
in  der  Umgebung  der  Stelle  (2)  gewählt  sein,  und  es  bedeute 
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f  eine  Funktion  von  x^,  x^,  .  .  .  x^  und  z,  die  sich  in  der  Um- 
gebung der  Stelle  regulär  verhält,  aber  nicht  frei  von  z  ist. 
Nach  Satz  13,  Nr.  826,  definiert  alsdann  die  Gleichung: 

implizite  eine  in  der  Umgebung  der  Stelle  {x^'^,  x^^,  .  .  .  x^) 
reguläre  Funktion  z  von  x.^^,  x.^,  .  .  .  .i\^,  die  an  dieser  Stelle 
selbst  den  Wert  z^  annimmt.  Wir  werfen  die  Frage  auf,  unter 
welchen  Bedingungen  diese  Funktion  z  eine  Lösung  von  (1)  ist. 
Da  aus  (3)  durch  partielle  Differentiation  nach  x^.  folgt: 

(4)  l/:  +  L^ii  =  0     oder-     l^=.-K.^I 
^  ^  dxj^   '    dz  dxj.  dXf.  dxf.    dz 

und  ff:oz=^0  ist,  gibt  die  Substitution  der  Wei-te  der  partiellen 
Ableitungen  von  z  in  (1)  die  Bedingung: 

(5)  a^[x^,  x^,  .  .  .  x^,  z)  ^—  +  •  ■  •  +  «^„(-^u  ^2;  ■  ■  ■  ^«?  •^)  ^if 

+  ß(x„x„...x„,z)^^  =  0. 

Es  ist  demnach  zu  verlangen,  daß  sie  infolge  von  (3)  bestehe. 

Soll  dies  gelten,  wie  man  auch  die  Anfangswerte  rc^",  x^^, . ..x^ 

nnd  Zq  in  der  Umgebung  der  Stelle  (2)  wählen  mag,  d.  h.  soll: 

(6)  f{x^,x^,...x^,z)  =  C 

für  beliebige  Werte  der  Konstante  C  in  der  Umgebung  des- 
jenigen Wertes,  den  f  an  der  Stelle  (2)  erhält,  eine  Lösung  z 
von  (1)  definieren,  so  muß  die  Gleichung  (5)  an  sich  und  nicht 
bloß  infolge  von  (6)  bestehen,  weil  durch  (6)  nur  die  in  (5) 
gar  nicht  vorkommende  willkürliche  Größe  C  eingeführt  wird. 
Die  Forderung  (5)  ist  aber  nichts  anderes  als  eine  Jiomogene 
lineare  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung  für  eine 
Funktion  f  der  w-f  1  Veränderlichen  x^,  x^,  . ..  x„  und  z,  wenn 
man  alle  n  -\- 1  Veränderliche  als  unabhängig  betrachtet. 

Die  Bedingung  dafür,  daß  f  =  honst,  lauter  Lösungen  z 
der  vorgelegten  linearen  Differentialgleichung  (1)  mit  n  unab- 
hängigen Veränderlichen  x^,  x^,  .  .  .  x^  definiere ,  besteht  demnach 
darin,  daß  f  eine  Lösung  der  homogenen  linearen  Differentidl- 
gleichung  (5)  mit  n-\-l  unabhängigen  Veränderlichen  x^^,  x^,  ...  x„ 
und  z  sein  muß. 
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Dieser  Schluß  ist  umkelirbar.  Bedeutet  nämlich  f  eine 
solche  Lösung  der  homogenen  Gleichung  (5),  die  sich  in  der 
Umgebung  der  Stelle  (2)  regulär  verhält  und  überdies  nicht 
frei  von  z  ist,  so  definiert  (6)  oder  (3)  lauter  Funktionen  z^ 
für  die  die  Gleichungen  (4)  bestehen,  so  daß  die  daraus  folgen- 
den Werte: 

1^  =  -!-^^  (k=l,2,...n) 

oxj^  dz  ox^  ^  '    '         ' 

in  (5)   substituiert  werden   können,   wodurch  dann  in  der  Tat 

wieder    die    ursprünglich    vorgelegte    Diiferentialgleichung   (1) 

für  z  hervorgeht. 

Man  könnte  also  sagen,  daß  die  Differentialgleichungen 
(1)  und  (5)  einander  äquivalent  sind,  wenn  nicht  noch  der 
folgende  Einwand  zu  erheben  wäre:  Der  Schluß  von  (1)  auf 
(5)  war  nur  dadurch  möglich,  daß  wir  die  Konstaute  Q  in  (6) 
willkürlich  ließen.  Es  ist  aber  denkbar,  daß  die  Differential- 
gleichung (1)  eine  Lösung  z  hat,  die  nicht  zu  einer  Scliar  von 
solchen  Lösungen  z  gehört,  die  man  durch  eine  Gleichung  (6) 
mit  einer  willkürlichen  Konstante  C  definieren  kann.  Wir  wer- 
den aber  nunmehr  zeigen,  daß  derartige  Lösungen  z  von  (1)  nur 
singulare  Lösungen  sein  können. 

Der  homogenen  linearen  partiellen  Differentialgleichung 
(5),  in  der  man  x^,  x^,  .  .  .  x^^  und  z  als  w-fl  unabhängige 
Veränderliche  aufzufassen  hat,  kommt  nach  voriger  Nummer 
gerade  derselbe  Bereich  wie  der  vorgelegten  linearen  partiellen 
Differentialgleichung  (1)  zu.  Nach  Satz  2  der  vorigen  Nummer 
hat  sie  gerade  n  voneinander  unabhängige  Lösungen: 

C0^{Xi,X2,  ...X„,Z),    a32(*i,^2j  •  •  •  ^n>  ^)>  '  •  '  ««(^l;^2;  •  ■  •  ^n>  ^)  > 

die  sich  in  der  Umgebung  der  Stelle  (2)  regulär  verhalten,  so 
daß  in  dieser  Umgebung  für  alle  Werte  von  x^,  x^,  ■  .  ■  x^  und 
z  die  n  Gleichungen: 

(7)  ^^  1^^  +  c.,  |^^>  .  . .  4-  «„  1^  +  /3  ^  =  0 

^  ■'  1  dx^    '      2  ga^g    '  "  dx^       ^  dz 

ii=l,2,...n) 
bestehen.  Unter  z  sei  nun  eine  Lösung  von  (1)  verstanden, 
die  ebenfalls  in  jener  Umgebung  existiert  und  sich  als  Funk- 
tion von  x^,  X2,  .  .  .  x^,  regulär  verhält.  Setzt  man  sie  in  (7) 
überall  für  z  ein,  so  bestehen  die  Gleichungen  (7)  nach  wie 
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vor.  Aber  dann  wird  die  vollständige  partielle  Ableitung  von 
ta^  nach  x^  diese: 

ff:  +  |"'|^,      (i=l,2,...„;i=l,2,....). 

Gerade  diese  Größen  treten  nun  auf,  wenn  man  zu  den  Glei- 
chungen (7)  die  mit  dco^ic^  multiplizierte  Gleichung  (1)  addiert, 
indem  dann  hervorgeht: 

(i=l,2,...n). 
Hier  liegen  nun  n  in   den   Koeffizienten  cc^,  a^,  ...  a^  lineare 
homogene  Gleichungen  vor.   Ist  die  benutzte  Lösung  z  von  (1) 
nicht  singulär,  so  sind  a^,  o:.,;  •  •  •  ^n  Glicht  sämtlich  gleich  NuU. 
Folglich  muß  die  Determinante: 

3wj-       ^(ä^  dz 

~dx^        dz  dXf. 

i  =  1,2,  .  .  .  n 
h=l,2,  ...n 

verschwinden.  Dies  aber  ist  nichts  anderes  als  die  Funktional- 
determinante von  a^,  a^,  ...  o^  hinsichtlich  x^,  x^,  ...  x^^  für 
den  Fall,  daß  man  z  m  a^,  co^,  .  .  .  w,^  als  eine  Funktion  von 
x^,  x^,  .  .  .  x^  auffaßt. 

Wenn  also  a^,  cog,  •  •  •  a^  solche  n  Lösungen  von  (5) 
bedeuten,  die  sich  in  der  Umgebung  der  Stelle  (2)  regulär 
verhalten  und  als  Funktionen  der  n  -\-  1  Veränderlichen  x-^^, 
x^,  ...  x,^^  und  z  voneinander  unabhängig  sind,  werden  sie  von- 
einander abhängig,  sobald  man  in  ihnen  unter  z  eine  ebenda 
sich  regulär  verhaltende  Lösung  von  (1)  substituiert,  voraus- 
gesetzt, daß  dies  keine  singulare  Lösung  von  (1)  ist.  Dies  aber 
bedeutet,  daß  alle  in  der  Umgebung  der  Stelle  (2)  existieren- 
den und  sich  regulär  verhaltenden  Lösungen  von  (1)  durch 
Gleichungen  zwischen  co^,  «2,  .  .  •  «„  definiert  werden.  Z.  B.  sei 
die  Stelle  (x^^,  .  .  .  x^,  z^  in  der  Umgebung  der  Stelle  (2)  ge- 
wählt, und  es  bedeute  z  eine  Lösung  von  (1),  die  für  x-^  =  x^^, . . . 
x^  =  x^  den  Wert  Zq  annimmt.  Außerdem  mögen  w^,  Wg,  •  •  •  «„ 
an  der  Stelle  (x^^,  .  .  .  rr/,  Zq)  die  Werte  cDj°,  Wg",  •  ■  •  oo^  haben. 
Alsdann  wird  eine  Gleichung: 
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F(«,,  «„  .  .  .  «J  =  F(«,o,  «,«,  .  .  .  «„0) 
existieren,  die  von  der  Lösung  z  befriedigt  wird.  Ihre  linke 
Seite  ist  als  Funktion  von  w^,  cog,  .  .  .  w,,  allein  für  aUe  Werte 
von  Xy,  x^^  .  .  .  x^^  und  z  in  der  Umgebung  der  Stelle  (2)  eine 
Lösung  f  der  homogenen  linearen  partiellen  Differentialglei- 
chung (5),  und  wenn  sie  für  x^  =  x^,  .  .  .  x^  =  x^,  z  =  Zq  den 
Wert  C  hat,  kann  man  also  schreiben: 

/  [X^,  x^,  .  .  .  x^^,  z)  =  C 
Damit  sind  wir  aufs  neue  zur  Gleichung  (6)  gelangt. 

Die  Äquivalenz  zwischen  der  Gleichung  (1)  und  der  Glei- 
chung (5)  besteht  demnach  in  der  Tat,  sobald  man  von  den 
singulären  Lösungen  von  (1)  absieht.     Mithin  gilt  der 

Satz  3:  Die  Bestimmung  aller  nicht  singulären  Lösungen 
einer  linearen  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  für 
eine  Function  z  von  n  unabhängigen  Veränderlichen  x^,  x^,.  ..x^^: 

(  \  ^^  j-        j-      (  \  ^^ 

CCliX^,  X.2,  ■  ■  •  X^,  Z)  ^^-  -!-•••  +  <^„(,^i;  ^2>  •  •  •  ^ny  ^)  ^X 
=  ß[Xi,  X^,.  ■  .  X^,  Z) 

Jcommt  zurüch  auf  die  Bestimmung  aller  Lösungen  der  homo- 
genen linearen  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  für 
eine  Funktion  f  der  w  -f  1  als  unabhängig  betrachteten  Veränder- 
lichen Xi,  x^,  .  ■  .  x^  und  z: 


+  ß{X„  X^,  .  .  .  x,^,  z)/^  =  0, 


a^{x^,  x^,...  a;„,  ^)  ^  H h  cc^ix^,  x,^,  .  .  .  x^,  z)  ^ 


indem  die  Lösungen  z  der  ersten  Gleichung  definiert  werden  durch: 

f{xi,  x^,  .  .  .  x^,  z)  =  konst., 
falls  f  irgend  eine  Lösung  der  zweiten  Gleichung  bedeutet. 

Infolge  von  Satz  1  der  vorigen  Nummer  ist  hiermit  zu- 
gleich der  Beiveis  für  die  Existenz  der  Lösungen  z  der  vor- 
gelegten linearen  Differentialgleichung  (1)  geliefert. 

Es  sei  besonders  darauf  aufmerksam  gemacht,  daß  die 
Funktion  /3  in  (1)  auf  der  rechten,  dagegen  in  (5)  auf  der 
linken  Seite  steht.  Ferner  weisen  wir  darauf  hin,  daß  eine  Diffe- 
rentialgleichung (1),  in  der  /3  =  0  ist: 

(8)      a^ix^,  a^a,  .  • .  a;„,  ^)  ^  +  •  •  •  +  «„K,  x,^,...x^,  z)  ^-J-^  =  0 
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nicJit  zu  den  in  voriger  Nummer  betrachteten  homogenen  Glei- 
chungen gehört,  es  sei  denn,  daß  «j,  ...  a^^  sämtlich  von  z 
frei  sind.  Enthält  wenigstens  einer  der  Koeffizienten  noch  z^ 
so  muß  man  vielmehr  die  Gleichung  (8)  nach  Satz  3  in  die 
äquivalente  homogene  Gleichung: 

(9)    a^ {x^,  ^2, .  .  .  x^,  z)^--\ +  «„(*'i,  3^2,  ..  .  x^,z)  ^^  -  0 

verwandeln,  worin  f  als  Funktion  von  x^,  X2,...x^  und  2  be- 
trachtet wird.  Ihre  Integration  kommt  nach  Satz  1  der  vorigen 
Nummer  auf  die  des  Systems: 

zurück,  und  dies  System  hat  außer  z  noch  n — 1  unabhängige 
Integrale  cj^,  033,  .  .  .  cj^^_^,  die  X-^,  x.^,  .  .  .  x^  und  z  enthalten. 
Alsdann  ergeben  sich  die  Lösungen  von  (8)  durch  Auflösung 
der  Gleichungen  von  der  Form: 

F{(x)^,  ög,  .  •  .  «„_!,  ^)  =  konst. 
nach  z,  wobei  also  zu  beachten  ist,  daß  z  auch  in  w^,  «2,  .  •  . 
**3„_i  vorkommt. 

855.  Homogene  Funktionen.  Indem  wir  zwei  ein- 
fache Beispiele  zu  den  Entwicklungen  der  beiden  letzten  Para- 
graphen bringen,  werden  wir  zugleich  instand  gesetzt,  den 
Eulerschen  Satz  9  über  homogene  Funktionen  in  Nr.  91  zu  ver- 
vollständigen.   Wir  betrachten  nacheinander  folgende  Beispiele: 

1.  Beispiel:    Es  ist: 
/i\  dz     .  dz  dz        r\ 

eine  homogene  lineare  partielle  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung. Nach  Satz  1  von  Nr.  853  kommt  ihre  Integration  zurück 
auf  die  des  Systems: 

dxj^  dx.j,  dx„ 

^1    ~   ^i  ~  "^  ' 

von  dem  offenbar  rr^  :  x^,  x^  :  x^,  .  .  .  x^_^  :  x,^  gerade  n—1  un- 
abhängige Integrale  sind.  Demnach  sind  die  Lösungen  von  (1) 
die  Funktionen  von  der  Form: 

z  =  f(^^     ^    ...  ^^>>-:^\ 
d.  h.  die  homogenen  FunMionen  nullten  Grades. 
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2.  Beispiel:    Die  lineare  partielle  Ditferentialgleichimg : 

/o\  dz    .  dz    .  ,  cz 

worin  m  eine  von  Null  verschiedene  Konstante  bedeute,  ist 
nicM  homogen.  Nach  Satz  o  ist  sie  aber  der  homogenen 
linearen  partiellen  Differentialgleichung  für  f: 

1  dx^    '      ^  dx^  "  cx,^  dz 

äquivalent.  Diese  wieder  kommt  nach  Satz  1  von  Nr.  853,  worin 
0  durch  /'  und  x^,  x^,  .  .  .  rr„  durch  x^,  x^,  .  .  .  x^^  und  0  zu 
ersetzen  sind,  auf  das  System: 

dx^        dx^  dx^        dz 

zurück.     Es  hat  die  n  unabhängigen  Integrale: 

^1       ^         _  _    •^n  —  1         ^    _ 

Folglich  gehen  die  Lösungen  von  (2)  aus  den  Gleichungen 
von  der  Form: 

TT  (^     ^     ...  ^n-l       ^  \  __  Q 

durch  Auflösunof  nach  z  hervor  und  sind  also  diese: 


^n  I    \        ,  ,    •  •  •  )  } 


wobei  f  eine  willkürliche  Funktion  bedeutet.  Dies  aber  sind 
die  Jwmogenen  Funldionen  m^^^  Grades  von  x^,  x^,  .  .  .  x^.  Singu- 
lare Lösungen  hat  die  Gleichung  (2)  nicht,  da  die  Funktionen 
a^  =  x^,  ...  a,j  =  x^^  und  ß  =  mz  nicht  sämtlich  für  eine  Funk- 
tion 2  von  x^,  x^,  .  .  .  Xj^  verschwinden. 

Der  Satz  9  über  homogene  Funktionen  in  Nr.  91  läßt  sich 
folglich  so  vervollständigen: 

Satz  4:  Eine  Funldion  z  von  n  Veränderlichen  x^,  x^,.  ..x„ 
ist  dann  und  nur  dann  eine  homogene  Funldion  m'*"  Grades, 
wenn  sie  eine  Lösung  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung 
erster  Ordnung  ist: 

dz  dz  ^^  _ 

Xf   r~    -  -j-  Xn  75 —  ~r  ■  ■  ■  ~r  ^7,  s"      —  VyiZ, 
^  (ix^  ^  ?x^  "  r.i)j 

856.  Geometrische  Deutung  einer  linearen  par- 
tiellen Differentialgleichung  erster  Ordnung  mit  zwei 
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unabhängigen  Veränderlichen.  Die  Betrachtungen  in  Nr.  853 
und  854  hätten  auch  im  reellen  Gebiete  durchgeführt  werden 
können.  Man  hätte  alsdann  statt  der  sich  regulär  verhalten- 
den Funktionen  solche  reelle  Funktionen  von  reellen  Veränder- 
lichen annehmen  müssen,  die  nebst  ihren  partiellen  Ableitungen 
erster  Ordnung  stetig  sind.  Eine  entsprechende  Bemerkung 
gilt  auch  für  spätere  Stellen.  Es  wäre  ermüdend,  jedesmal  die 
Beweisführung  im  reellen  Gebiete  zu  wiederholen.  Überall, 
wo  wir  geometrische  Deutungen  vornehmen,  beschränken  wir 
uns  stillschweigend  auf  das  reelle  Gebiet.  Man  könnte  aber 
auch  die  geometrischen  Begriffe  mittels  ihrer  analytischen  Be- 
stimmungsstücke im  imaginären  Gebiete  definieren  und  folglich 
beibehalten. 

Liegt  eine  lineare  partielle  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung mit  zwei  unabhängigen  Veränderlichen  vor,  so  wird  es 
sich  empfehlen,  x  und  y  statt  x^  und  x^  zu  schreiben.  Alsdann 
kann  man  x,  y  und  die  Lösungen  z  als  rechtwinklige  Koordi- 
naten im  Räume  deuten.  Jede  Lösung  z  =  (pix,  y)  der  linearen 
partiellen  Differentialgleichung: 

(1)  a{x,  y,  z)  J^  -f  ß{x,  y,  z)  -^~  =  y(x,  y,  z) 

wird  nun  durch  eine  Fläche  dargestellt,  die  man  eine  Integral- 
flache  von  (1)  nennt.  Stellt  man  eine  Schar  von  Integralflächen 
durch  eine  nicht  nach  z  aufgelöste  Gleichung: 

f(x,  y,  z)  =  konst. 
dar,  so  lassen  sich  die  Schlüsse  in  Nr.  854  wiederholen.    Demi 
dann  kommt: 

dx       dz  dx  '  dy        dz  dy  ' 

und  die  Substitution  der  hieraus  folgenden  Werte  von  dz  :  dx 
und  dz  :  cy  in  (1)  führt  zur  zugehörigen  homogenen  linearen 
Differentialgleichung  erster  Ordnung: 

(2)  a[^x,  y,^)§l  +  ß{x,  y,^)§~  +  rix,  y,  z)  |{  =  0 

für  eine  Funktion  f  der  drei  unabhängigen  Veränderlichen 
X,  y,  z.  Ebenso  ist  der  umgekehrte  Schluß  von  (2)  auf  (1) 
leicht  zu  wiederholen.    Dabei  haben  nur  solche  Lösungen  f  von 
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(2)  Bedeutung,  die  nicht  frei  von  z  sind,  d.  h.  /'=konst.  darf 
keine  Schar  von  Zylindern  parallel  der  ^-Achse  vorstellen. 

Werden  die  Ableitungen  von  z  nach  x  und  y  mit  jp  und  q^ 
bezeichnet  (wie  in  Nr.  85),  so  kommt  statt  (1): 

(3)  a{x,  y,  z)p  +  ß{x,  y,  z)  q  -  y{x,y,z)  =  (d. 

Die  Tangentenebene  eines  Punktes  31  oder  (x,y,s)  einer  Integral- 
tiäche  hat  in  den  laufenden  Koordinaten  j,  t;,  §  nach  (5)  in 
Nr.  253  die  Gleichung: 

(4)  {^-^)p  +  (^-y)q-(i-^)-o. 

Diese  Gleichung  stellt  andererseits  irgend  eine  Ebene  durch  den 
Punkt  M  dar,  wenn  j>  und  q  irgend  welche  Werte  haben  (wobei 
nur  von   den  zur  5-Achse  parallelen  Ebenen   abgesehen  wird); 

dann  bedeuten  p  und  q  die  Tangens 
der  Winkel  6  und  t,  unter  denen  die 
Schnittlinien  der  Ebene  (4)  mit  de« 
;r^-Ebene  und  yz-^hene  zur  icy-Ebene 
geneigt  sind,  siehe  Fig.  57.  Mithin 
bestimmen  die  Größen  p  und  q  die 
Stellung  einer  Ebene  (4)  durch  den 
Punkt  31.  Infolge  von  (3)  werden 
nun  ]i  und  q  einer  linearen  Bedingung 
unterworfen,  wenn  man  einen  he- 
stimmten  Punkt  31  oder  (x,  y,  z)  ins 
Auge  faßt.  Demnach  gibt  es  eine  nur  einfach  unendliche  Schar 
von  Ebenen  (4)  durch  31,  die  in  31  Tangentenebenen  von 
Integralflächen  sein  können.  Die  Gleichung  (4)  kommt  ins- 
besondere dann  auf  (3)  zurück,  wenn  man: 

setzt,  d.  h.  die  durch  (5)  in  den  laufenden  Koordinaten  j;,  t),  § 
dargestellte  Gerade  g,  die  von  31  ausgeht,  liegt  in  allen  den- 
jenigen Ebenen  (4)  durch  31,  deren  Bestimmungsstücke  p  und  q 
der  Gleichung  (3)  genügen.  Alle  Ebenen  durch  3f,  die  in  31 
Tangentenebenen  von  Integralflächen  sein  können,  bilden  somit 
ein  Ehenenlmschel  mit  der  von  31  ausgehenden  Achse  g\  und 
die  Richtungskosinus  der  Achse  g  sind  nach  (5)  zu  cc,  ß,  y 
proportional.  Der  Inbegrifl"  von  31  und  g  aber  gibt  ein  Linien- 
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element  l,  uud  wenn  wir  sagen,  eine  Fläche  enthalte  ein 
Linienelement  l,  falls  sie  seinen  Punkt  31  enthält  und  die 
.Richtung  des  Elements  die  einer  Tangente  von  M  ist,  so  folgt: 

Die  lineare  partielle  Differentialgleichung  (1)  ordnet  jedem 
Punlde  M  oder  {x,y,z)  ein  Linienelement  l  zu,  nämlich  das- 
jenige, dessen  Richtimgslcosinus  proportional  a,  ß,  y  sind,  und  eiiie 
Fläche  ist  dann  und  nur  dann  eine  Integralfläche,  ivenn  sie  an 
jeder  Stelle  M  das  zugehörige  Linienelement  l  enthält. 

Der  Inbegriff  eines  Punktes  und  einer  durch  ihn  gehenden 
Ebene  heißt  ein  Flächenelement.  Man  sagt,  daß  eine  Fläche 
ein  solches  Element  hat  oder  enthält,  wenn  der  Punkt  des 
Elements  auf  der  Fläche  liegt  und  die  Ebene  des  Elements 
daselbst  die  Tangentenebene  ist.  Dementsprechend  sagt  man 
auch,  daß  eine  Fläche  von  allen  ihren  Plächenelementen  erzeugt 
wird.  Offenbar  hat  eine  Fläche  eine  zweifach,  unendliche 
Schar  von  Flächenelementen,  weil  sie  eine  zweifach  unendliche 
Schar  von  Punkten  hat.  Irgend  ein  Flächenelement  im  Räume 
dagegen  hängt  von  fünf  Bestimmungsstücken  ab,  nämlich  von 
den  Koordinaten  x,  y,  z  seines  Punktes  31  und  von  den  Größen 
p  und  g,  die  die  Stellung  der  Ebene  des  Elements  festlegen. 
Dabei  wird  allerdings  von  Flächenelementen,  die  der  ^-Achs» 
parallel  sind,  abgesehen.  Will  man  sie  auch  berücksichtigen, 
so  wird  man  außer  x,  y,  z  als  Bestimmungsstücke  etwa  die 
drei  Richtungskosinus  der  Normale  des  Elements  benutzen, 
und  weil  die  Summe  der  Quadrate  der  Richtungskosinus  gleich 
Eins  ist  (nach  Nr.  252),  wird  ein  Element  auch  dann  durch 
nur  fünf  unabhängige  Größen  festgelegt.  Wir  benutzen  jedoch 
p  und  q,  da  hier  keine  zur  .^-Achse  parallelen  Flächeneiemente 
in  Betracht  kommen. 

Die  Differentialgleichung  (1)  oder  (3)  legt  den  fünf  Be- 
stimmungsstücken der  Flächenelemente  ihrer  Integralflächen 
eine  Bedingung  auf;  sie  definiert  dalier  eine  vierfach  unendlicJie 
Scliar  von  Flächenelementen.  Wir  sagen,  daß  ein  Flächenele- 
ment der  Differentialgleichung  (1)  oder  (3)  angehört,  wenn 
seine  Bestimmungsstärke  x,  y,  z,  p,  q  der  Gleichung  (3)  ge- 
nügen. Die  Aufgabe,  die  Difierentialgleichung  zu  integrieren, 
bedeutet  geometrisch,  alle  von  solcJien  Elemente)i  erzeugte  Flächen 
zu  ermitteln.    Dabei  haben  diese  Elemente  eine  besondere  Lage- 
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rung:  Alle  diejenigen  Flächenclcmente,  die  denselben  Punkt  gemein 
hahcn,  enthalten  ein  gemeinsames  Linienelement  l.  Nach  den 
Sätzen  3  und  1  von  Nr.  854  und  853  kommt  die  Integration  der 
linearen  partiellen  Differentialgleichung  (1)  auf  die  des  Systems: 
^^N  dx  dy  dz 

^^  t^{x,y,z)~  ß{x.y,z)~  y{x,y,z) 

zurück,  das  sich  z.  B.  in  der  Form: 

dy^  ^  ß{x,  y,  z)         dz^  ^  y{x,  y,  z) 
dx        a{x,y,z)'       dx        a{x,y,z) 

als  System  erster  Ordnung  von  zwei  gewöhnlichen  Differential- 
gleichungen schreiben  läßt.  Sind  oj^ix,^,^)  und  cj^iyX^yjZ)  un- 
abhängige Integrale,  so  stellen  die  Grieichungen : 

(7)  (Oi(x,  y,  z)  =  konst.,     (o^{x,  y ,  z)  =  konst. 
zusammen  die  Integralkurven  des  Systems  (6)  dar.     Man  kann 
auch   eine  längs  der  Integralkurven  veränderliche  Hilfsgröße  t 
einführen  und  das  System  (6)  demgemäß  durch: 

ersetzen,  vgl.  Nr.  768.  Dann  sind  x,  y,  s  längs  der  Integral- 
kurven Funktionen  von  t.     Diese  Integralkurven  von  (6)  oder 

(8)  bilden  nach  (7)  eine  zweifach  unendliche  Schar.  Von 
jedem  Punkte  M  oder  (x,  y,  b)  geht  eine  von  ihnen  aus, 
nämlich  diejenige,  die  dort  die  Tangente  hat,  deren  Richtungs- 
kosinus proportional  a,  ß,  y  sind.  Dalier  sind  die  Integral- 
kurven identisch  mit  denjenigen  Kurven,  die  von  den  Linien- 
elementen l  erzeugt  iverden,  die  vermöge  der  linearen  partiellen 
Differentialgleichung  (1)  oder  (3)  den  Punkten  M  zugeordnet 
sind.  Man  nennt  sie  die  Charakteristiken  der  linearen  partiellen 
Differentialgleichung  (1),  und  zwar  aus  folgendem  Grunde: 

Jede  nicht  singulare  Integralfläche  von  (1)  wird  durch 
eine  Gleichung  zwischen  den  Integralen  oj^  und  (o^  von  (6) 
dargestellt: 

(9)  F{co„co,)  =  0 

und  enthält  daher  die  einfach  unendliche  Schar  derjenigen 
Integralkurven  von  (G),  in  deren  Gleichungen: 

«i(^»  y,  •2')  =  Q;   «2(^^  y,  ^)  =  ^2 

die  beiden  Konstanten  C^  und  Q  der  Bedingung: 

85«! 


§  1.  Theorie  einer  linear,  partiell.  Differentialgleichung  1.  Ordnung.     503 

F{c„  a)^o 

unterworfen  sind.  Man  kann  umgekehrt  sehließen:  Es  werde 
6iue  Kurve  c  ausgewählt,  die  keine  Charakteristik  ist;  alle  von 
€  ausgehenden  Charakteristiken  k  erzeugen  eine  Fläche,  die  in 
der   Form  (9)   darstellbar    und    daher   eine   Integralfläche    von 

(1)  ist,  vgl.  Nr.  764. 

ÄUe  Integralflächen,  die  nicht  singulär  sind,  werden  somit 
von   Charalderistihen  erzeugt.     Siehe   auch   Fig.  39   in  Nr.  764. 

Singidär  sollen  alle  diejenigen  Flächenelemente  {x,  y,  z,  p,  q) 
heißen,  deren  Bestimmungsstücke  der  Differentialgleichung  (3) 
in  der  Weise  genügen,  daß  dabei  a  =  ß  =  y  =  0  wird.  Dann 
kann  man  nach  Nr.  854  die  singidären  Integralflächen  als  die- 
jenigen Flächen  definieren,  die  von  lauter  singulären  Flächenele- 
menten erzeugt  werden. 

857.   Beispiele. 

1.  Beispiel:  Bei  der  linearen  partiellen  Differential- 
gleichung : 

mit  drei  gegebenen  Konstanten  a,  h,  c  ist  a  =  a,  ß  =  h  und 
y  =  c.  Deshalb  gibt  es  keine  singulare  Lösungen.  Die  den 
Punkten  31  oder  {x,  y,  z)  zugeordneten  Linien  demente  l  mit 
den  Achsen  g  haben  überdies  einerlei  Richtung.  Deshalb  sind 
die  Charakteristiken  diejenigen  Geraden,  deren  Richtnngs- 
kosinus  proportional  a,  h,  c  sind,  woraus  weiter  folgt,  daß  die 
Litegralflächeu  die  Zylinder  von  derselben  Richtung  sein  müssen, 
Tgl.  Satz  28,  Nr.  345.  Analytisch  wird  dies  durch  die  Lite- 
gration  des  Systems: 

v-"/  a  b  c 

bestätigt,  das  die  Integrale   ex  —  az  und  cy  —  hz   hat,  sodaß: 
F{cx  —  az,  cy  —  hz)  =  0 

alle  Integralflächen  darstellt,  vgl.  (2)  in  Nr.  345.  Übrigens 
kann  man  auch   ex  —  az  und  ay  —  hx   als  die   Integrale   von 

(2)  benutzen.     Dann  stellen  sich  die  Integralflächen  so  dar: 

F{cx  —  az,  ay  —  hx)  =  0. 
Auflösung  nach  z  lehrt,  daß  die  Lösungen  von  (1)  diese  sind: 
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s  =  ~  X  +  cp{ciy  —  hx), 

wobei  (p  eine  willkürliche  Funktion  von  ay  —  hx  bedeutet. 
Diese  Darstellung  ist  im  Falle  a  =  0  unbrauchbar.  Man  kann 
aber  die  Lösungen  auch  so  ausdrücken: 

und  hier  darf  a  =  0   sein. 

2.  Beispiel:    Liegt     die     lineare     partielle    Differential- 
gleichung : 

(3)  {x  -  rro)  1^  +  {y  -y^)^  =  z-z^ 

mit  den  drei  Konstanten  x^yy^,,  0q  vor,  so  lautet  das  äquivalente 

System : 

dx     dy     dz 

«^  —  ^0  ~  2/  —  2/o  "~  ^  —  ^0  " 

Das  einem  Punkte  M  oder  (x,  y,  z)  zugehörige  Linienelement  l 
hat  daher  Richtungskosinus  proportional  x  —  x^,  y  —  y^,  ^  —  ^o, 
sodaß  die  Gerade  g  des  Elements  von  dem  feste)i  Punkte  M^y 
oder  (xq,  y^,  z^  nach  M  geht.  Demnach  sind  die  Charakte- 
ristiken alle  Strahlen  von  Mq  aus;  jede  nicht  singulare  Integral- 
fläche ist  ein  Kegel  mit  der  Spitze  M^^,  vgl.  Satz  29,  Nr.  346. 
Wir  überlassen  dem  Leser  die  analytische  Bestätigung  dafür,. 
daß  die  Gleichung  (1)  von  Nr.  346: 


■pi/x  —  Xp      y  —  yA  ^ 

U  — 00  '     z  —  zj 


0 


die  Integralflächen  von  (3)  definiert.  Weil  man  die  Integral- 
flächen  auch   in   der  Form: 

\tX/    ^-—    tA^n  *t/  *^0' 

darstellen  kann,  ergibt  sich  durch  Auflösung  nach  z,  daß: 

z  =  z^  +  {x-x^)  (p  (^^^~^j 

mit  der  willkürlichen  Funktion  (p  die  Lösungen  von  (3)  gibt.  Es 
ist  nützlich,  dies  analytisch  durch  Substitution  in  (3)  zu  be- 
stätigen. Auch  in  diesem  Beispiele  gibt  es  keine  singulären 
Lösungen. 

3.  Beispiel:    Es  liege    die    lineare    partielle   Differential- 
gleichung vor: 
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(4)  2x0^^^2y,^^^,^-x^-f.    • 

Sie  ist  dem  System  äquivalent: 

dx         cly  dz 


2x2        2y2        z^  —  x^ — y'^ 
Faßt  man  hierin  z  als  die  unabhängige  Veränderliche  auf,   so 
läßt  es  sich  wie  folgt  schreiben: 

dx  2xz  dy  2yz 

dz        z^  —  x^  —  y^'     dz       z'^  —  x^ — y^ 

Nach  dem  zweiten  Beispiele  in  Nr.  765,  worin  x,  y,  z  mit 
Vx}  y-2'  ^  bezeichnet  wurden,  sind  daher  die  Charakteristiken 
alle  Kreise,  die  im  Anfangspunkte  die  .0- Achse  berühren  und 
durch  die  beiden  Gleichungen: 

^  =  konst.,  +y  +  ^  ^  konst. 

X  '  y 

dargestellt  werden  können.  Jede  nicht  singulare  Integral- 
fläche läßt  sich  mithin  in  der  Form: 

y 

oder : 


"(f) 


mit  einer  willkürlichen  Funktion  (p  darstellen.  Auch  hier 
gibt  es  keine  singulären  Integralflächen. 

4.  Beispiel:    Es    soll    die    lineare    partielle    Difi'erential- 
gleichung : 

(5)  z  =  x-^  +  y^  +  k(x,y) 

integriert  werden,  in  der  X  eine  gegebene  Funktion  von  x  und 
y  allein  bezeichnet.  Hier  ist  a  =  x,  ß  =  y  und  y  =  z  —  A, 
so  daß  es  keine  singulären  Lösungen  gibt  und  das  äquivalente 

System  lautet: 

dy         y  dz         z         X{x,y) 

dx        x  '      dx        X  X 

Es  hat  ein  von  z  freies  Integral ,  nämlich  y  :  x.  Demnach 
werde  y  =  C^x  gesetzt  und  unter  C\  eine  willkürliche  Kon- 
stante verstanden  (nach  der  in  Nr.  765  angegebenen  Integra- 
tionsmethode).    Alsdann  liefert  die  letzte  Gleichung : 

dz  _  z         X{x,  C^x) 
dx        X  X        ' 
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und    dies    ist    eine    gewöhnliche    lineare   Differentialgleichung 
erster  Ordnung  für  z,  die  nach  Nr.  716  die  Lösung: 


■■^—    Oft  00  jC      M  2  Qf  00 


mit  der  willkürlichen  Konstanten  C^  hat.  Dahei  kann  die  untere 
Grenze  a  bestimmt  gewählt  werden.  Hieraus  würde  nun  ein 
von  y  :  x  unabhängiges  Integral  hervorgehen,  wenn  man  die 
Gleichung  nach  Cg  auflöste  und  wieder  C^  =  y  :  x  einführte. 
Damit  die  Substitution  C^==  y :  x  schon  unter  dem  Integral- 
zeichen gemacht  werden  kann,  ersetzt  man  x  unter  dem  Inte- 
gralzeichen durch  eine  Veränderliche  t  und  C^  durch  y :  x. 
Dann  kommt:  x 

(6)  z  =  C^x  —  x  J 72 —  dt. 

a 

Jede  Gleichung  zwischen  C^  =  y:x  und  dem  aus  (6)  folgenden 
Werte  von  Gj  stellt  eine  Integralfläche  dar,  d.  h.  jede  Lösung 
von  (5)  geht  aus  (6)  hervor,  wenn  man  darin  C^  als  eine  will- 
kürliche Funktion  (p  von  O^  oder  y  :  x  wählt: 


(7)  ^-^<f[{)- 


dt. 


Beispielsweise  liege  als  Differentialgleichung  (5)  diese  vor: 

(8)  ^  =  ^  ^;;  +  ^  ^  + 


wobei  c  eine  gegebene  Konstante  bedeute.     Wenn  man  a  =  0 
wählt,  geht  hier  als  Lösung  hervor: 

dt 


''^(^i)-^y 


(c«  +  0(c*  +  |^«^)- 


Das  hierin  vorkommende  elliptische  Integral  läßt  sich  nach 
Nr.  485  in  ein  elliptisches  Integral  mit  bestimmter  oberer 
Grenze  verwandeln,  indem  man   t  =  xh,,  dt  =  xdi,   einführt: 

1 

^1 


(9)  z==xcp(^^)-cxy  C- 


0 
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858.    Die  charakteristischen  Streifen.     Die  Charak- 
teristiken der  linearen  partiellen  Differentialgleichung: 

(1)  a  {x,  y,  z)  g  +  ß{x,  y,2)^  =  y[x,  y,  s), 

nämlich  die  Integralkurven  des  äquivalenten  Systems: 

^    '  a{x,  y,  z)       ß{x,  y,  z)       y{x,  y,  z) ' 

unterscheiden  sich  von  allen  andern  Kurven  des  Raumes  da- 
durch, daß  durch  jede  Charakteristik  unbegrenzt  viele  Integral- 
flächen gehen.  Denn  wenn  k^  eine  Charakteristik  und  c  irgend 
eine  von  einem  Punkte  M^  von  h^  ausgehende  Kurve  vorstellt, 
bilden  alle  von  c  ausgehenden  Charakteristiken  nach  Nr.  856 
eine  Integraltiäche ,  und  diese  Fläche  enthält  insbesondere  l^. 
Da  man  beliebige  von  Mq  ausgehende  Kurven  c  annehmen  kann, 
gibt  es  also  in  der  Tat  unzählig  viele  Integralflächen,  die  1;^ 
enthalten.  Nach  Nr.  856  haben  sie  in  irgend  einem  Punkte 
von  T(,Q  solche  Flächenelemente,  die  ein  Büschel  bilden,  dessen 
Achse  die  Tangente  von  h^  ist,  die  damals  mit  g  bezeichnet 
wurde.  Hieraus  folgt  auch,  daß  irgend  zwei  Integralflächen, 
die  überhaupt  einen  Punkt  gemein  haben,  einander  längs  der- 
jenigen Charakteristik  schneiden,  die  durch  diesen  Punkt  geht. 
Dabei  wird  stets  von  den  sinffulären  Intej^ralflächen  abgresehen, 
die  man  ja  nach  Nr.  8.54  auf  dem  Wege  der  Elimination  und 
Substitution  findet,  so  daß  sie  nur  in  begrenzter  Anzahl  vor- 
handen sein  können. 

Greift  man  eine  derjenigen  Integralflächen  heraus,  die 
durch  eine  bestimmte  Charakteristik  Aq  gehen,  so  hat  sie  längs 
^Q  einen  Streifen  von  Flächenele- 
menten, den  man  nach  Lie  einen 
eharalderistischen  Streifen  nennt. 
Eine  ungefähre  Vorstellung  davon 
soll  Fig.  58  geben,  worin  aller- 
dings die  Flächenelemente  durch 
krumme  Vierecke  angedeutet  wer- 
den mußten;  die  Ebenen  der 
Elemente  muß  man  sich  als 
Tangentenebenen  dieser  krummen  Flächenstücke  vorstellen. 
Wie  in  Nr.  856  kann  man  x,  y,  z  längs  der  Charakteristik  Äq 
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als  Funktionen  einer  Hilfsveränderichen  t  betrachten,  für  die 
nach  (2): 

ist.  Längs  li^  werden  nun  auch  die  beiden  übrigen  Bestimmungs- 
stücke p  und  q  der  Flächenelemente  des  charakteristischen 
Streifens  Funktionen  von  t  sein,  und  wir  wollen  feststellen, 
welchen  Bedingungen  diese  Funktionen  unterworfen  sind. 

Zunächst  sind  s  und  die  Ableitungen  p  =  dz :  ex  und 
q  =  dz  :  cy  auf  einer  IntegralÜäche  als  Funktionen  von  x  und  y 
nach   (1)   der   Gleichung: 

unterworfen,  aus  der  durch  partielle  Differentiation  nach  x 
und  y  folgt: 

{^y  +   (^A)P   +   {ßy  +   ßzi)  '1  +   «i^2/  +   ßQy=ry+r,(l- 

Da  aber  Py=  c'^z  -.dxdy  =  q^  ist,   kann   man   hieraus   folgern: 

«l^x+  ßPy=yx+  TzP  -  K+  0^.2J>  -  {ß:c+ßzP)(l> 


(4) 

Beschränkt  man  sich  nun  aber  auf  die  Flächenelemente 
(x,  y,  z,  p,  q)  der  Integralfläche  längs  einer  Charakteristik,  so 
gelten  außerdem  die  Formeln  (oj,  und  deshalb  wird: 

dp  dx    .        dy  3 

da  dx    .         dy  ,     ^ 

so  daß  aus  (4)  folgt: 

(5)        L 

1^  =  Vy^rA-  K+  «.^i)i> -  {ßy+ßA)(i- 

Setzt  man  zur  Abkürzung: 

(6j  F=  ccp  -{-  ßq-  y, 

so    daß  jP  eine   Funktion   von  x,  y,  z,  p,  q  ist   und  F  -■=  0   die 

vorgelegte  lineare  partielle  Differentialgleichung  (1)  bedeutet,  so 
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lassen  sich  die  Gleichungen  (3)  und  (5)  für   die  charakteristi- 
schen Streifen  so  darstellen: 


(7) 


dt       ^p'     dt       ^1'     dt      P^P^'i^i^ 
dt  -^     ^    ''    dt  y     ^    ' 


Man  kann  sie  von  der  Hilfsveränderlichen  t  befreien, 
indem  man  die  Verhältnisse  der  Differentiale  dx,  dy,  dz, 
dp,  dq  bildet.  Dann  liegt  ein  System  erster  Ordnung  von 
vier  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  in  der  Normalform 
zwischen  den  fünf  Veränderlichen  x,  y,  z,  p,  q  vor.  Es  hat 
also  vier  unabhängige  Integrale.  Eines  davon  ist  F  seihst, 
denn  das  vollständige  Differential  von  F  verschwindet  infolge 
von  (7).  Zwei  andere  Integrale  sind  die  des  Systems  (2),  das 
ja  in  dem  Systeme,  das  wir  betrachten,  mit  enthalten  ist,  weil 
F  und  F  gleich  a  und  /3  sind.  Diese  beiden  Integrale  co^  und  co.^ 
sind  also  Funktionen  von  x,  y,  z  allein,  indem  to^  =  konst., 
(»2  =  konst.  alle  Charakteristiken  darstellen,  vgl.  Nr.  856- 
Schließlich  gibt  es  also  nur  noch  ein  Integral  ü,  das  von 
^1  V}  •<>  P  ^^^  Q.  abhängt.  Da  nun  nach  (1)  und  (6)  noch 
F  =  0  gefordert  werden  muß,  kommen  für  die  charakteristi- 
schen Streifen  nur  diejenigen  Wertsysteme  x,  y,  z,  p,  q  in  Be- 
tracht, die  den  Grleichungen : 

( 03^  {x,  y,  z)  =  konst. ,     co^  {x,  y,  z)  =  konst. , 
(8)  F==«p  +  ßq-y  =  0, 

l  Sl(x,  y,  z,  p,  q)  =  konst. 

genügen.  Ein  Flächenelement  {Xq,  y^,  Zq,  Pq,  qo),  das  der 
Differentialgleichung  (1)  oder  F=0  angehört,  liegt,  wenn 
nicht  a,  ß  und  y  für  dies  Element  sämtlich  verschwinden,  auf 
einer  nicht  singulären  Integralfläche  und  gehört  daher  wenig- 
stens einem  charakteristischen  Streifen  an.  Dieser  muß  nach 
(8)  durch: 

"i  i^,  y,  ^)  =  «1  (^0 ;  Vq  >  ^o)  y      "2  (^;  V^  ^)  =  »2  (^o .  ^o»  -"o)  ^ 
ap-^  ßq  =  y,     ^{x,  y,  z,  p,  q)  =  9.{Xq,  y^,  Zq,Pq,  q^ 
definiert    werden.     Auf   diese  Weise    sieht    man    ein,    daß    die 
Gleichungen  (7)    unter    der  Bedingung  F  =  0  nicht  nur  not- 
wendige,   sondern    auch    hinreichende    Bechngungen   für    einen 

[858 


510     Kap.  VII.  Systeme  1.  Ordng.  von  lin.  partiell.  Differentialgleichungen. 

charakteristischen  Streifen  sind.  Da  in  (8)  drei  willkürliche 
Konstanten  vorkommen,  gibt  es  insgesamt  eine  dreifach  imend- 
liche  Schar  von  charakteristischen  Streifen,  während  nach  Nr.  856 
eine  nur  zweifach  unendliche  Schar  von  Charakteristiken  vor- 
handen ist.  In  der  Tat  gehen  ja  durch  jede  Charakteristik 
unzählig  viele  Integralflächen  und  demnach  liegen  längs  ihrer 
auch  unbegrenzt  viele  charakteristische  Streifen.  Sie  bilden 
eine  gerade  einfach  unendliche  Schar,  denn  eine  bestimmte 
Charakteristik  wird  ausgewählt,  wenn  man  die  beiden  ersten 
willkürlichen  Konstanten  in  (8)  bestimmt  wählt,  so  daß  nur 
noch  eine  Konstante  willkürlich  bleibt. 

Es  möge  jetzt  ein  Punkt  M  oder  {x,  y,  z)  bestimmt  ge- 
wählt sein.  Diejenigen  Flächenelemente  {x,  ij,  z,  p,  q),  die  dem 
Punkte  M  und  der  Differentialgleichung  (1)  angehören,  bilden 
nach  Nr.  856  ein  Büschel,  dessen  Achse  die  Tangente  g  der 
durch  M  gehenden  Charakteristik  h  ist.  Insbesondere  seien 
vier  solche  Elemente  ausgewählt,  d.  h.  es  seien  vier  Werte- 
paare p^,  cj-  angenommen,  die  den  Gleichungen: 
(9)  ap,+  ßq-y  =  0  (i=l,2,3,4) 

genügen.  Ihre  Ebenen  haben  in  den  laufenden  Koordinaten  j:,  t),  5 
nach  (4)  in  Nr.  856  die  Gleichungen: 

ii-^)Pi-h{^-y)qi-{h-^)  =  o     0"  =  1,2,3,4) 

oder,  wenn  man  q-  mittels  (9)  eliminiert,  die  Gleichungen: 

[ß(Tß-x)  -  a{\)-y)]p,=  ßii  -z)  -  y(\)-y)    (/=  1,2,3,4). 

Da  sie  einem  Büschel  mit  der  Achse  g  angehören,  werden 
sie  von  jeder  Geraden  in  vier  Punkten  getroffen,  deren  Doppel- 
verhältnis bekanntlich  unabhängig  von  der  Lage  der  Schnitt- 
geraden ist  und  daher  das  Doppelverhältnis  der  vier  Ebenen 
heißt.  Nach  der  letzten  Gleichung  werden  die  vier  Ebenen  z.  B. 
von  der  .2- Achse  in  den  Punkten  mit  den  Koordinaten: 

_  ^2  —  yy—{i^a^  —  o^y)Pi 

geschnitten,  und  das  Doppelverhältnis  der  vier  Punkte  ist  des- 
halb   gleich    dem    Doppelverhältnisse    (p^  2h  P-s  vdi   '^^^^    ^^^^ 
•^1;  hy  ^3>  ^4,   i^    gleicher    Art    linear    durch  2h,  P27  Pat  P4.    ^^^' 
drücken,  vgl.  Nr.  748. 
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Nun  aber  gehören  die  vier  betrachteten  Flächenelemente 
von  M  zu  vier  charakteristischen  Streifen  mit  einer  gemein- 
samen  Charakteristik  k,  nämlich  mit  der  von  31  ausgehenden. 
Daher  betrachten  wir  Pi,  P2,  Ihf  Pa  ^^^  veränderlich  längs  Je, 
und   dann   gelten  die  Formeln  (7).     Es  ist  aber  nach  Nr.  748: 

dPs  —  dP-2       dPi  —  ^Pi 


Ps—Ps  Pi  —  Pi     ' 

und  hierin  sind  d^)^,  dp^,  dp.^,  dp^  nach  (7)  proportional 

-F^-lhF.,    -F^-P.F,,    -F^-p,F^,   -F^-p,F^. 

Mithin  folgt,  daß  längs  der  Charakteristik  A:: 

d  In  {PiP^PsPj  ^  r. 
dt 

wird,  d.  h,:  Vier  nicht  singulare  Integralflächen,  die  eine  Charak- 
teristik  k  gemein  haben,  sind  stets  so  beschaffen,  daß  überall  längs 
der  Charakteristil;  das  Doppelverhältnis  der  vier  zugehörigen 
Tangentenebenen  dasselbe  bleibt. 

Insbesondere  erkennt  man  noch  leicht,  daß  zwei  nicht 
singulare  Integralflächen,  die  einander  an  einer  Stelle  M^  be- 
rühren und  daher  die  von  Mq  ausgehende  Charakteristik  k  gemein 
haben,  einander  überall  längs  k  berühren. 

§  2.    Theorie  des  Jacobischen  Multiplikators. 

859.    Erste  Definition  des  Multiplikators.     Da  die 

Integration  der  linearen  partiellen  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  nach  Satz  3,  Nr.  854,  auf  die  der  homogenen  zurück- 
kommt, beschränken  wir  uns  von  jetzt  an  auf  die  Betrachtung 
homogener  Gleichungen.  Die  unbekannte  Funktion  bezeichnet 
man  dabei  herkömmlich  nicht  mit  z,  sondern  mit  f,  während 
Xj,  X2,  .  .  .  x^  wie  immer  die  unabhängigen  Veränderlichen  be- 
deuten sollen.  Wir  betrachten  also  eine  Gleichung  von  der 
Form: 

cit{x,,x,,...x„)^^+a2(x^,x,,...xJ-^^^i----  +  c(,Xx,,x,,...x,;)^^===0, 

in  der  a^,  a.^,  .  .  .  a^^  gegebene  Funktionen  von  x^,  x.2,  .  .  .  x^ 
allein    bedeuten.     Eine    solche   Differentialgleichung    für  /'  hat 
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nacli  Nr.  854  gar  keine  singulare  Lösung.  Alle  Lösungen  sind 
vielmehr  nach  Satz  1,  Nr.  853,  identisch  mit  den  Integralen 
des  Systems: 

/n\  d^i  dx^  dx^ 

^   ^     a^{x^,  x,_, .  .  .  x„)  ~  c(^{x^,  x^, .  . .  x,^)  ~  '        ~  a^{x,,x^,...  x,,)  ' 

Um  nun  an  die  Theorie  des  .^MZerschen  Multiplikators  in 
§  3  des  dritten  Kapitels  anzuknüpfen,  nehmen  wir  zunächst 
n  =  2  an.  Das  System  (2}  ist  alsdann  eine  gewöhnliche  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung  in  x^  und  X2: 

Sie  stimmt  mit  der  Gleichung  (1)  in  Nr.  724  überein,  wenn 
man  x^,  x^,  «i;  oc^  durch  x,  y,  —  V,  U  ersetzt.  Die  damals 
unter  (4)  angegebene  Bedingung  für  einen  Multiplikator  M 
lautet  demnach  jetzt  so: 

oMa^^         dMa^   _  ^ 

dxj^  dx.2 

Nach  dem  Vorgange  von  Jacohi  definieren  wir  daher,  indem 
wir  dies  verallgemeinern,  als  einen  Multiplikator  von  (1)  jede 
von  Null  verschiedene  Funktion  M  von  x^,  x^,  .  .  .  x^,  die  der 
Bedingung: 

^^^  ~8^  +  ~Tx^  +  •  •  •  +  ~j^  -  (J 

genügt.     Da  die  Bedingung  in  der  Form: 

^  -^  ^    dxj^  »    dx^  cx^  dx^ 

als  lineare  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung  für 
In  M  geschrieben  werden  kann,  steht  die  Existenz  unhcgrenzt 
vieler  Jacohischer  Midtipliliatoren  fest,  nach  Satz  3,  Nr,  854. 

Sind  M  und  N  zwei  Multiplikatoren,  so  besteht  entsprechend 
(4)  eine  Gleichung  in  N  statt  31,  und  die  Subtraktion  beider 
Gleichungen  voneinander  zeigt  sofort,  daß  In  ( Jl :  N)  und  daher 
auch  M:N die  vorgelegte  Difi'erentialgleichung  (1)  befriedigt,  also 
entweder  eine  Lösung  von  (1)  oder  bloß  eine  Konstante  ist.  Um- 
gekehrt: Wenn  /'  eine  Lösung  von  (1)  oder  eine  Konstante  und 
M  einen  Multiplikator  bedeutet,  multipliziere  man  (1)  mit  M 
und  (3)  mit  /".     Alsdann  gibt  die  Addition  beider  Gleichungen: 

dx^  dx^  "^      ^XJ^  ' 
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d.  h.  fM  ist  ein  Multiplikator  N.  Entsprechend  dem  Satze  13 
von  Nr.  724  gilt  somit  der 

Satz  5:  Das  Verhältnis  zweier  Multiplihatoren  einer  liomo- 
genen  linearen  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  ist 
entiveder  eine  Lösung  oder  eine  Konstante,  und  das  Produkt 
aus  einem  Multiplikator  und  einer  Lösung  oder  einer  Konstanten 
ist  wieder  ein  Multiplikator. 

Im  Falle  n  =  2,  auf  den  wir  noch  einmal  zurückgreifen, 
ist  der  Ausdruck  M{a2dXj^—  a^dx^)  nach  der  ursprünglichen 
Definition  des  Multiplikators  M  in  Nr.  612  ein  vollständiges 
Differential,  nämlich  das  einer  gewissen  Lösung  a,  so  daß  wie 
in  (2),  Nr.  724: 

Ma  =  -"       Ma  =-~ 

wird.  Daher  kommt  dann,  wenn  f  eine  beliebige  Funktion 
hedeutet: 

\  ^  dx^  ^  oxj        \x^   xj 

Im  Falle  n  =  2  wird  also  die  linke  Seite  der  Differential- 
gleichung (1)  nach  Multiplikation  mit  M  gleich  der  Funk- 
tionaldeterminante einer  gewissen  Lösung  co  und  der  beliebigen 
Funktion  f.  Hiervon  ausgehend,  kann  man  die  Definition  des 
Multiplikators  auf  einem  zweiten,  ebenfalls  von  Jacobi  an- 
gegebenen Wege  verallgemeinern.  In  Nr.  861  wird  sich  aber 
ergeben,  daß  man  dabei  doch  wieder  zur  Definition  durch  die 
Bedingung  (3)  gelangt. 

860.  Zweite  Definition  des  Multiplikators.  Vor- 
weg machen  wir  eine  Bemerkung,  die  sich  auf  beliebige  Funk- 
tionaldeterminanten ®  von  n  Funktionen  f^,  f^,  ■  •  .  f„  von 
n  Veränderlichen  x-^^,  x^,  .  .  .  x^: 

(1)  S)  =  (^i  ^^  •••  fn\ 

^    ^  \Xi    x^_    .  .  .   X,J 

bezieht.  Wird  die  zum  Element  df^ :  ^x^.  gehörige  («  —  l)-reihige 
Unterdeterminante  ©^^  genannt,  so  ist,  behaupten  wir: 

^^  dx,   ^  dx,   ^        +   dx,^  ~^    {i-l,^,...n). 

^^s  ®t/fc  g6^^  nämlich  durch  Differentiation  nach  x,.  eine 
Summe  von  n—\  Determinanten  hervor.     In  einer  von  ihnen 
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tritt,  wenn  j  ein  von  l-  verschiedener  Index  ist,  die  Reihe  mit 
den  Elementen 


d't\ 


3Y,-i       e'fi 


j  +  i 


d  Xj  d  Xf. ' 


dxjdx^ 


d  X.  d  x^  '   dxj  d  X}^  ' 

auf.  Dasselbe  gilt,  wenn  jD,^  nach  x^  differenziert  wird.  Man 
bemerkt  aber,  daß  die  beiden  mit  dieser  Elementenreihe  be- 
hafteten Determinanten  einander  entgegengesetzt  gleich  sind, 
sich  also  in  der  Summe,  die  in  (2)  links  steht,  fortheben.  Auf 
diesem  Wege  leuchtet  ein,  daß  überhaupt  die  ganze  Summe  (2) 
gleich  Null  ist. 

Nun  seien  to^,  cog,  •••  03„_i  irgendwelche  w— 1  voneinander 
unabhängige  Funktionen  von  x-^,  x^,  .  .  .  x^.  Es  gibt  dann  eine 
und  nur  eine  homogene  lineare  partielle  Differentialgleichung 
erster  Ordnung: 


(3) 

die  Oj, 

nur  für  a^,  a<^,  . 

(4) 


^1  dx^  '^  ^^  ox^'^  '    ""aa;„ 

(x)J^_l  ZU  Lösungen  hat.     Denn   man  braucht  ja 
a^^  die  n  —  1  Bedingungen: 


a«^.   ^   __  duj 


'^iä^;  +  «2 


a..  +  ---  +  -«y4  =  ^    0  =  1,2,. ...-1) 

aufzustellen,  die  gerade  die  Verhältnisse  von  a^,  a^,  ...  «„  be- 
stimmen, weil  03^,  cjg,  ...  e3,,_^  voneinander  unabhängig  sind. 
Die  gesuchte  Differentialgleichung  für  f  geht  also  einfach  da- 
durch hervor,  daß  man  a^,  a^,  .  .  .  a^  aus  den  n  Gleichungen  (4) 
und  (3)  eliminiert,  nämlich  in  der  Form: 


A  = 


In  der  Tat  ist  dies  eine  in  df :  cx^,  ...  cf:dx^  homogene  lineare 
Gleichung  mit  von  x^,  x^,  .  .  .  a;„  abhängigen  Koeffizienten.  Sie 
besagt  übrigens  nichts  anderes  als  Satz  2  von  Nr.  853,  wo- 
nach jede  Lösung  f  eine  Funktion  der  n  —  1  unabhängigen 
Lösungen  w^,  co^,  .  .  .  «„.^  ist.  Man  kann  demnach  diejenige 
860] 


2ß)j 

3a>i 

dto^ 

dx^ 

dx^ 

dx,, 

^«n-l 

dx^ 

d^n-l 

dx^ 

dcc„ 

df 

df 

df 

dx^ 

dx. 

dx„ 

=  0 
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Jionwgene  lineare  Differentialgleichung  für  f,  die  gegebene  n  —  1 
unabhängige  Lösungen  Wj,  Wg,  •  •  •  c«-!  hat,  in  der  Form: 

schreiben. 

Bezeichnet  A^.  die  zum  Element  df-.cx^  gehörige  Unter- 
determinante von  A,  so  kann  man  (5)  auch  so  darstellen: 

(6)  ^l^  +  ^l^  +  ---  +  ^"Ä;  =  ^^- 

In  der  Tat  ist  dies  die  Gleichung  (3),  weil  a^,  a^,  ...  «„  die 
Bedingungen  (4)  erfüllen  sollen.  Aber  die  Differentialgleichung  (3)^ 
die  ©1,  cog,  ■  •  .  o„_i  zu  Lösungen  hat,  kann  sich  Ton  der 
Gleichung  (6)  noch  um  einen  von  x^,  x^,  ...  x^  abhängigen 
Faktor  M  unterscheiden,  so  daß: 

(7)  Mcc^  =  A„  31  cc,  =  A2,  .  . .  iHa„=  A„ 

ist.  Nach  der  vorausgeschickten  Bemerkung  gilt  nun  die 
Formel: 

^  +  ^  +  .  .  .  4-  ^«  =  0, 

woraus  nach  (7)  und  nach  der  Definition  (3)  in  voriger  Nummer 
folgt,  daß  M  ein  Multiplikator  von  (3)  sein  muß.  Aus  (7)  und 
(5)  ergibt  sich  daher,  daß  ein  Multiplikator  31  vorhanden  ist 
derart,  daß  für  jede  Funktimt  f  von  Xj^,  X2,  -  ■  ■  x^  die  Gleichung 
besteht: 

(8)  3l(a,p-^  «,|^+  •  .  .  +  a^^)  =  (^^  -- " "  --1  M. 

Hiervon  ausgehend  kann  man  nun  die  angekündigte  zweite 
Definition  für  die  Multiplikatoren  aufstellen: 

TJnter  einem  Midtipliliator  M  der  homogenen  linearen  par- 
tiellen Differentialgleichung  {?))  ivird  eine  jede  vo?i  Null  verschiedene 
Funktion  von  x.^,  x^,  .  .  .  x^  verstanden,  die  so  beschaffen  ist,  daß 
die  linke  Seite  der  Differentialgleichung  durch  Multiplikation  mit 
M  gleich  der  Funktionaldeterminante  von  w  —  1  Lösungen  a^ , 
(Ö2,  •  •  •  o„_i  und  von  der  beliebigen  Funktion  f  wird. 

Daß  co^,  «3,  .  .  .  co„_j  voneinander  unabhängig  sein  soUen, 
wird  dabei  schon  durch  die  Voraussetzung  31  ^  0  bedingt. 

Man  hat  nun  nur  noch  zu  zeigen,  daß  jeder  der  in  voriger 

33*  [860 
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Nummer  definierten  Multiplikatoren  31  auch  dieser  neuen  De- 
finition genügt. 

861.     Übereinstimmung    beider    Definitionen    des 

Multiplikators.  Es  seien  wieder  «j,  a.^,  ...  ra„_i  voneinander 
unabhängige  Lösungen  der  homogenen  linearen  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung: 

und  es  sei  M  ein  Multiplikator  nach  der  letzten  Definition, 
d.  h.  für  jede  Funktion  /'  von  x^,  x^,  ...  x^  bestehe  die 
Gleichung : 

(2)  iK(«,-|^  +  <,-|^  +  . ..  +  „.!£)  =  (;. ;v;-^..-;^^). 

Wie  wir  soeben  sahen,  ist  alsdann  31  auch  ein  Multiplikator 
nach  der  ersten  Definition  in  Nr.  859.  Nun  möge  N  irgend 
einen  Multiplikator  nach  dieser  ersten  Definition  bedeuten.  Nach 
Satz  5  vor  Nr.  859  gibt  es  alsdann  eine  Lösung  ß  von  (1) 
derart,  daß  N=  SIM  wird.  Aber  ^  ist  nach  Satz  2  von  Nr.  853 
eine  Funktion  von  co^,  cog,  ...  «„_i  allein.  Also  kommt 
nach  (2): 

(3)      N{u,§L^  +  ^ll  +  ...  +  .,jtJ 

und  zwar  gilt  diese  Formel  für  beliebige  Funktionen  /'. 

Zunächst  könnte  Sl  nun  aber  auch  eine  bloße  Konstante  C 
sein.     Dann  kann  man  die  letzte  Gleichung  so  schreiben: 

nl'^- + .,  |i + . . .  +  am  =  ( (^-.  --  ■  ■ "-.  /■  Y 

V  ^dx,    '     2  3^^    I  n^^^j       y    x^   x.^  ..  .   a;„_i  xj' 

und  da  Ca^  ebenso  wie  (d^  selbst  eine  Lösung  von  (1)  vor- 
stellt, würde  N  in  diesem  Falle  in  der  Tat  der  zweiten  Defi- 
nition des  Multiplikators  genügen.  Dies  gilt  auch  dann,  wenn 
Sl  keine  Konstante  ist,  sondern  etwa  a^  wirklich  enthält.  Denn 
dann  bilden  wir  eine  Funktion: 

die   ebenfalls   nur   von    co^,  co^,  .  ■  ■  (o„_i    abhängt   und    deshalb 
eine  Lösung  ist.     Wegen: 
860,  861] 
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3(0^ 

dco^   dco^     .     d(o^  doa^     . 
da>^  dXf.       3ooj  dXk  "■" 

d(o^_^    dxk 

und: 
wird  nun: 

^^1          r»/ 

■  ■    «n-l) 

\rr^   ^^2  ...   i^„_i  xy  \x^   x^  ...   ä;^_i  xJ 

so  daß  aus  (3)  folgt: 

\  ^dx^    '      ^  dx^    '  '<'dxj       \x^   x^  .  .  .   x^_^  xj 

Da  öl,  cjg,  •■.«,,_!  Lösungen  sind,  genügt  iV  mithin  in  der 
Tat  der  zweiten  Definition  des  Multiplikators.    Also  gilt  der 

Satz  6:  Die  MuUipliMtoren  M  der  homogenen  linearen 
partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung: 

a,{x^,x^,...  x^)  ^  +  f^2  (^1  ^  ^2 .  •  •  •  ^„)  ^  +•"+  «« (^1  A2r  "^  J  -^-  0, 

d.  h.  diejenigen  von  Null  verschiedenen  FunMionen  M,  die  der  Be- 
dingung: 

cx^  öx.^      '  ox^ 

genügen,  sind  identisch  mit  denjenigen  von  Null  verschiedenen 
FunMionen  M,  mit  denen  man  die  linJce  Seite  der  Differential- 
gleichung miütipli zieren  muß,  um  sie  in  die  Fimldionaldeter- 
minante  von  n — 1  Lösungen  co^,  a.^,  ...  fo„_i  und  von  der  als 
tvillkiirlich  hetrachteten  FunMion  f  zu  vertvandeln: 

\^dx^         ^cx^  "dxj       \x^   x^  .  .  .  X^_^  xJ 

Daß  co^,  (öo,  ...  «„_i  voneinander  unabhängig  sein  sollen, 
braucht  nämlich  nicht  besonders  betont  zu  werden,  da  die 
Annahme  Jf  =}=  0  dies  schon  verlangt. 

862.  Einführung  neuer  Veränderlicher.  Es  empfiehlt 
sich,  die  linke  Seite  einer  vorgelegten  homogenen  linearen  par- 
tiellen Differentialgleichung  erster  Ordnung: 

(l)«i(a;i,a;2,...Ä;J^+o;2(a:i,:i;2,...a;J^-  +  "-+«„(^i,^2v-^J^^=0 

zur  Abkürzung  mit  Af  zw  bezeichnen  und  dies  Symbol: 

[861.  86S 
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auch  dann  zu  henutzen,  ivenn  f  nicht  gerade  eine  Lösung  von 
(1),  sondern  irgendeine  Funldion  von  x^,  x^,  . .  .  x^  bedeutet. 
Danach  ist,  wenn  man  f  durch  x^,  x^,  ...  x^  ersetzt: 

Wir  wollen  nun  neue  Veränderliche  x^,  x^,  ...  x^  ver- 
möge eines  Gleichungensystems: 

(3)  x,=  cp.(xi,  a?2,  .  .  .  x^)        (*  =  1,  2,  .  .  .  w) 

einführen,  das  nach  x^,  a^g,  ...  ^„  auflösbar  ist.  Jede  Lösung 
f  von  (1)  geht  dabei  in  eine  Funktion  von  x^,  x^,  .  .  .  x^ 
über,  und  wir  fragen  nach  derjenigen  Diiferentialgleichung  in 
^j,  x^,  ...  ^„,  der  alle  diese  Funktionen  genügen.    Infolge  von 

(3)  ist: 

dx.       dx.  dx;       dx,  dx.  cx^  dx. 

l  *■  l  ^  l  71  7 

(i  =  1,  2,  .  .  .  n). 
Multiplikation   mit   a.   und  Summierung   über   i   von    1    bis  n 
zeigt,  daß  die  aus  (1)  hervorgehende  neue  Differentialgleichung 
die  Form  hat: 

(4)  A,prM;  +  Ä^,-§l  +  ---  +  A^,.:^  =  0. 

Dabei  hat  man  sich  vorzustellen,  daß  auch  in  die  Koef- 
fizienten, nämlich  in: 

(Ä:  =  1,  2,  .  .  .  n) 
die    neuen  Veränderlichen    x^,  x^,  .  .  .  x^^    vermöge    (3)    einge- 
führt  worden   seien.      Man  kann    die   neue    homogene    lineare 
partielle    Differentialgleichung  (4)    in   x^,  x^,  .  .  .  .  :r„   auch   so 
schreiben: 

(5)  Ax,-  ^  ^  Ax.,-  ^  +  ■  ■  ■  +  Ax^-  ^  ^  0. 

^  '  ^    dxi  ^    ox^  "    dx„ 

Nun  seien  w^,  cog,  •  •  •  «„_i  voneinander  unabhängige 
Lösungen  von  (1),  und  es  bedeute  31  den  nach  dem  letzten  Satze 
durch: 


(6)  M=  '"'"''" 


df    ,  df    .  ,  df 


s«ai 
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definierten  Multiplikator.  Diese  Formel  (6)  enthält  f  nur  schein- 
bar, denn  nach  (7)  in  Nr.  860  sind  a^,  u^,  .  .  .  «„  proportional 
denjenigen  Koeffizienten,  die  den  Ableitungen  von  f  in  der 
im  Zähler  stehenden  Funktionaldeterminante  zukommen. 

Wenn  man  die  neuen  Veränderlichen  x^,  x^,  .  .  .  x^  in 
diese  Funktionaldeterminante  einführt,  werden  03^,  Og,  •••«„_! 
und  f  Funktionen  von  x■^^,  x^,  .  .  .  x^,  die  ihrerseits  nach  (3) 
von  x^,  x<^,  ...  x^  abhängen.     Nach  Satz  5,  Nr.  81,   ist   daher: 

/Oi     CO^    ...    C0^_^    f   \^(^^    ^2    •  •  •     '^n-l    f   )(^l    9^2    "  "  "    ^A 

\  X^     X2    ■  ■  •     -^n  — 1    "^n  ^X-y     X^    ■  •  •    '^n—i    '^n       ^^i     ^2     •  •  *     ^n 

Der  Nenner  in  (6)  verwandelt  sich  in  die  linke  Seite  der 
Di£Ferentialgleichung  (4)  oder  (5).  Demnach  folgt  aus  (6) 
durch  Einführung  der  neuen  Veränderlichen: 


M 


/CO,    to,    ...    w„_i    /   \ 


(:;:::::::)    ^^.^+^-1+-+^- 


Nun  werden  w^,  «g,  •  •  •  w,^_i  nach  Einführung  der  neuen  Ver- 
änderlichen Lösungen  der  neuen  Differentialgleichung  (4), 
während  f  eine  beliebige  Funktion  von  x^,  x^,  ...  x^  bedeutet. 
Nach  dem  letzten  Satze  ist  also  die  linke  Seite  der  gewonnenen 
Gleichung  ein  Multiplikator  der  neuen  Differentialgleichung 
(4).  Da  man  ^j,  (p2,  ...  (p„  mit  x^,  x^,  .  .  .  x^  bezeichnen 
kann,  ergibt  sich  somit  der 

Sat2  7 :  Führt  man  in  eine  homogene  lineare  partielle  Dif- 
ferentialgleichung erster  Ordnung: 

neue  Veränderliche  x^,  x^,  •  •  .  ^„  vermöge  einer  Substitution  ein, 
so  geht  aus  jedem  3Tultiplikator  M  der  Differentialgleichung 
durch  Einführung  der  neuen  Veränderlichen  zwar  nicht  direkt 
ein  Multiplikator  der  neuen  Differentialgleichung: 

Ax.-l!-  +  Ax,-^  +  ---  +  Ax^-^  ==0 

[86» 
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hervor,  ivold  aber  wird  der  Bruch: 

M 


(Xj    X^    ...    Xj\ 
X,  x,^  ...  xj 

ein  Multiplikator  der  neuen  Differentialgleichung. 

863.   Verwertung   bekannter    Lösungen.     Von   der 

DiflFerentialgieichuiig: 

(1)     ^/■=«.ii+«»i;c+---+«..l{-o 

mögen  schon  etwa  m  (<  n  —  1)  voneinander  unabhängige 
Lösungen  cj,  ,  ca, ,  .  .  .  co  bekannt  sein.  Es  ist  keine  sachliche 
Einschränkung,  wenn  wir  voraussetzen,  daß  o^,  co^,  ...  co^^  hin- 
sichtlich x^,  x^,  .  .  .  x^  voneinander  unabhängig  seien.  Alsdann 
führen  wir  vermöge  der  nach  x^,  x^,  .  .  .  x^^  auflösbaren  Glei- 
chungen : 

\   ^  ■  '7''  -T"  /y*  -y*        -— -    /Y* 

(•^m  +  l         ■*'??* +  17       •^7» +  2         •^//(  +  2J        •••       "^ra  "^'n 

die  neuen  Veränderlichen  x.^^,  x^,  •  .  ■  x^^  in  (1)  ein.  Die  her- 
vorgehende Differentialgleichung  lautet  nach  (4)  in  der  letzten 
Nummer: 

Weil  aber  a^,  Og,  .  .  .  03,,^  Lösungen  von  (1)  sind,  ist  Ao^^O 
.  .  .  Äco„^^0.     Ferner  ist  Äx,,^^^  =  a^^^,  .  .  .  Ax,,^=  «„.     Also 

kommt: 

/o\  Sf       ,  df       .  ,         ^f       c\ 

Natürlich  sind  hierbei  auch  «„j  +  i,  ^«  +  2?  •  •  •  ö;„  iw  -^i,  •^2?  •  •  •  -^rt 
auszudrücken. 

In  dieser  neuen  homogenen  linearen  partiellen  Differential- 
gleichung kommen  die  Ableitungen  von  f  nach  x^,  x,^,  .  .  .  ^„, 
gar  nicht  vor.  Daher  spielen  I\,  x^,  .  .  .  :^„,  die  Bolle  von 
ivillkürUchen  Konstanten,  und  es  liegt  eine  Differentialgleichimg 
mit  imr  noch  n  —  m  unabhängigen  Veränderlichen  ^„,  +  i,  -  ■  •  ^'n 
vor.  Sie  hat  n  —  m — 1  Lösungen,  die  hinsichtlich  gewisser 
862,  863] 
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n  —  m  —  l  der  n  ~  m  Veränderlichen  ^„^i,  ...  ^„  oder  a;^  +  i, 
•  •  •  cc^  voneinander  unabhängig  sind.  Zusammen  mit  den  schon 
bekannten  Lösungen  co^,  oo^,  ...  a^^^  von  (1)  machen  sie  ein 
System  von  gerade  n  —  1  voneinander  unabhängigen  Lösungen 
der  vorgelegten  Differentialgleichung  (1)  aus,  wenn  wieder 
überall  x^^,  x^,  .  .  .  x^  eingeführt  werden. 

Das  Bekanntsein  von  m  voneinander  unabhänf)i(jen  Lösungen 
der  Jiomogenen  linearen  partiellen  Differentialgleichimy  (1)  mit 
n  unabhängigen  Veränderlichen  gestattet  also  mittels  Eliminationen 
und  Substitutionen  die  ZurückfiÜirung  auf  eine  ebensolche  Glei- 
chung mit  nur  noch  n  —  m  unabhängigen   Veränderlichen. 

864.  Prinzip  des  letzten  Multiplikators.  Bei  den- 
selben Annahmen  wie  in  der  letzten  Nummer  sei  überdies 
vorausgesetzt,  daß  ein  Multiplikator  M  der  vorgelegten  Diffe- 
rentialgleichung bekannt  sei.  Da  infolge  der  Gleichungen  (2) 
der  letzten  Nummer: 


ix^   x^  ...  x\^  /«i   .  .  .  w,„  x,„^i   .  .  .  x\  _  /K»! 

\X^    X^     ...    X,J  \X.^    ...    X^    ^m  +  1    ■  ■  ■    •^71  ^"^1 

wird,  zeigt  der  Satz  7  von  Nr.  862,  daß: 

31 


«2    ...   M„ 


M  = 


\x,   a?o  ...  X  / 


ein  bekannter  Multiplikator  der  neuen  Differentialgleichung  ist. 
Wenn  nun  die  Zahl  m  =  w  —  2  ist,  d.  h.  wenn  man  schon 
n  —  2  voneinander  unabhängige  Lösungen  tu^,  Wg,  .  .  .  «„_2 
der  vorgelegten  Differentialgleichung  kennt,  und  wenn  außer- 
dem ein  Multiplikator  31  bekannt  ist,  lehrt  die  Methode  der 
letzten  Nummer,  daß  nach  der  Substitution  der  neuen  Verän- 
derlichen: 

(1)       X^=  03^,       ...       X„_2=  03„_^,       X^_^=X^_^,       X^=  X^ 

eine  verkürzte  lineare  partielle  Differentialgleichung: 

(2)  «-.-.a-f  +«.!  =  '> 


hervorgeht,  die  den  bekannten  Multiplikator: 

M 

\Xj    X^    .  .  .    X^^  _  2/ 


M  -  ■" 


fHÜ».  8«4 
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hat.  Dies  aber  bedeutet  (vgl.  Nr.  859),  daß  die  der  Gleichung 
{2)  äquivalente  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung in  i^„_i  und  x,^: 

den  Eulerschen  Multiplikator  M  hat,  d.  h.  daß: 

das  vollständige  Differential  eines  Integrals  «^_i  von  (3)  oder 
also  eine  Lösung  von  (2)  ist,  so  daß  dies  letzte  Integral  Gij^_.^ 
durch  Quadraturen  gefunden  werden  kann.  Das  vollständige 
Differential  enthält  auch  x^,  x^,  .  .  .  x^_^,  aber  diese  Größen 
sind  dabei  als  willkürliche  Konstanten  zu  betrachten. 

Hiernach  gilt  der 

Satz  8:  Sind  n  —  2  voneinander  unabhängige  Lösungen 
der  homogenen  linearen  partiellen  Differentialgleichung  erster 
Ordnung: 

a^{X-y,X.2,...  XJ  ^—  +  «2(^1  j  ^2  >  •  •  •  ^n)  ^^  "I  f"  '^nV'l  j  ^2  >  •  •  •  ^n'^^  "^  ^> 

d.  h.  n  —  2  unabhängige  Integrale  des  Systems  von  n  —  1  ge- 
wöhnlichen Differentialgleichungen  erster  Ordnung: 

dx^  dx^  dx„ 

a^  (^X-y  ,     X^,    ...    X^j  OTj  (^l  >    *2  J    •  •  •    ^n)  '^nif^l  '    ^2  '    '  "  '    ^«) 

hehannt  und  ist  überdies  auch  ein  Multiplilcator  M  gefunden,  so 
läßt  sich  die  noch  fehlende  Lösung  bzw.  das  noch  fehlende  Integral 
mittels  Eliminationen,  Substitutionen  und  Quadraturen  bestimmen. 

Dieser  Satz  ist  der  wesentliche  Inhalt  des  von  seinem 
Entdecker  Jacobi  als  Prinzip  des  letzten  Multiplikators  bezeich- 
neten Theorems. 

Es  soll  an  einem  einfachen  Beispiele  erläutert  werden,  das 
man  zwar  auch  leicht  ohne  Anwendung  dieses  Satzes  erledigen 
kann,  bei  dem  wir  aber  genau  so  wie  in  der  entwickelten 
Theorie  vorgehen  wollen. 

Beispiel:  Liegt  die  Differentialgleichung: 

(4)     Äf=  x{y  -  ^)g  +  y{^  -x)l^  +  zix-  y)f^  =  0 
vor,  so  folgt,  weil: 

{y  -  z)  +  {z  —  x)^{x  —  tj)  =  0, 

^{y  —  ^)  +  y{ii  —  x)  +  s{x  —  y)  =  o 
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ist,  erstens,  daß  die  Bedingung  für  den  Multiplikator,  nämlich 
nach  (3)  in  Nr.  859  die  Gleichung: 

dMx{y  —  z)         dMy(z  —  x)         dMz{x  —  y)   _^ 
dx  dy  dz  ' 

durch  die  Annahme  M  =  1  erfüllt  wird,  und  zweitens,  daß 
X  -\-  y  -\-  ^  eiiiö  Lösung  co^  von  (4)  ist.  Mithin  erfordert  die 
Auffindung  der  noch  fehlenden  zweiten  Lösung  nur  Eli- 
minationen, Substitutionen  und  Quadraturen.    Nach  der  Theorie 

wird: 

(5)  X  =  X  -\-  y  -\-  z,     y  ^  \j,     z  =  s 

gesetzt.     Dann  ist  Ax  =  0,  ferner: 

Ay  =  Ay  =  y(z  -  x)  =  y{—  x  Ar  y  ^  2z), 
Az  ^---  Az  =  z(x  —  y)  =  z(x  —  2y  —  z), 
so  daß  die  neue  Differentialgleichung  nach  Nr.  862   so  lautet: 

(6)  y{-x+y  +  2z)  \iy  +  z{x  -2y-  z)  %  =  0. 

Nach  (5)  ist  ferner  die  Fuuktionaldeterminante  von  x,  y,  z 
hinsichtlich  x,  y,  z  gleich  Eins;  daher  geht  aus  dem  Multipli- 
kator 3/  =  1  von  (4)  nach  Satz  7,  Nr.  862,  der  Multiplikator 
M  =  1  von  (6 )  hervor,  d.  h.  die  linke  Seite  der  mit  (6)  äqui- 
valenten gewöhnlichen  Differentialgleichung: 

z(x  —  2y  —  z)dy  —  y{—  x  -{-  y  -\-  2z)  dz  =  0 

muß  ein  vollständiges  Differential  sein,  tvenn  x  darin  als  Kon- 
sfante betrachtet  irird.  In  der  Tat  ist  sie  das  von  yz{x  —  y—z) 
woraus  nach  (5)  die  gesuchte  zweite  Lösung  ojg  =  xyz 
von  (4)  hervorgeht.  Die  Lösungen  von  (4)  sind  somit  die 
Funktionen  von  x  -{-  y  -\r  z  und  xyz  allein. 


§  3.    Tollständige  Systeme. 

865.  Unabhängigkeit  homogener  linearer  partieller 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung.  Wir  wenden 
uns  zu  der  Aufgabe,  diejenigen  Funktionen  f  von  n  unabhängigen 
Veränderlichen  x^,  x.^,  .  .  .  .r„  zu  ermitteln,  die  zugleich  Lösungen 
von  mehreren  homogenen  linearen  partiellen  Differentialglei- 
chungen erster  Ordnung: 
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(1)  A^=«u,f +  %.g  + •••  +  -.« |£=0 

(k=l,2,...m) 
sind.     Hierbei  sollen  ßi^^,  «^2?  •  •  •  ^kn  gegebene  Funktionen  von 
x^,  X2,  .  ■  •  oc^    sein,    und    die    linken  Seiten    der  m   vorgelegten 
Gleichungen    sollen   zur  Abkürzung   mit  A^f,  Ä^f,...  yl„/  be- 
zeichnet werden,  und  zwar  für  jede  Funktion  f. 
Jede  Gleichung  von  der  Form: 

(2)  X,AJ  +  ?.,Ä,f -{-■■■  ^  k,,AJ  =  0 

besteht  infolge  von  (1),  wie  auch  X^,  X^,  .  .  .  /l„,  als  Funktionen 
von  x-^,  x^,  .  .  .  a;„  gewählt  sein  mögen.  Derartige  Gleichungen 
heißen  von  den  Gleichungen  (1)  abhängig.  Sie  tragen  nichts 
neues  zur  Ermittelung  der  gemeinsamen  Lösungen  der  m  Glei- 
chungen (1)  bei.  Es  kann  sein,  daß  schon  einige  der  Glei- 
chungen (1),  die  alsdann  überflüssig  sind,  von  den  übrigen  ab- 
hängen. Dies  erkennt  man  geradeso,  wie  in  der  Algebra  die 
Abhängigkeit  linearer  homogener  Gleichungen  in  n  Unbekannten; 
an  die  Stelle  der  n  Unbekannten  treten  hierbei  die  n  partiellen 
Ableitungen  von  f  nach  x^,  X2,  .  .  .  a;„.     Somit  gilt  der 

Sat^  9:   Die  m  homogenen  linearen  partiellen  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung: 

"»l^  +  ^-S  +  '-'  +  '^-Ä-O  (^=1,2,...«.) 
sind  dann  und  nur  dann  voneinander  unahhängig,  ivenn  nicht 
alle  m -reihigen  in  der  Matrix 


^21        ^22        ^23        •  •  •        ^2, 
^j?il      ^m2      *^m3      •  •  •        ^m 

enthaltenen  Determinanten  verschwinden. 

Man  kann  auch  so  sagen: 

Satz  10:  Die  m  homogenen  linearen  partiellen  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung: 

sind  dann  und  nur  dann  voneinander  unahhängig,  tvenn  sie  sich 

nach  m  partiellen  Ableitungen  von  f  auflösen  lassen. 
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Liegt  ein  System  von  Gleichungen  (1)  vor,  so  wird  man  zu- 
erst immer  untersuchen,  ob  sie  voneinander  unabhängig  sind, 
also  die  etwa  unter  ihnen  vorhandenen  von  den  übrigen  ab- 
hängigen Gleichungen  als  überflüssig  streichen.  Es  leuchtet 
ein,  daß  es  höchstens  n  voneinander  unabhängige  Gleichungen 
Af  =  0  geben  kann. 

866.  Der  Satz  von  Foissou.  Hier  schalten  wir  eine 
wichtige  Bemerkung  über  diejenigen  Funktionen  f  ein,  die  einem 
gegebenen  Systeme  von  nur  zwei  Gleichungen: 


(1) 


genügen.  Nach  dem  vorhergehenden  ist  jede  Gleichung  von 
der  Form:  XÄf+aBf==0 

eine  Folge  von  (1),  und  sie  besagt  nichts  neues.  Aber  es  gibt 
noch  ein  anderes  Mittel,  aus  den  gegebenen  Gleichungen  (1) 
efne  neue  Gleichung  zu  gewinnen,  die  ebenfalls  von  ihren  ge- 
meinsamen Lösungen  erfüllt  wird  und  unter  Umständen  eine 
von  den  Gleichungen  (1)  unabhängige  Gleichung  sein  kann. 
Dies  Mittel  besteht  in  der  Bildung  des  von  Poisson  ein- 
geführten Klammer ausdrucks,  der  durch  die  Formel  definiert  wird: 

(2)  {Af,  Bf)  =  A{Bf)  -  B{Af), 

eines  Prozesses  also,  der  in  anderem  Zusammenhange  schon  in 
Nr.  741  erwähnt  wurde,  worauf  wir  aber  nicht  zurückgi'eifen 
wollen.  In  (2)  soll  A{Bf)  derjenige  Ausdruck  sein,  der  aus 
Af  hervorgeht,  wenn  darin  f  durch  Bf  ersetzt  wird,  und  ent- 
sprechendes gilt  von  B{Af).  Berechnet  man  den  Klammer- 
ausdruck, so  findet  man,  daß  sich  alle  partiellen  Ableitungen 
zweiter  Ordnung  von  f  fortheben.     Es  verbleibt: 

(3)  {Af,  Bf)  = 


\'^dx,^''^dx,^ 

'      "  dx„      f^i  cx^ 

,          cßi        a    ^'^^ 
"  dXn        ^^  OX^ 

ß.  f  ^            • 

^  dx^ 

ß     ^""^           . 

^«  dxJ  dx^ 

g  a«A  cf 

""  cxj  dx^ 

,    /     dßn,        dßn    , 

1            ^^"         a     dcCn 

ß.  ^"^          • 

cx. 

o     Can\    cf 

P"  dxJ  dxn 
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Die  Ausrecliniing  gestaltet  sich  übrigens  in  jedem  speziellen 
Falle  einfacher,  als  es  nach  dieser  allgemeinen  Formel  den  An- 
schein hat.  Denn  da  die  partiellen  Ableitungen  zweiter  Ord- 
nung von  f  fortfallen,  kann  man  den  Klammerausdruck  (2)  in 
der  Weise  bilden,  daß  man  während  der  Ausrechnung  die 
Ableitungen  von  f  nach  x^,  x^,  .  .  .  x^^  wie  Konstanten  behandelt. 
In    der  Tat   läßt   sich  ja    die  Formel  (3)   kürzer  so  schreiben: 

(4)      [Af,  Bf)  =  {Aß,  -Ba,)l^  +  (Aß,  -  Ba,)  |^  +  ■  ■  • 

+  {Äß,-Ba,)§l. 

Der  Klammerausdruck  ist  somit  geradeso  wie  Äf  und  ßf 
selbst  eine  homogene  lineare  ganze  Funktion  der  partiellen  Ab- 
leitungen erster  Ordnung  von  f  mit  gewissen  von  x^,  x.2,. .  .x^^ 
abhängigen  Koeffizienten.  Stellt  nun  /'  insbesondere  eine  ge- 
meinsame Lösung  der  beiden  vorgelegten  Gleichungen  (1)  dar^ 
so  verschwinden  Af  und  Bf  für  alle  Werte  von  x^,  x^,  .  .  .  x^y 
und  (2)  zeigt  alsdann,  daß  dasselbe  von  dem  Klammeraus- 
drucke {Af,  Bf)  gilt. 

Dies  aber  liefert  den  wichtigen  Satz  von  Poisson: 
Satz  11:  Jede  gemeinsame  Lösung  f  der  heiden  homogenen 
linearen  partiellen  Differentkdgleiclmngen  erster  Ordnung: 

worin  die  a  und  ß  Funktionen  von  x^,  X2,  ■  .  .  x^  sind,  befriedigt 
auch  die  durch  Klammerhildung  hervorgehende  Gleichung: 

{Af,Bf)  =  0, 
nämlich  die  homogene  lineare  partielle  Differentialgleichung  erster 
Ordnung: 

{Aß,  -  Ba,)  ^  +  {Aß,  -  Ba,)  |£  +  •  •  •  +  Uß,^  -  J^O  ,^  =  0. 

Beispiel:  In  vier  Veränderlichen  x,,  x,,  x^,  x^  seien  die 
beiden  Gleichungen  ffegeben: 


(5) 
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Hier  liefert  (4): 

Jede  Funktion  /",  die  den  beiden  Gleichungen  (5)  genügt,  er- 
füllt somit  auch  die  Gleichung: 

'        ox^       ox^         ^  dx^         ^  cx^ 
Man  kann  Äf=0  und  Cf=0  durch: 

-^{Äf+  Cf)  =  0  und  -l{Äf-  Cf)  =  0 
ersetzen;  dann  liegen  die  drei  Gleichungen  vor: 

dx^       dx^  '  '^  dx^^    ^  ox^  '  dx.^       dx^ 

Nach  den  beiden  ersten  müssen  cficx^  und  cf'.cx^  ver- 
schwinden. Also  ist  f  von  x^^  und  a^g  frei.  Demnach  handelt 
es  sich  nur  noch  um  die  Bestimmung  derjenigen  Funktionen 
/'  von  x^  und  x^  allein,  die  der  dritten  Gleichung  genügen,  d.  h. 
der  Integrale  der  gewöhnlichen  Differentialgleichung: 

i"  ^  IT' 
die  Funktionen   von  x^  —  x^  allein   sind.     Jede  Funktion  also^ 
die   den   beiden  vorgelegten  Gleichungen  (5)   genügt,    ist  eine 
Funktion  von  x^  —  x^  allein,  und  umgekehrt  erfüllt  jede  Funktion 
von  x^  —  x^  allein  die  Gleichungen  (5). 

867.  Bildung  und  Begriff  der  vollständigen  Sy- 
steme. Nach  den  letzten  Bemerkungen  in  Nr.  865  nehmen 
wir  nun  an,  daß  m  (<  n)  voneinander  unabhängige  homogene 
lineare  partielle  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  vorliegen: 

(1)  ÄJ=  a,^[X^,  X^,...  X^)  ^1  +  •••  +  «,„(^1,^2;-  •  •  ^J^  =Ö 

(Ä;  =  1,  2,  .  .  .  m) . 
Nach  dem  letzten  Satz  sind  ihre  gemeinsamen  Lösungen  f  zu- 
gleich Lösungen  der  homogenen  linearen  partiellen  Differential- 
gleichungen: 

(2)  {A,f,  A/)  =  0         (Jc  =  l,2,...m',  1=1,2,. ..m). 
Unter  ihnen  können   solche   vorhanden  sein,    deren  Knke 

Seiten  selbst  gleich  Null  sind,  oder  auch  solche,   die  von  den 
tn  Gleichungen  (1)  abhängig  sind.    Derartige  Gleichungen  lassen 
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wir  als  überflüssig  beiseite.  Es  können  aber  auch  Gleichungen 
(2)  hervorgehen,  'die  nicht  von  den  ursprünglich  gegebenen 
Gleichungen  (1)  abhängen,  und  diese  Gleichungen  fügen  wir  zu 
dem  vorgelegten  Systeme  (1)  liinzu.  Es  besteht  alsdann  aus 
mehr  als  m  Gleichungen,  und  es  handelt  sich  wieder  um  die 
Ermittelung  ihrer  gemeinsamen  Lösungen. 

Das  neue  System  kann  man  nun  gerade  so  behandeln,  wie 
wir  das  vorgelegte  System  (1)  behandelt  haben,  d.  h.  man  kann 
wieder  die  Klammerausdrücke  gleich  Null  setzen  und  zusehen, 
ob  sich  auf  diese  Weise  neue,  nämlich  von  den  bisherigen 
Gleichungen  unabhängige  Gleichungen  ergeben,  usw.  Da 
höchstens  n  Gleichungen  voneinander  unabhängig  sein  können, 
muß  dies  Verfahren  nach  einer  endlichen  Anzahl  von  Schritten 
zu  Ende  kommen. 

Somit  gelangt  man  von  einem  vorgelegten  Systeme  (1) 
schließlich  zu  einem  Systeme  von  r  (<  n)  voneinander  unab- 
hängigen homogenen  linearen  partiellen  Differentialgleichungen, 
aus  dem  durch  Klammerbildung  Tteine  von  den  Gleichungen 
des  Systems  unabhängigen  Gleichungen  hervorgehen.  Ein  solches 
System  heißt  ein  vollständiges.     Hiernach  gilt  der 

Satz  12:  Liegt  in  n  unabhängigen  Veränderlichen  x^,  x^,...  x^ 
ein  System  von  homogenen  linearen  partiellen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  für  eine  Funktion  f  vor,  so  sind  die  Lösungen 
f  dieses  Systems  identisch  mit  den  Lösungen  eines  gewissen  voll- 
ständigen Systems: 


+  %»^  =  o 


(A:=l,2,...r), 

d.  h.  eines  Systems,  das  so  beschaffen  ist,  daß  alle  r  (<  n)  Glei- 
chungen des  Systems  voneinander  unabhängig,  dagegen  alle  durch 
Klammerbildung  zu  gewinnenden  Gleichungen: 

{AJ,  Ä/)  =  0     ik^l,2,...r-  1^1,2,.. .r) 

von  den  Gleichungen  des  Systems  abhängig  sind.  Die  Aufstellung 
dieses  vollständigen  Systems  erfordert  nur  eine  begrenzte  Anzahl 
von  Differentiationen. 

Nach  Nr.  865  haben  die  Klammerausdrücke  bei  diesem 
vollständigen  System  deshalb,  weil  sie  nur  abhängige  Gleichungen 
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liefern,  die  Form: 

(3)        {A,f,  Ä/)  =  l,,,AJ  +  X,,,A,f  +  •  •  •  +  k,,^AJ, 
wobei  die  A  Funktionen  von  x^,  x.^,  .  .  .  x^  bedeuten.     Ein  voll- 
ständiges System: 

AJ=0,  A,f=0,  ...  ^/=0 
besteht  mithin  aus  r  unabhängigen  Gleichungen  von  der  Art, 
daß  sich  die  Klammerausdrücke  ihrer  linken  Seiten  linear  und 
homogen  mit  von  x^,  x^,  .  .  ■  x^^  abhängigen  Koeffizienten  durch 
die  linken  Seiten  selbst  ausdrücken.  Man  nennt  das  System 
r-gliedrig. 

Beispiel:  Es  mögen  die  beiden  voneinander  unabhängigen 
Differentialgleichungen: 

Af=      |/  +  5^-  +  ...  +  ^^/  =  0, 


'         1  dx^    '      ^    cx^  "  cx^ 


(4) 

vorliegen.     Hier  ist: 

Nullsetzen  dieses  Ausdrucks  liefert  eine  von  den  Gleichungen 

(4)  unabhängige  Gleichung: 

(5)  Gf=x^  ^^  -V  x,  l^-  +  .  .  .  +  a;„  l'^  =  0. 

Demnach  sind  die  Lösungen  f  des  Systems  (4)  die  gemeinsamen 
Lösungen  der  drei  Gleichungen  (4)  und  (5).     Wir  bilden  nun: 

(Af,Cf)=     .,  4^  +  ^,1^  +  ...+^.  1^^, 

i)  f      ■>   (^  f   ^^        2    ^  f   _l_  j_        2   ^f\ 

~ "^ri'a^;  +  ^2  ^  +  •  •  •  +  ^«  ä^j • 

Hiernach  ist: 

{Af,  Cf)  =  Cf,  (Bf,  Cf)  =  -  Bf. 
Nullsetzen  der  Klammerausdrücke  gibt  daher  keine  von  den 
drei  Gleichungen  (4)  und  (5)  unabhängige  Gleichung.  Dem- 
nach bilden  die  Gleichungen  (4)  und  (5)  ein  dreigliedriges  voll- 
ständiges System.  Wir  kommen  in  Nr.  870  auf  dies  Beispiel 
zurück. 
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868.  luvolutionssysteme.    Ein  r-gliedriges  vollständiges 
System  in  n  Veränderlichen: 

(1)  Af=0,     A,f^O,...AJ==0, 

bei  dem  also  nach  (3)  in  voriger  Nummer  für  die  Klammer- 
ausdrücke Gleichungen  von  der  Form: 

(2)  {ÄJ,  Ä/)  =  hnAf+hnAf-^  •  •  •  +  hirAf 

{h=l,2,...  r;    l=\,2,...r) 

gelten,  wobei  die  X  Funktionen  von  x-^^,  x^,  .  .  .  x^^  sind,  läßt 
sich  in  unbegrenzt  vielen  anderen  Formen  schreiben.  Denn 
wenn  man  r^  Funktionen  fi  so  wählt,   daß  ihre  Determinante: 


(3) 


^11    /^12 
^21    /*22 


^2r 


+  0 


ist,  besagen  die  r  Gleichungen: 

(4)  BJ  =  ^,,  ÄJ  Jrii,,A,f+...  +  ^,^AJ  =  0 

(^^=1,  2,...r) 
dasselbe  wie  die  r  Gleichungen  (1),  und  sie  sind  wieder  lauter 
homogene  lineare  partielle  Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 
Nun  liegt  die  Vermutung  nahe,  daß  die  Gleichungen  auch  in 
der  neuen  Form  (4)  ein  vollständiges  System  bilden,  d,  h.  daß 
alle  Klammerausdrücke  {BJ',  B^f)  infolge  von  (4)  verschwinden. 
Dies  ist  so  zu  beweisen: 

Da  ein  Klammerausdruck  nach  seiner  in  Nr.  866  gegebenen 
Definition  die  Eigenschaft  hat,  daß  stets: 

(Äf+Bf,  Cf+  Df)  =  {A  f,  Gf)  +  {Bf,  Cf)  +  {Af,  Bf)  +  {Bf, Bf) 
und,  faUs   k   uud  /i   Funktionen   von   x^,  x^,...x^  sind,   auch 

{lAf,  fiBf)  =  k{i{Af  Bf)  +  XAfi  ■  Bf-  ^iBk  •  Af 

wird,  so  ergibt  sich,  wenn  man  aus  zweien  der  Summen  Bf 
in  (4)  den  Klammerausdruck  herstellt,  eine  Summe,  in  der  als 
Summanden  die  r  Größen  A^f,  .  .  .  Aj.f  und  ihre  Klammeraus- 
drücke auftreten,  multipliziert  mit  Funktionen  von  x^,  x^,...x^ 
(d.  h.  mit  von  /'  freien  Funktionen).  Setzt  man  darin  die 
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Werte  (2)  ein,  so  wird  (B,.f,  B^f)  eine  Summe  der  r  mit 
Funktionen  von  iCj,  ^gv^n  multiplizierten  Größen  Ä^f,  A^f,...Aj.f, 
die  sich  ihrerseits  wegen  (3)  nach  (4)  linear  durch  B^f,  B^f, . . .  B^f 
ausdrücken  lassen.  Schließlich  zeigt  sich  also,  daß  sich  (Bj^f,Bjf) 
als  eine  homogene  ganze  lineare  Funktion  von  B^f,  B^f,..  .BJ' 
mit  von  x^,  x^,  ■  •  .x^^  abhängigen  Koeffizienten  darstellt,  d.  h.  daß 
jede  Gleichung  {B,^f,  B/)  =  0  von  den  r  Gleichungen  (4)  ab- 
hängig ist. 

In  welcher  Form  (4)  man  also  auch  das  System  (1) 
schreiben  mag,  stets  behält  es  die  für  ein  r-gliedriges  vollstän- 
diges System  charakteristische  Eigenschaft. 

Insbesondere  sagt  man,  daß  die  Gleichungen  des  Systems 
(4)  in  Involution  sind  oder  daß  das  System  (4)  ein  Involutions- 
system ist,  wenn  aUe  Klammerausdrücke  (BJ',  Bf)  für  beliebige 
Funktionen  f  identisch  verschwinden.  Nach  einem  Satze  von 
Glebsch  läßt  sich  das  System  (1)  stets  in  ein  Involutions- 
system verwandeln.     Dies  kann  man  sehr  einfach  so  beweisen: 

Infolge  des  Satzes  10  von  Nr.  865  sind  die  vorgelegten 
r  Gleichungen  (1)  nach  gewissen  r  der  n  partiellen  Ableitungen 
von  /"auflösbar,  etwa  nach  denjenigen  hinsichtlich  x^,  x^,...Xj.: 

Wk  ^  ^''  '•  +  1  J^^i  +  '^*'  '•  +  ^'d^^  +  •  •  •  +  ß>^,nj^p-h 2  ...»•), 

wobei  die  ß  Funktionen  von  x^,  X2,  .  .  .  x^  sind.  Dann  aber 
ist  das  System  (1)  auf  die  neue  Form: 

gebracht,  in  der  es  nach  wie  vor  ein  vollständiges  ist,  so  daß 
jeder  Klammerausdruck  (BJ]  Bf)  linear  aus  Bj^f,  B.^f,...Bj' 
zusammensetzbar  sein  muß.  Wegen  der  besonderen  Gestalt  der 
Bf  erhellt  jedoch,  daß  (Bf,  Bf)  von  den  Ableitungen  von  /' 
hinsichtlich  x^,  x^^.-.x^  frei  wird,  während  in  jedem  Bf  eine 
von  ihnen  mit  dem  Faktor  Eins  auftritt.  Demnach  muß  not- 
wendig {Bfj  Bf)  verschwinden.  Somit  gilt  der  Satz  von 
Clehsch : 

Säte  13:  Jedes  r-gliedrige  vollständige  System: 

Äf=0,  A,f=0,...Äf=0 
läßt  sich  in  ein  Involutionssystem: 
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verivandeln,  d.  h.  in  ein  System,  hei  dem  alle  Klammeyausdrücke 
{Bjf,  Bif)  identisch  verschivindcn.  Dies  kann  z.  B.  dadurch  erreicht 
werden,  daß  man  das  System  nach  r  partiellen  Ableitungen  von 
f  auflöst  und  dann  alle  Glieder  der  hervorgehenden  Gleichungen 
auf  eine  Seite  bringt. 

Die  Gesamtheit  der  bisherigen  Betrachtungen  gibt  schließ- 
lich den 

Satz  14:  Die  Aufgabe,  die  gemeinsamen  Lösungen  mehrerer 
homogener  linearer  partieller  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung zu  bestimmen,  läßt  sich  stets  mittels  Differentiationen  auf 
die  Aufgabe  zurückführen,  ein  gewisses  Involutionssystem  zu 
integrieren. 

869.  Integration  eines  Involutionssystems.  Demnach 
liege  jetzt  die  Aufgabe  vor,  ein  r-gliedriges  Involutionssystem : 

(1)  AJ=0,     A,f=0,     ...     AJ=0 

in  n  unabhängigen  Veränderlichen  x^^,  x^,  .  .  .  a;„  zu  integrieren. 
Wenn  man  im  stände  ist,  eine  Gleichung  des  Systems  für  sich 
vollständig  zu  integrieren,  läßt  sich  die  Aufgabe,  wie  wir  zeigen 
wollen,  auf  die  der  Integration  eines  nur  noch  (r  —  l)-gliedrigen 
Involutionssystems  in  nur  noch  n  —  1  unabhängigen  Veränder- 
lichen zurückführen. 

Es  werde  also  angenommen,  die  Gleichung  AJ'  =  0  habe 
die  n  —  1  voneinander  unabhängigen  Lösungen  a^,  Og,  •  -  •  w„_i . 
Da  ein  Involutionssysteni  vorliegt,  ist  jeder  Klammerausdruck 
gleich  Null,  also  insbesondere: 

{A/,  A/)  =  A,.(A/)  -  MAf)  =  0, 
und  weil  A^.coj  =  0  wird,  folgt  hieraus  für  f=  (Dj,  daß  A^{A^(Oj) 
verschwindet,  so  daß  A^.Oj  ebenfalls  eine  Lösung  von  A,.f  =  0 
sein  muß.  Alle  A,^aj  (für  Ä;  =  1 ,  2, . . .  r  —  1 ;  j  =  1,  2,  . . .  w  —  1) 
sind  daher  Punktionen  von  co^,  o^,  .  .  .  (o^^_^  allein.  Von  diesem 
Umstände  machen  wir  nachher  Gebrauch. 

Der  größeren  Bequemlichkeit   der  Ausdrucks  weise  halber 
darf  angenommen  werden,  daß  (o^,  a^,.  ■  ■03^_■^^  gerade  in  bezug 
auf  x^,   X2,...x^^_i    von    einander   unabhängig  sind.     Vermöge 
der  Gleichungen: 
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Vi  =  Wi;      2/2  =  "2;      •  •  •      Vn-l  =  ««-1 
kann    man  nun   an  Stelle   von  x^,  x^,  ■  ■  ■  x^_^  die  neuen  Ver- 
änderlichen v/j,  112,  ••  •  Vn-i  einführen,   indem  man  als  n^^  Ver- 
änderliche x^  beibehält.     Nach  Nr.  862  nimmt  das  Sy.stem  (1) 
dabei  die  Form  an: 

A,f=  Ä,co^  .  'J'-  +  • .  ■  +  .4,to„    ,  •  -.-^  +A,x^  ■  .-^-  =  0 
(^=1,  2,...r). 

Die  r*''  Gleichung  wird  besonders  einfach,  denn  A^.(o^, . . .  Ä^co^_i 
sind  sämtlich  gleich  Null,  während  Ä^x^^  =f=  ^  ist,  weil  x^^  keine 
Lösung  von  ^^/"  =  0  vorstellt.  Wenn  man  die  Funktion  Ä^x^, 
geschrieben  in  y^,  y.^,  .  .  .  y„_^  und  x^^,  mit  y^  bezeichnet,  lautet 
mithin  die  letzte  Gleichung  so: 

(2)  Ä/  =  y^(^y„  y„...  y,^_„  x^)  ^^^  =  0 . 

In  den  r  —  1  ersten  Gleichungen  sind  die  Koeffizienten  von 
^f'-  ^Vi)  ■  ■  ■  <  f '•  f  2/rt_i  nach  der  vorausgeschickten  Bemerkung 
Funktionen  von  co^,  «g?  •  •  •  co„_i  oder  also  von  y.^,  2/2;-  --yn-i 
allein.     Haben  also  die  Gleichungen  jetzt  die  Form: 

(3)  A/=/3.^  +  ^.2|  +  ---+^M-i^  +  n,f„  =  0 

Qc  =  1,  2, ...  n  -  1), 

so  sind  /3;,.i,  ß^^,  .  .  .  /3;.  „_i  Funktionen  von  y^,  y^,  ■  ■  .  y„_i  aUein, 
während  7^,  außerdem  noch  von  x^  abhängen  kann.  Nach  (2) 
müssen  alle  Lösungen  des  Systems(l),  geschrieben  in  ?/i  ,^2;  •  •  •  Vn-i 
und  x^^,  frei  von  ^„  sein.  Deshalb  sind  sie  nach  (3)  identisch 
mit  denjenigen  Funktionen  von  y^,  y.^,  .  .  .  ?/,,_i  allein,  die  den 
r  —  1  Gleichungen: 

W       B/-  A.|-  +  fc|^  +  -+Ä.,.-,  j|^  =  o 

(k-l,2,...r-l) 

in  den  w  —  1  unabhängigen  Veränderlichen  ?/j,  v/o,  ■  ■  •  y„_i 
Genüge  leisten.  In  diesen  Gleichungen  tritt  x^  gar  nicht 
mehr  auf. 

Nun  ist  nur  noch  zu  beweisen,  daß  die  /•  —  1  Gleichungen 

(4)  ein    (r— l)-gliedriges    Involutionssystem    bilden.      Wären 
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sie  voneinander  abhängig,  so  bestände  wenigstens  eine  Gleichung 
von  der  Form: 

für  alle  Funktionen  f,  wobei  k^,  k^,  .  .  .  k^_^  nicht  sämtlich 
verschwinden.     Nun  ist  aber  nach  (4),  (3)  und  (2): 

B,f=^A,f-l^.A,f, 

i  r 

so  daß  käme: 

was  unmöglich  ist,  weil  die  r  vorgelegten  Grleichungen  (1) 
voneinander  unabhängig  sind.  Ferner  zeigt  die  Art,  wie  man 
in  die  Gleichungen  des  Systems  (1)  nach  Nr.  862  die  neuen 
Veränderlichen  einzuführen  hat,  daß  die  Klammerausdrücke 
nicht  nur  bei  der  alten  Schreibweise  (1)  des  Involutionssystems, 
sondern  auch  bei  der  neuen  Schreibweise  (2),  (3)  dieses  Systems 
identisch  verschwinden.     Nach  (3)  und  (4)  ist  aber: 

{h=\,2,...r-\-    Z=l,  2,...r-l), 

und  da  die  Veränderliche  x^  in  BJ  und  B^f  gar  nicht  auf- 
tritt, folgt  hieraus: 

(A,f,A,f)-{Bj;B,f)+{B,y,-B,n  +  nl2^  ~''.^;)a^  =  0- 

Hierbei  stellt  {BJ,  Bf)  die  Gesamtheit  derjenigen  Glieder  dar, 
die  Ableitungen  von  f  nach  y^,  y.2,  •  •  ■  y^-i  allein  enthalten. 
Daher  wird  insbesondere: 

(Af,m-0  (Ä;=l,2,...r-l;Z  =  l,2,...r-l). 

Die  Gleichungen  (4)  bilden  also  ia  der  Tat  ein  (r  —  l)-gliedriges 
Involutioussystem.     Hiernach  gilt  der 

Satz  15:  Liegt  ein  r-gliedriges  Involutionssystem: 

in  n  unabhängigen  Veränderlichen  x^,  x^,  .  .  .  a;„  vor,  und  kennt 
man  n  —  1  voneinander  unabhängige  Lösungen  öj,  (ö2,..gj„_i 
einer  Gleichung  des  Systems,  etwa  der  Gleichung  A^f=-0,  so 
sind  die  Lösungen  des  Systems  identisch  mit  den  Lösungen  des- 
jenigen (r  —  1)  - gliedrigen  Involutionssystems  in  n  —  \  unah- 
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hängigen  Veränderlichen  Vi,  y^^  -  •  ■  Vn-iy   ^^^^^  ^^^  ergibt,  ivenn 
man  in  den  r  —  1   Gleichungen: 

A<0,  ■  ^j^   +  Ä.C,,  ■  g  +...+  ^,0,.,,  •    jI^  -  0 

(i  =  1,  2,  .  .  .  r  -  1), 

deren  Koeffizienten  Funktionen  von  «^ ,  «2 '  •  •  •  '^re  - 1  «^?em  werden, 
die  neuen  Veränderlichen: 

einführt. 

Das  neue,  (r — l)-gliedrige  Involutionssystem  kann  genau 
in  derselben  Weise  weiter  vereinfacht  werden,  sobald  man 
eine  seiner  Gleichungen  vollständig  zu  integrieren  vermag, 
usw.  Schließlich  gelangt  man  so  zu  einem  eingliedrigen 
Systeme  in  nur  noch  n  —  r  -{-  1  unabhängigen  Veränderlichen, 
also  zu  einer  einzigen  homogenen  linearen  Differentialgleichung, 
die  gerade  n  —  r  voneinander  unabhängige  Lösungen  hat, 
Demnach  folgt,  weil  jedes  vollständige  System  nach  Satz  13. 
Nr.  868,  als  Involutionssystem  dargestellt  werden  kann: 

Sats  16:  Ein  r-gliedriges  vollständiges  System  in  n  unab- 
hängigen Veränderlichen  hat  gerade  n  —  r  voneinander  unab- 
hängige Lösungen.  Jede  andere  Lösimg  ist  eine  Funktion  von 
diesen,  und  jede  Funktion  von  Lösungen  ist  ivieder  eine  Lösung. 

870.  Beispiele.  Im  Falle  n  =  2  sind  für  r  die  drei 
Werte  r  =  1,  2,  3  möglich.  Zu  r  =  1  gehört  eine  einzelne 
homogene  lineare  partielle  Differentialgleichung.  Ist  r  =  3,  so 
hat  das  vollständige  System  nur  die  trivialen  Lösungen  /'=konst. 
Daher  interessieren"uns  hier  nur  die  ^^(^e/gliedrigen  vollständigen 
Systeme.  Die  drei  Veränderlichen  seien  mit  x,  y,  z  bezeichnet 
und  als  rechtwinklige  Koordinaten  im  Räume  gedeutet.  Als- 
dann hat  ein  zweigliedriges  System  nach  dem  letzten  Satze 
nur  eine  unabhängige  Lösung  co{x,y,z),  indem  jede  andere 
eine  Funktion  von  to  ist.  Die  durch  co  =  konst.  dargestellten 
Flächen,  die  sogenannten  Integralflächen,  bilden  eine  einfach 
unendliche  Schar,  die  sich  geometrisch  wie  folgt  definieren 
läßt.     Sind: 
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die  beiden  Gleichungen  des  vollständigen  Systems,  so  ordnet 
jede  irgend  einem  Punkte  M  oder  {x,  y,  s)  nach  Nr.  856  je  ein 
Linienelement  l^  und  \  zu,  indem  die  Richtungskosinus  der 
beiden  Elemente  proportional  zu  a^,  ß^,  y^^  und  a^,  ß^,  y^  sind. 
Die  durch  M  gehende  Integralfläche  o  =  honst,  muß  beide  Linien- 
elemente enthalten. 

Sind  dx,  dy,  dz  die  DiflFerentiale  der  Koordinaten  auf  einer 
Integralfläche,  so  muß  daher: 

dx  dy  dz  1 

«1    ßi    ri  I  =  Ö 

^2     ^2      Y2     I 

oder: 

(2 j  (Ä  72  —  ßi  7i)  dx-^  {y^  «2  -  72  ^i)  ^ ^^  +  (o^i  ^2  —  «2  Ä)  ^^  =  0 
sein.  D«e  Integralflächen  des  vollständigen  Systems  (1)  s/wt?  dem- 
nach identisch  mit  den  Integralflächen  dieser  totalen  Differential- 
gleichung. Auf  solche  totale  Differentialgleichuugen  kommen 
wir  im  nächsten  Paragraphen  zurück.  Man  kann  auch  sagen, 
daß  die  Normalen  der  Integralflächen  JRichtungshosinus  hahen^ 
die  den  drei  in  (2)  auftretenden  Determinanten  proportional  sind. 
1.  Beispiel:  Die  beiden  Gleichungen: 

Af^  -  y\f  +  x^l  +  zl^  =  0,      5^=  ^1^  +  ^f^  +  4^  =  0 
'  ^  dx  '      dy         dz        '  '  dx      '^  dy         dz 

bilden  ein  Involutionssystem,  da  {Af,  Bf)  =  0  wird.     Die  zweite 

Gleichung  ist  nach  Satz  1,  Nr.  85o,  dem  Systeme: 

dx       dy        dz 
X   ^    y    ~    z 

mit  den  beiden  Lösungen  x  :  z  und  y  :  z  äquivalent.  Nach  der 
Methode  der  vorigen  Nummer  führt  man  daher 


ein 

und 

bildet: 

X  = 

X 

7' 

y 

=  y 

z 

Äx  = 

=  4t)  = 

=  — 

z 

X 

-  z  -^-., 

= 

Äy  = 

-^{D- 

X 

z 

—  z 

y 

0* 

X 

so  daß  noch  die  Gleichung 
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in  X  und  y  allein  integriert  werden  muß.     Sie  ist  der  gewöhn- 
lichen Differentialgleichung  erster  Ordnung: 

dx      ,      dTi         ^ 


x-j-y       x  —  y 
äquivalent,  die  als  homogene  Gleichung  nach  Nr.  715  das  Integral 

(.0  =  arc  tg  -r(  +  In  Yx^  +  ^^  =  arc  tg  -^  +  In  '^^  "^  ^ 

hat.     Die  Integralflächen  werden  also  durch: 

y 

z  =  konst.  y  x^  -\-  ye  "^ 
dargestellt.  Sie  sind  diejenigen  Flächen,  die  an  jeder  Stelle 
{x,  y,  z)  nach  (2)  eine  Normale  haben,  deren  Richtungskosinus 
den  Größen  z{x  —  y),  z(x-{-y)  und  —  (x^  -\-  y^)  proportional  sind. 
2.  Beispiel:  In  n  Veränderlichen  x.^,  x^,  ■  .  .  x^  mögen 
die  beiden  Gleichungen: 

'        dx^        cx^  dx„  ' 

vorliegen.    Nach  dem  Beispiele  in  Nr.  867  ergänzen  wir  sie  durch: 

'  '■cx^  ^ox^  '      "cx^ 

zu  einem  dreigliedrigen  vollständigen  Systeme,  das  nach  Satz  16 
gerade  n  —  3  voneinander  unabhängige  Lösungen  hat.  Man 
könnte  die  Integrationsmethode  der  vorigen  Nummer  anwenden, 
müßte  jedoch  zu  diesem  Zwecke  das  System  erst  auf  Grund 
des  Satzes  13  von  Nr.  868  in  ein  Involutionssystem  verwandeln. 
Da  aber  dabei  die  Symmetrie  verloren  geht,  ziehen  wir  das 
folgende  direkte  Integrationsverfahreu  vor.  Die  Gleichung 
Af=  0  hat  die  n  —  1  voneinander  unabhängigen  Lösungen: 

yi  =  x-j^      '^«>     Vi"^  ^2      ^« '  •  •  •  !//,-!=  ^,1  _  1      ^n- 
Die  gesuchten  Lösungen   des  Systems  müssen  Funktionen  von 
Ifij  y<ii  ■••yn-i  allein  sein.    Für  eine  Funktion  /'  von  y^,  y2,- •■y„-\ 
allein  ist  aber: 

^f        ^f  ,-10  1  \ 

lL  =  _K-'^f ^L^ 


538  Kap.  VII.  Systeme  1.  Ordng.  von  lin.  partiell.  Ditferentialgleichungen. 
SO  daß  Cf  =  0  für  sie  die  Form : 

bekommt.  Diese  Gleichung  aber  hat  die  n  —  2  voneinander 
unabhängigen  Lösungen : 

^,  =  ^^  =  _^^Z13l_         (1=1,2,  ...n-  2). 

Die  gesuchten  Lösungen  sind  somit  Punktionen  von z-^,z^,...z^_^ 
allein.  Aber  für  jede  Funktion  f  von  z^,  z^,  .  .  .  z^_^  allein 
nimmt  die  noch  zu  befriedigende  Gleichung  jB/"=  0  nach  Streichen 
des  überall  auftretenden  Faktors  y^_^  die  Form  an: 

und  diese  Gleichung  hat  die  w  —  3  voneinander  unabhängigen 
Lösungen : 

!LIli: :  VzIZlI     oder    5-^>»-i;  ^n-^-^n-x  (;^l  9...n-3\ 

-'j  «re-2  -^i        •*'«  '*'w-2         -^w 

d.  h.  die  n  —  3  Doppelverhältnisse  {x^_^x^Xj^x^_^,  vgl.  Nr.  748. 
Da  sich  alle  Doppelverhältnisse  von  je  vieren  der  Veränderlichen 
x^,  x^,  .  .  .  x^  durch  diese  w  —  3  ausdrücken  lassen,  sind  die  ge- 
suchten Lösungen  identisch  mit  den  Funktionen  der  Doppel- 
verhältnisse von  je  vieren  aller  Veränderlicher  x^,  x^,  .  .  .  x^. 


§  4.  Pfaffsche  Gleichungen. 
871.  G-eometrische  Deutung  einer  Ffaffischen  Glei- 
chung in  drei  Veränderlichen.  In  engem  Zusammenhange 
mit  den  homogenen  linearen  partiellen  Differentialgleichungen 
stehen  diejenigen  totalen  Differentialgleichungen  (vgl.  Nr.  671), 
die  man  auf  eine  Form  bringen  kann,  in  der  sie  linear  und 
homogen  in  den  Differentialen  der  Veränderlichen  sind,  also 
die  Gleichungen  von  der  allgemeinen  Form: 

X^  dX^  +   ^2  ^^^2  +  ■  •  ■  +   -^n  ^^ti  =  ^J 

wo  X],  Xg,  . . .  X^  gegebene  Funktionen  der  n  Veränderlichen  x^, 
x^,...  x^  bedeuten.  Solche  Gleichungen  heißen  Pfaffsche  Gleichungen. 
Wir  beschränken  uns  auf  den  Fall  von  nur  drei  Ver- 
änderlichen, die  mit  x,  y,  z  bezeichnet  seien,  also  auf  die  Be- 
trachtung einer  Plafi'schen  Gleichung  von  der  Form: 
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(1)  X{x,  y,  z)  dx  +  Y{x,  y,  z)  dy  +  Z(x,  y,z)dz  =  0. 
Nach  Nr.  671  wird  hier  die  Aufgabe  gestellt,  alle  diejenigen 
Gleichungen  zwischen  den  drei  Veränderlichen  x,  y,  z  zu  er- 
mitteln, infolge  deren  zwischen  den  Veränderlichen  und  ihren 
Differentialen  die  Gleichung  (1)  besteht.  Es  kommen  nur  zwei 
Fälle  in  Betracht:  Entweder  bestehen  zwischen  x,  y,  z  zwei 
voneinander  unabhängige  Gleichungen,  oder  es  ist  nur  eine 
Gleichung  zwischen  ihnen  vorhanden,  denn  der  dritte  Fall,  wo 
X,  y,  z  alle  drei  bestimmte  Werte  haben,  ist  trivial.  Deutet 
man  x,  y,  z  als  rechtwinklige  Koordinaten  im  Räume,  so  heißt 
dies:  Entweder  sucht  man  Integralkurven  oder  Integralflächen 
der  totalen  DiflFerentialgleichung  (1).  Es  fragt  sich  nun,  ob  es 
solche  gibt.  In  beiden  FäUen  wären  dx,  dy,  dz  proportional 
den  Richtungskosinus  einer  Tangente  der  Kurve  bzw.  Fläche. 
Aber  alle  diejenigen  von  einem  Punkte  M  oder  {x,y,z)  aus- 
gehenden Richtungen,  deren  Richtungskosinus  proportional  dx, 
dy,  dz  sind,  liegen  unter  der  Bedingung  (1)  in  der  Ebene  durch  M: 

(2)  X{i-x)+YO^-y)  +  Z{i-z)  =  i) 
mit  den  laufenden  Koordinaten  J,  Q,  J.     Mithin  folgt: 

Vermöge  der  Differentialgleichung  (1)  wird  jedem  Punkte  M 
oder  {x,  y,  z)  eine  durch  ihn  gehende  Ebene  und  daher  ein 
Flächenelement  (vgl.  Nr.  856)  zugeordnet.  Es  ist  alsdann  die 
Aufgabe  gestellt,  alle  Kurven  oder  Flächen  zu  finden,  die  in 
jedem  ihrer  PunJcte  M  das  zugeordnete  Flächenelement  berühren. 

Daß  es  solche  Kurven  in  unbegrenzter  Anzahl  gibt,  ist 
leicht  einzusehen.  Denn  längs  einer  Kurve  kann  man  etwa 
y  und  z  als  Funktionen  von  x  betrachten.  Wählt  man  nun 
eine  Gleichung  y  =  (p{x)  beliebig,  so  gibt  (1): 

\X{x,  cp,  z)  +  Y{x,  (p,  z)  (p']  dx  +  Z(x,  cp,  z)  dz  =  0, 

und  dies  ist  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung für  die  Funktion  z  von  x.  Hat  sie  die  allgemeine  Lösung 
2  ^  ■il}{x,  C),  die  eine  willkürliche  Konstante  G  enthält  und 
außerdem  natürlich  durchaus  davon  abhängt,  welche  Funktion 
man  als  Funktion  (p{x)  angenommen  hat,  so  geben  die  Glei- 
chungen y  =  q){x)  und  z  =  tp(x,  C)  eine  Schar  von  Integral- 
kurven an.  Diese  Schar  ist  wegen  der  beliebigen  Wahl  von 
q>(x)  noch  in  sehr  hohem  Maße  willkürlich. 
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In  der  nächsten  Nummer  beantworten  wir  die  nicht  ebenso 
einfache  Frage,  unter  welchen  Umständen  die  Differentialglei- 
chung (1)  Integralflächen  hat. 

872.  Integrabilitätsbedingung.  Soll  die  Pfaffsche  Glei- 
chung: 

(1)  X(x,  ij,  z)  dx  +  Y{x,  y,  z)  dy  -f  Z{x,  y,  z)  dz  =  0 
infolge    einer    einzigen    etwa    nach    z    auflösbaren   Gleichung 
zwischen  x,  y  und  z  bestehen,  so  muß  für  die  gesuchte  Funk- 
tion z  von  X  und  y: 

Xdx  +Yäy  +  Z  (1^  dx  +  '/y  dy)  =  0 

sein  und  zwar  für  alle  Werte  von  dx  und  dy,  d.  h.  es  muß 
einzeln: 

dx  '  oy 

sein.  Dies  sind  zwei  lineare  partielle  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  für  die  Funktion  z  von  x  und  y.  Nach  Nr.  854 
können  sie  singulare  Lösungen  z  gemein  haben,  nämlich  wenn 
es  Funktionen  z  von  x  und  y  gibt,  für  die  X,  Y  und  Z  ver- 
schwinden. Solche  Lösungen  können  also  nur  vereinzelt  vor- 
kommen. Wir  fragen  aber,  ob  es  eine  Lösung  geben  kann,  für 
die  X,  Y  und  Z  nicht  sämtlich  verschwinden.  Solche  Lösun- 
gen würden  implizite  durch  eine  Gleichung  f{x,  y,  z)  =  konst. 
definiert  sein,  wenn  /'  den  beiden  homogenen  linearen  partiellen 
Differentialgleichungen : 

(2)  Af-Z%-X%  =  0,         Bf-Z^-Y%  =  0 

Genüge  leistete,  nach  Satz  3,  Nr.  854.  Nach  Satz  16,  Nr.  869, 
gibt  es  solche  Funktionen  f  nur  dann,  wenn  Af=  0  und  Bf=  0 
ein  zweigliedriges  vollständiges  System  bilden,  d.  h.  wenn 
[At\  Bf)  =  0  infolge  von  Af  =  0  und  Bf  =  0  besteht.  Durch 
Nullsetzen  des  Klammerausdruckes  ergibt  sich  aber: 

(-zz^^Yz;)ll  +  {zz^-xz:)^l 
+  (-  zi;  4-  X i;  +  zx^  -  rx)  |/=  o, 

und  diese  Gleichung  besteht  infolge  von  (2)  nur  dann  für  be- 
liebige Funktionen  f,  wenn  die  Determinante  der  Koeffizienten 
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der  Ableitungen  von  f  in  allen  drei  Gleichungen  verschwindet. 

Daraus  folgt  die  Bedingung: 

(3)        X{Y,  -  Z,)  +  Y{Z^  -  Xj  +  Z(X^  -  YJ  =  0. 

Da  sie  in  X,  Y,  Z  symmetrisch  ist^  war  die  besondere  Annahme, 

daß  die  gesuchte  Gleichung  nach  s:  auflösbar  sei,  nicht  nötig. 

Mithin  ergibt  sich  der 

Satz  17:    Die  Pfaffsche  Gleichung: 

X{x,  y,  z)  dx  -f-  Y{x,  y,  z)  dy  -\-  Z(x,  y,  z)  dz  =  0 
wird  dann  und  nur  dann  durch  eine  einzige  Gleichung  in  x,  y,  z 
'befriedigt,  infolge  deren    X,  F,  Z  nicht  alle  drei  verschivinden, 
wenn  die  drei  Funktionen   X,  Y,  Z  für  alle  WeHe  von  x,y,z 
der  Bedingung: 

^{'Y.  -  z,)  +  Y{z^  -  X)  +  z{x^  -  rj  =  0 

Genüge  leisten.     Alsdann  bilden  die  Gleichungen: 

dx  cz         '  cy  GZ 

ein  zweigliedriges  vollständiges  System,  und  ivenn  f{x,  y,  z)  eine 
Lösung  des  Systems  vorstellt,  besteht  die  Pfaffsche  Gleichung  in- 

f{x,  y,  z)  =  konst. 
Man  kann  auch  so  sagen: 

Satz  18.    Eine  einfach  unendliche  Flächenschar: 
fix,  y,  z)  =  konst., 
bei   der  an  jeder   Stelle   {x,  y,  z)  vorgeschrieben  ivird,   daß   die 
Normale  Richtungskosinus  projwrtional  drei  Funktionen  X,  Y,  Z 
von  x,y,  z  habe,  gibt   es  dann  und  nur  dann,  wenn  X,  Y,  Z 
der  Bedingung: 

x{Y,  -  z;  +  Y{z^  -  XJ  +  ^(a;  -  ig  =  o 

Genüge  leisten. 

In  Nr.  870  lag  in  der  Gleichung  (2)  eine  Pfaffsche  Glei- 
chung vor,  bei  der  die  Bedingung  des  Satzes  erfüllt  ist. 

Diese  Bedingimg  (3)  heißt  die  Integrahilitätsbedingung  der 
Pfaffschen  Gleichung  (1)  und  die  Funktion  /'  ein  Integral.  Jede 
Funktion  von  f  allein  ist  ebenfalls  ein  Integral,  und  sonst  gibt 
es  keines.  Man  nennt  die  Pfaffsche  Gleichung  (1)  integrabel, 
wenn  die  Bedingung  (3)  besteht;  dies  ist  jedoch  eine  etwas 
irreführende  Bezeichnung. 
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Den  Satz  17  kann  man  noch  anders  ausdrücken:  Ist  die 
Integrabilitätsbedingung  (3)  erfüllt  und  /'  ein  Integral,  so  be- 
steht die  Gleichung  (1)  infolge  von  df  =  0  allein,  d.  h.  es  gibt 
einen  Faktor  31  derart,  daß  identisch: 

M{Xdx  +  Ydy  +  Zdß)  =  df 
wird.     Dieser  Faktor  M,   der  im   allgemeinen  von  x,  y  und  z 
abhängt,  heißt  ein  Multiplikator  der  Pfaffschen  Gleichung  (1). 
Daher  gilt  der 

Satz  19:    Der  Differentialausdruck: 

X(x,  y,  z)  dx  +  Y{x,  y,  z)  dy  +  Z{x,  y,  z)  dz 

hat  dann  und  nur  dann  einen  Multiplikator  M  derart,  daß  der 
Ausdruck  nach  Multiplikation  mit  M  ein  vollständiges  Differential 
df(x,  y,  z)  wird,  wenn  X,  Y,  Z  die  Bedingung: 

XiY,-Z^)+Y{Z^-X;)  +  Z{X^-Y^):=0 
erfüllen. 

873.   Homogene  Ffaffsche  Gleichungen  in  drei  Ver- 
änderlichen.    Die  Gleichung: 
(1)         X(x,  y,  z)  dx  +  Y{x,  y,  z)  dy  +  Z{x,  y,  z)  dz  =  0 

heißt  homogen,  wenn  X,  Y,  Z  homogene  Funktionen  gleichen 
Grades  m  sind.  Ist  die  Integrabilitätsbedingung  erfüllt,  so  kann 
man,  um  das  Integral  zu  finden,  entsprechend  wie  in  Nr.  715 
so  vorgehen: 

Vermöge  x  =  ^z  und  y  =  t)z  führt  man  neue  Veränderliche 
j  und  \)  statt  x  und  y  ein.    Dann  nehmen  X,  Y,  Z  Formen: 

(2)  x  =  ^'»3e,    r=-^"'3),    z  =  ^"'B 

an,  worin  X,  ^,  ß  nur  noch  von  j  und  l)  abhängen,  und  aus 
(1)  geht  hervor: 

(3)  zdcdi  +  z^di)  +  (jae  +  9^  +  3)^^  =  0. 

Die  Integrabilitätsbedingung  lautet  bei  dieser  neuen  Form  der 
Pfafischen  Gleichung: 

X  ^  (j3e  +  9?)  +  3)  -  ?)  Ij  (E3e  + 1)?)  +  3) 

Wenn  nun  zunächst: 

xX  +  yY+zZ=^0, 
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also  auch  jX  +  tJ^+3=|=0  ist,  läßt  sie  sich  so  schreiben: 

^^^  at5  j^  +  ^^_j_3     aj  j3£  +  Q^_|.3^ 

während  sich  die  PfafiFsche  Gleichung  (3)  so  darstellt: 

^^^         j3eTWT3  "^^  +  ?x  +  t)?)  +  3  ^^  +  T  ==  ^^- 

Aus  (4)  folgt  nach  Satz  1,  Nr.  609,  daß  die  beiden  ersten  Sum- 
manden das  vollständige  Diflferential  einer  Funktion  g)(j,  Q) 
sind,  die  man  durch  Quadraturen  finden  kann,  so  daß  alsdann 
aus  (5)  das  Integral  in  der  Form: 

9)(j,  tj)  +  In  ^  =  konst.      oder     <p  i^~  ,  —\-{-lnz  =  konst. 
hervorgeht. 

Wenn  dagegen: 

o:X-{-yY+zZ==0, 

also  auch  j3£  +  t)^  +  3  =  0  ist,  reduziert  sich  (3)  auf  eine 
gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ordnung  in  j  und  Q 
allein: 

Ist  9'(j,  l))  ihr  Integral,  so  stellt: 

das  Integral  von  (1)  dar. 

Beispiel:    Die  Pfaffsche  Gleichung: 
iy^  +  y  ^ -\-  z^)  dx  +  {z^  -\-zx-\-  x'^)  dy  +  {x^  +xy  -\-  y^)  dz  =  0 
ist    homogen    und    erfüUt    die   Integrabilitätsbedingung.     Hier 
liefert  das  soeben  vorgetragene  Verfahren  die  Gleichung: 

Da  der  Zähler  des  ersten  Bruches  als  die  Differenz: 

(j +  t)  +  1)  ^(Et) +  i- +  t))  -  (£9  +  j  +  t))  rf(j  +  ^+ 1) 

geschrieben  werden  kann,  geht  sofort: 

In  (E  t)  +  J  +  t))  -  In  (e  +  t)  +  1)  4-  In  ^  =  konst. 
oder: 

^^  +  ^^  +  ^^=  konst. 
x-^y  +  z 

als  Integral  hervor. 
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Achtes  Kapitel. 
Partielle  Differentialgleichnngen  erster  Ordnung. 

§  1.    Die  Lagraiige-Mongesche  Theorie. 

874.  Geometrische  Deutung  einer  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung.  Die  von  Lagrange 
entwickelte  Theorie  der  allgemeinen  partiellen  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  wurde  von  Monge  geometrisch 
gedeutet  und  durchsichtiger  gestaltet.  In  dem  gegenwärtigen 
Paragraphen  legen  wir  mehr  Gewicht  auf  diese  geometrische 
Auffassung;  im  zweiten  Paragraphen  soll  alsdann  die  von 
Cauchy  geschaffene  endgültige  Integrationstheorie  rein  analytisch 
entwickelt  werden. 

Wir  betrachten  eine  allgemeine  partielle  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  für  eine  unbekannte  B\inktion  z 
der  beiden  unabhängigen  Veränderlichen  x  und  y: 

die  wir  bequemer  so  schreiben: 
(1)  F{x,y,z,p,q)  =  0, 

indem  wir  unter  p  und  q  die  partiellen  Ableitungen  erster 
Ordnung  der  gesuchten  Funktion  z  hiu sichtlich  der  beiden  un- 
abhängigen Veränderlichen  x  und  y  verstehen. 

Die  analytischen  Betrachtungen  werden  wir  im  komplexen 
Gebiete  durchführen,  indem  wir  annehmen,  daß  es  einen  Bereich 
von  komplexen  Wertsystemen  x,  y,  z,  p,  q  gebe,  innerhalb  dessen 
sich  die  Funktion  F  regulär  verhält.  Dies  ist  dann  der  Bereich 
der  Differentialgleichung,  den  wir  nicht  verlassen  wollen.  Bei 
allen  künftig  auftretenden  Funktionen  z  =  (p(x,y)  setzen  wir  daher 
immer  stillschweigend  voraus,  daß  die  Gleichungen  z  =  (f{x,y), 
P  ^  ^xi  9.="  ^y  durch  Wertsysteme  x,  y,  z,  p,  q  innerhalb  des 
874] 


§  1.  Die  Lagrange-Mongesche  Theorie.  545 

Bereiches  der  Differentialgleichung  befriedigt  werden.  Wenn 
man  will,  kann  man  auch  im  komjjlexen  Gebiete  die  geo- 
metrischen Deutungen  beibehalten,  iudem  man  z.  B.,  falls 
X,  y,  z  komplex  sind,  unter  einem  Punkte  ein  Wertsystem 
Xy  y,  z  versteht,  unter  einer  Ebene  den  Inbegriff  aller  Wert- 
systeme  x,  y,  2,  die  eine  lineare  Gleichung  erfüllen,  usw. 
(vgl.  Nr.  829).  Wir  werden  in  diesem  ersten  Paragraphen 
ohne  Rücksicht  auf  Reelles  oder  Imaginäres  die  Sprache  der 
Geometrie  anwenden.  Man  vergleiche  auch  die  Bemerkung  am 
Anfange  von  Nr.  856. 

Eine  sich  regulär  verhaltende  Funktion  z  ^  (p(x,y)  heißt 
eine  Lösung  der  Differentialgleichung,  wenn  die  Gleichung: 

(2)  F{x,  y,  cp,  cp^,  (p,J)  =  0 

für  alle  erlaubten  Werte  von  x  und  y  erfüUt  ist,  d.  h.  für 
diejenigen  Werte  x,  y,  die  zusammen  mit  z  =  cp,  p  =  (p^, 
q  =  (Py  Wertsysteme  x,  y,  z,  p,  q  im  Bereiche  der  Differential- 
gleichung ausmachen.  Im  Räume  mit  den  rechtwinkligen 
Koordinaten  x,  y,  z  wird  jede  Lösung  durch  eine  Fläche,  eine 
sogenannte  Integralfläche,  dargestellt.  Die  Tangentenebene  eines 
Punktes  M  oder  (x,  y,  z)  der  Integralfläche  hat  nach  (5)  in 
Nr.  253    in    den  laufenden  Koordinaten  j:,  \),  §   die  Gleichimg: 

(3)  P{l-x)  +  q^\)-y)  -  (ä-^)  =  0. 

Der  Punkt  und  diese  Ebene  bilden  zusammen  ein  FläcJien- 
element  (x,  y,  ^ ,  p,  q),  vgl.  Nr.  856,  und  nach  (2)  kann  mau 
sagen:  Eine  Fläche  z  =  cp(x,y)  ist  dann  und  nur  dann  eine 
Integral flädie ,  ivenn  alle  ihre  Flächenelemente  {x,  y,  z,  p,  q)  zu 
denjenigen  gehören,  die  durch  die  Differentialgleichung  (1)  de- 
finiert werden. 

Die  Differentialgleichung  (1)  kann  nämlich,  ganz  abgesehen 
von  ihren  Integralflächen,  in  der  Tat  als  eine  Gleichung  auf- 
gefaßt werden,  vermöge  deren  aus  der  fünffach  unendlichen 
Gesamtheit  aller  Flächenelemente  (x,  y,  z,  p,  q)  des  Raumes 
eine  vierfach  unendliche  Schar  herausgegriffen  wird,  die  mau 
die  Schar  der  Flächenelemente  der  Differentialgleichung  (1)  nennt. 
Wir  erinnern  dabei  daran,  daß  p  und  q  die  Stellung  der  Ebene 
des  Elements  {x,  y,  z,  p,  q)  bestimmen,  niimlich  nach  Nr.  856 
die  Tangens  derjenigen  Winkel  sind,   unter  denen  die  Scbnitt- 
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geraden  der  Ebene  des  Elements  mit  der  xz-  nnd  ?/^-Ebene 
zur  a;^/- Ebene  geneigt  sind. 

Wir  betrachten  jetzt  insbesondere  diejenigen  Fläcben- 
elemente  (x,y,3,p,q)  der  Differentialgleichung,  die  zu  einem 
beliebig,  aber  bestimmt  gewählten  Punkte  M  oder  {x,  y,  s) 
gehören.  Für  sie  haben  x,y,z  bestimmte  Zahlen  werte,  so  daß 
die  Gleichung  (1)  nur  noch  eine  der  beiden  Größen  p  und  q^ 
etwa  p,  willkürlich  zu  wählen  gestattet.  Der  Punkt  M  gehört 
somit  einer  nur  noch  einfach  unendlichen  Schar  von  Flächen- 
elementen der  DifiFerentialgieichung  an,  und  alle  Ebenen  dieser 
Elemente  umhüllen  einen  Kegel  mit  der  Spitze  M,  den  man 
den  Elemmtarliegel  von  M  nennt.  Die  grundsätzliche  Be- 
nutzung des  Elementarkegels  verdankt  man  Bonnet.  Nach 
Nr.  281  kann  man  die  Mantellinien  des  Kegels  als  Grenz- 
lagen der  Schnittlinien  benachbarter  Ebenen  so  bestimmen:  Die 
Gleichung  (3)  der  Ebene  wird  nach  der  willkürlichen  Größe  p^ 
von  der  auch  q  infolge  der  Gleichung  (1)  abhängt,  differenziert. 
Dies  gibt: 

Weil  aber  q  die  durch  (1)  definierte  Funktion  von  p  bedeutet,, 
liefert  die  Differentiation  von  (1): 

Fr,  +  F,^  ^-^  =  0, 
P    ^       '1  dp  ' 

und  wenn  der  hieraus  folgende  Wert  von  dq  :  dp  in  die  vorige 
Gleichung  substituiert  wird,  kommt: 

P  9 

Die  beiden  Gleichungen  (3)  und  (4)  stellen  zusammen  bei 
gegebenen  Werten  von  x,  y,  z  die  gesuchten  Mantelliuien  dar, 
wenn  j)  und  q  an  die  Bedingung  (1)  gebunden  werden.  Be- 
zeichnen wir  mit  u,  v,  w  die  Richtungskosinus  einer  dieser 
Geraden,  so  sind  sie  zu  j  —  x,  l;  —  y,  l  —  z  proportional,  so 
daß  aus  (3)  und  (4)  folgt: 

^    ^  F„         F,        PF,  +  1F, 

Ein  Flächenelement    {x,y,z,p,q)   also,    dessen  Bestinnnuugs- 

stücke  die  Gleichung  F=0  befriedigen,  berührt  den  Elementar- 
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kegel  des  Punktes  M  oder  (x,  y,  z)  längs  der  Geraden,  deren 
Riclitungskosinus  u,  v,  w  der  Proportion  (5)  genügen.  Siehe 
Fig.  59. 

Unbestimmt  wird  die  Richtung  der  Geraden  nur  dann, 
wenn  F  und  F  beide  gleich  Null  sind.  Solche  Flächenelemente 
{x,  y,  z,  p,  q),  die  nicht  nur  der  Gleichung  F  =  0,  sondern 
auch  den  beiden  Gleichungen  i^  =  0  und 
F  =0  genügen,  heißen  Singular.  Wir  setzen 
voraus,  die  vorgelegte  Differentialgleichung 
F=0  sei  so  beschaffen,  daß  nicht  für  alle 
Wertsysteme  x,  y,  z,  p,  q,  die  ihrem  Be- 
reiche angehören  und  ihr  Genüge  leisten, 
Fp  =  0  und  F^  =  0  ist. 

Unter    einer  singulären    Integralfläche  _^ 

wird  eine  Integralfläche  verstanden,  deren  /  ^'^' 
Flächenelemente  sämtlich  singulär  sind,  ^^^'  ^^' 
d.h.  die  Funktion  z  =  (p(x,  y)  heißt  eine  singulare  Lösung, 
wenn  für  z  =  (p,  p  =  cp^  und  q  =  tp^  nicht  nur  F=  0,  sondern 
auch  Fp  =  0  und  i^^  =  0  ist.  In  der  Folge  beschäftigen  wir 
uns  im  wesentlichen  nur  mit  den  nicht  siugulären  Integral- 
flächen.    Wie  man  die   singulären  Inte-       ^^ 

gi"alflächen  bestimmt,  soU  in  Nr.  888 
erörtert  werden,  wobei  sich  zeigen  wird, 
daß    das    keine    Schwierigkeiten    macht.       ,y  _,.    .„ 

ö  \/  Flg.  60. 

Die  nicht  singulären  Integralflächen  sind 

diejenigen  Flächen,  die  in  jedem  ihrer  Punkte  den  zugehörigen 
Elementarkegel  des  Punktes  berühren.  Dies  soU  Fig.  60  ver- 
anschaulichen. 

Elementarkegel  fehlen  nur  solchen  Punkten  M  oder  {x,  y,  3), 
deren  zugeordnete  Flächenelemeute  {x,y,z,p,q)  sämtlich  singulär 
sind. 

875.  Nochmals  die  linearen  partiellen  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung.  Daß  wir  die  Theorie  der 
linearen  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  schon 
im  vorigen  Kapitel  gebracht  haben,  hat  seinen  Grund  darin, 
daß  sie  in  der  Tat  unter  den  partiellen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  eine  besondere  Rolle  spielen.  Bei  der  linearen 
Differentialgleichung : 
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(1)  a{x,y,z)p^  ß{x,y,^)Q  =  y(x,y>v 

ist  nämlich  F  =  ap  -{-  ßq  —  y  zu  setzen,  d.  h.  Fp=  a,  F^==  ß, 
so  daß  aus  F=0  noch  pF^^  qF^=  y  folgt.  Mithin  gibt 
hier  die  Proportion  (5)  der  letzten  Nummer: 

(2)  u  :  V  :  w  =  a  :  ß  :  y, 

und  da  «,  ß,  y  nur  von  x,  y,  z  und  nicht  von  p  und  q  ab- 
hängen, fallen  alle  Mantellinien  des  Kegels  eines  Punktes  M 
in  eine  Gerade  zusammen.  Die  Richtung  dieser  Geraden  ist 
die  Richtung  desjenigen  Linienelements  l,  das  dem  Punkte  M 
nach  Nr.  856  zugehört.  Bei  einer  linearen  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung  also  umhüllen  alle  einem  Punkte 
M  zugeordneten  Flächenelemente  nicht  mehr  einen  Kegel, 
sondern  sie  bilden  ein  Büschel.  Der  Kegel  ist  eben  in  eine 
einzige  Gerade  ausgeartet. 

Umgekehrt:     Der    einem   Punkte    M   oder    ix,  y,  z)    ver- 
möge einer  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung: 

(3)  F{x,  y,  z,  p,  q)  =  0 

zugeordnete  Elementarkegel  artet  in  eine  Gerade  aus,  wenn 
die  Verhältnisse  u,  v,  w  in  der  Proportion  (5)  der  letzten 
Nummer  von  p  und  q  unabhängig  sind,  also: 

Fp-Q(^{x,y,z),     F^  =  Qß{x,y,z), 


(4) 

'  pFp  +  qF^  =  Qy{x,y,z) 

ist,  wo  a,  ß,  y  nur  von  x  und  y  abhängen,  dagegen  q  noch 
außerdem  von  2^  und  q  abhängen  darf.  Die  Gleichungen  (4) 
sollen  dabei  infolge  von  (3)  bestehen.  Setzt  man  die  Werte 
von  F  und  F  aus  den  beiden  ersten  Gleicbungen  (4)  in  die 
dritte  ein,  so  fällt  der  Faktor  q  heraus,  und  es  bleibt  übrig, 
daß  die  Bedingung: 

a{x,  y,  z)p  +  ß{x,  y,s)q  =  y(x,  y,  z) 
infolge  von  (3)   bestehen   soll,   was  aber  besagt,    daß  die  vor- 
gelegte Differentialgleichung  (3)   auf  die   lineare  Form  (1)  ge- 
bracht werden  kann. 

Die  linearen  partiellen  Differentialgleichungen  sind  also  die 
einzigen  partiellen    Differentialgleichungen   erster    Ordnung,    hei 
denen    der  einem   beliebigen  Funkte  M  zugeordnete   Elementar- 
Jcegel  in  eine  Gerade  ausartet. 
875] 
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Von  den  linearen  partiellen  Differentialgleichungen,  deren 
Theorie  ja  schon  im  vorigen  Kapitel  gegeben  wurde,  nehmen 
wir  künftig  Abstand. 

876.  Begriff  und  Anwendung  einer  bekannten  voll- 
ständigen Lösung.  Nach  Lagrange  bezeichnet  man  als  eine 
vollständige  Losung  der  partiellen  Differentialgleichung  erster 
Ordnung : 

(1)  F{x,  y,  z,  p,q)  =  0 
eine  solche   Lösung: 

(2)  z=^(p{x,y,a,'b), 

die  noch  zwei  willkürliche  Konstanten  a  und  h  derart  enthält, 
daß  die  beiden  partiellen  Äbleitungett  erster  Ordnung  cp^  und  (py 
hinsichtlich  a  und  b  voneinander  unabhängig  sind.  Natürlich  ist 
für  a  und  b  ein  gewisser  Variabilitätsbereich  anzunehmen,  und 
(p  soll  sich  als  Funktion  von  allen  vier  Größen  x,  ij,  a,  b 
regulär  verhalten. 

Eine  solche  Lösung  (2)  heißt  nicht  deshalb  vollständig, 
weil  sie  etwa  alle  Lösungen  von  (1)  umfaßt,  im  Gegenteil, 
wir  werden  zeigen,  daß  es,  faUs  eine  vollständige  Lösung  (2) 
überhaupt  vorhanden  ist,  noch  unbegrenzt  viele  andere  Lösungen 
gibt.  Sie  heißt  vielmehr  deshalb  so,  weil  zu  einer  gegebenen 
vollständigen  Lösung  eine  bestimmte  partielle  Differentialgleichung 
erster  Ordnung  gehört.  Denn  man  erhält  diejenige  partielle 
Differentialgleichung  erster  Ordnung,  der  die  Funktion  (2) 
genügt,  durch  Elimination  von  a  und  b  aus  (2)  und: 

(3)  P  =   (f:c>       i  =  f,j- 

Wie  man  überhaupt  eine  vollständige  Lösung  finden  kann, 
wird  in  Nr.  881  gezeigt  werden.  Hier  nehmen  wir  an,  daß 
eine  solche  in  der  Form  (2)  schon  bekannt  sei. 

Wir  erinnern  nun  an  die  in  Nr.  92  angestellte  Betrachtung, 
die  wir  anwenden  können,  indem  wir  die  damals  mit  V  be- 
zeichnete Funktion  in  der  Form: 

(4)  V=(p{x,ij,a,(o{u))-  s 

annehmen.  Li  Nr.  92  stand  allerdings  cp  statt  co;  da  jedoch  hier 
das  Zeichen  (p  schon  in  anderer  Bedeutung  aufritt,  ist  die  Ab- 
änderung  der  Bezeichnung  nötig.     Die  Betrachtung  in  Nr.  92 
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lehrt:  Wird  eine  Funktion  cj  von  a  willkürlich  gewählt  und 
setzt  man  die  durch    cV  :da=-  0    oder: 

C5\  drp{x,  y,  a,  (»(o:))  ^  ^ 

^    ■'  Ca 

definierte  Funktion  a  von  x  und  1/  in    V=  0    oder: 

(6)  ^  =  (p(x,y,a,(o{a)) 

ein,  so  genügen  alle  so  hervorgehenden  Funktionen  2  von  a; 
und  2/  einer  gewissen  partiellen  Differentialgleichung,  die  un- 
abhängig davon  ist,  wie  man  die  Funktion  «(a)  wählen  mag, 
und  nach  (2)  in  Nr.  92  durch  Elimination  von  a  und  (o{a) 
aus  den  drei  Gleichungen  (6)  und: 

(7)  p-(p^=.0,     q-(py  =  0 

hervorgeht.  Hierbei  bedeutet  (p  die  Funktion  (6)  von  x,  y  und 
a.  Da  aber  a  und  o  eliminiert  werden,  ist  es  für  das  Ergebnis 
gleichgültig,  ob  man  die  beiden  Größen  so  oder  mit  a  und  h 
bezeichnet.  Setzt  man  aber  dafür  a  und  &,  so  treten  an  die 
Stelle  von  (6)  und  (7)  die  Gleichungen  (2)  und  (3),  und  wir 
wissen,  daß  durch  Elimination  von  a  und  h  aus  (2)  und  (3) 
die  vorgelegte  partielle  Differentialgleichung  (1)  hervorgeht. 
Der  partiellen  Differentialgleichung  (1)  genügt  demnach  außer 
ihrer  angenommenen  vollständigen  Lösung  (2)  jede  Funktion 
(6),  worin  co{a)  eine  willkürliche  Funktion  von  a  bedeutet  und 
a  selbst  die  durch  (5)  definierte  Funktion  von  x  und  y  ist. 

Der  innere  Zusammenhang  dieser  Theorie  wird  viel  klarer, 
wenn  man  nach  dem  Vorgange  von  Monge  geometrische  Ver- 
anschaulichungen benutzt.  Deshalb  wollen  wir  sie  von  neuem 
so  ableiten: 

Die  vollständige  Lösung  (2)  stellt  eine  siveifacli  unendliche 
Schar  von  Integralflächen  dar.  Unter  einer  Einhilllcnikn  sei 
eine  solche  Fläche  verstanden,  die  an  jeder  Stelle  eine  der 
Flächen  der  Schar  berührt.  Sie  hat  an  jeder  Stelle  ein  Flächen- 
element, das  einer  Fläche  der  Schar  (2)  und  deshalb  auch  der 
vorgelegten  Differentialgleichung  angehört.  Folylich  müssen  alle 
Einhüllenden  der  Schar  (2)  ebenfalls  Integral  flächen  sein.  In 
Nr.  278  —  280  war  von  den  Einhüllenden  einfach  unendlicher 
Flächenscharen  die  Rede,  während  hier  in  (2)  eine  zweifach 
unendliche  Schar  vorliegt.     Trotz  dieses  Unterschiedes  werden 


§  1.  Die  Lagrange-Mongesche  Theorie.  551 

wir  doch,  wie  sich  in  der  nächsten  Nummer  zeigen  wird, 
auf  den   damals   behandelten  Fall    zurückkommen. 

Um  allgemein  eine  Einhüllende  der  Flächenschar  (2)  zu 
gewinnen,  schließt  man  so:  Zu  jedem  gestatteten  Wertepaare 
X,  y  muß  eine  dritte  Koordinate  2  der  gesuchten  Fläche  und 
ein  Konstantenpaar  a,  h  gehören,  das  die  den  Punkt  {x,  y,  z) 
enthaltende  eingehüllte  Fläche  aus  der  Schar  (2)  bestimmt,  so  daß 
die  Koordinate  2  dieser  Fläche  der  Schar  (2)  mit  jener  Koordi- 
nate z  der  gesuchten  Fläche  übereinstimmt.  Wird  aber  jedem 
Wertepaare  x,  y  ein  Wertepaar  a,  h  zugeordnet,  so  heißt  dies, 
daß  es  zwei  FimMionen  a  und  ß  von  x  und  y  geben  soll, 
derart,  daß  sie  zu  jedem  Veränderlichenpaare  x,  y  die  zuge- 
hörigen Werte  von  a  und  h  augeben.  Anders  ausgedrückt: 
die  *"- Koordinate  der  gesuchten  Fläche  muß  sich  so  darstellen: 
(8)  z  =  cp {x,  y,  a{x,  y),  ß(x,  y)). 

Die  Funktionen  a  und  ß  sind  nun  noch  so  zu  bestimmen, 
daß  die  Fläche  (8)  an  der  zu  x  und  y  gehörigen  Stelle  die- 
jenige Fläche  der  Schar  (2)  berührt,  bei  der  a  und  h  die  zu- 
gehörigen Werte  von  a  und  ß  haben.  Die  Tangentenebene 
der  Fläche  (8)  hat  in  den  laufenden  Koordinaten  j,  l),  §  die 
Gleichung : 

dagegen  die  Tangentenebene  der  zu  a  und  h  gehörigen  Fläche 
(2)  die  Gleichung: 

9Px(e-^)  +  ^y{^-y)  -  ih-^)  =  0, 

worin  cp  zwar  die  Funktion  von  x,  y,  a  und  h  und  nicht 
die  von  x,  y,  a  und  ß  ist,  aber  a  und  h  doch  gerade  die- 
jenigen Werte  haben  soUen,  die  a  und  ß  für  das  angenommene 
Wertepaar  x,  y  zukommen.  Eine  Berührung  tritt  ein,  falls  beide 
Tangentenebenen  übereinstimmen,  also: 

ist.  Die  Fläche  (8)  stellt  somit  eine  Einhüllende  der  Schar  (2) 
und  mithin  eine  Integralfläche  dar,  tvemi  die  Funktionen  a  und 
ß  die  Bedingungen  (9)  erfüllen. 

877.  Diskussion  der  aus  einer  vollständigen  Lösung 
abzuleitenden  Lösungen.    Wir  haben  jetzt  die  Bedingungen: 
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uäher  zu  betrachten.  Wenn  a^,  ß^,  a^  und  ßy  sämtlich  gleich. 
Null  wären,  würden  a  und  ß  Konstanten  sein,  d.  h.  wir  kämen 
auf  die  gegebene  yollständige  Lösung  zurück.  Mithin  setzen 
wir  voraus,  daß  a  und  ß  nicht  beide  konstant  seien.  Je  nach- 
dem dann  die  Determinante 

l«x       ßx 

gleich  Null  oder  von  Null  verschieden  ist,  gehen  wesentlich 
verschiedene  Ergebnisse  hervor. 

Ist  die  Determinante  (2)  gleich  Null,  so  ist  ß  von  a  ab- 
hängig. Daher  werde  für  ß  irgend  eine  Funktion  co  von  a 
allein  gesetzt.  Dann  kommen  die  beiden  Forderungen  (1)  auf 
die  eine  zurück: 

(3)  ^„  +  9P^^(ö'(o:)  =  0. 

Dies  aber  ist,  weil  ß  =  (o(a)  eingesetzt  werden  muß,  eine 
Gleichung  in  u-,  y  und  cc  allein.  Gibt  es  eine  Funktion  a  von 
X  und  y,  die  ihr  genügt,  so  ist  auch  ß  =  (o(cc)  als  Funktion 
von  X  und  y  bestimmt  und: 

(4)  2  =  (p{x,y,(c,(o{a)) 

eine  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung.    Die  Gleichung 

(5)  in  voriger  Nummer  ist  in  der  Tat  gerade  die  Bedingung  (3)^ 
und  mithin  sind  wir  hier  aufs  neue  zu  |dem  alten  Ergebnisse 
gelangt  (siehe  (6)  in  voriger  Nummer).  Die  Funktion  /3  =  «(f^) 
war  zwar  willkürlich.  Aber  man  muß  sich  in  ihrer  Wahl 
soweit  einschränken,  daß  die  für  a  und  ß  infolge  von  (3)  her- 
vorgehenden Funktionen  von  x  und  y  Werte  annehmen,  die 
dem  Variabilitätsbereiche  der  Konstanten  a  und  h  in  der  voll- 
ständigen Lösung   (p(x,y,a,h)   angeh()ren. 

Wenn  dagegen  die  Determinante  (2)  nicht  gleich  NuU  ist, 
sind  a  und  ß  voneinander  unabhängig.  Dann  folgt  aus  (1): 
(5)  n=0,     cp,=  0. 

Gibt  es  also  zwei  voneinander  unabhängige  Funktionen  a  und  ß 
von  X  und  y,  die  den  Bedingungen  (f))  genügen  und  deren 
Werte  dem  für  die  Konstanten  a  und  h  gestatteten  Variabi- 
litätsbereiche angehören,  so  muß  cp{x,y,a,ß)  eine  Lösung  der 
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DifferentialgleichuDg  sein.  Diese  Lößung  aber  ist  notwendig 
Singular  (vgl.  Nr.  874),  und  zwar  sieht  man  das  so  ein: 

Für  jede  Lösung  z  der  Differentialgleichung  besteht  nicht 
nur  die  Differentialgleichung  F  =  0  selbst,  sondern  auch  jede 
durch  partielle  Differentiation  nach  x  bzw.  ij  hervorgehende 
Gleichung.  Wenn  man  die  partiellen  Ableitungen  zweiter  Ord- 
nung von  z  nach  x  und  y  mit  r,  s,  t  bezeichnet  (wie  in  Nr.  85)^ 
so  ist  also: 

(6)  K+F^Pi-F^r  +  F^s  =  0,  F,^+ Fj^  +  F^s  ^- F^t  =  i). 
Diese  Gleichungen  gelten  für  die  vollständige  Lösung: 

z^cp{x,y,a,h) 
und  für  die  neue  Lösung: 

z  =  (p{x,y,cc,ß). 
Bei  der  ersten  haben  p  und  q  die  Werte  (f\^  und  (p^.    Bei  der 
zweiten  haben  sie  zwar  anscheinend  andere  Werte,  nämlich: 

aber  nach  (5)  sind  dies  doch  wieder  (p^.  und  cp  .  Die  Ableitungen 
r,  s,  t  gehen  also  bei  beiden  Lösungen  durch  nochmalige  Diffe- 
rentiation von  g)^  und  q)  nach  x  bzAv.  y  hervor.  Bei  der  voll- 
ständigen Lösung  sind  sie: 

dagegen  bei  der  neuen  Lösung: 

ir==^xx+  ^xa^x+  ^x,ißx, 

(8)  s  =  <p^y  +  cp^^^Uy  -f  cp^.ßy  =  (p^^  +  (p>^^^a^  +  (pyiß^, 

Nach  (6)  und  (7)  ist  nun  bei  der  vollständigen  Lösung: 

F^-^F^<Px-\-F^<Pxx  +  F^<Pxy=0, 


^^^  'F,+  F%^F^<Pxy^F,^%y-0. 

Bei  der  neuen  Lösung  treten  hierin  an  die  Stelle  von  qp^^, 
(p^y,  (pyy  die  Werte  (8).  Da  aber  die  Gleichungen  (9)  für  alle 
erlaubten  Werte  der  Konstanten  a  und  h  gelten,  sind  sie  auch 
richtig,  wenn  a  und  1)  durch  die  Funktionen  cc  und  ß  ersetzt 
werden.  Dann  stimmen  die  Werte  von  ^^^,  (p^  ,  qp  in  (9) 
mit  den  in  (8)  rechts  ebenso  bezeichneten  Werten  überein. 
Nun  gelten  bei  der  neuen  Lösung  entsprechend  den  Gleichungen 
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(9)  diejenigen,  die  aus  (9)  liervorgehen ,  wenn  cp^^,  qo^,,  und 
g)^y  durch  die  Werte  (8)  von  r,  s,  t  ersetzt  werden.  Zieht 
man  von   diesen   Gleichungen   die   entsprechenden  Gleichungen 

(9)  ab,  so  ergeben  sich  die  beiden  folgenden  Formeln,  die  für 
die  Lösung  (pix,  y,  a,  ß)  und  für  alle  erlaubten  Werte  von  x 
und  y  gelten: 

(10)  l^P^'P^^"''-  +   ^^/*^-)   +  Fqi'Pxa^  +  ^xtiß,)   =  0; 

Für  2,  p  und  q  sind  darin  natürlich  die  Werte  (p,  cp^  und  cp,, 
eingesetzt  zu  denken.  Hier  liegen  nun  in  F  und  F  lineare 
homogene  Gleichungen  vor,  deren  Determinante  gleich  dem 
Produkte 


9^xu    fPxfi 
%a     <Pyß 


^x    ßa 
%     ßv 


von  zwei  Determinanten  ist,  die  beide  nicht  verschwinden,  weil 
erstens  (p^  und  (py  hinsichtlich  a  und  ß  und  zweitens  a  und  ß 
hinsichtlich  x  und  y  voneinander  unabhängig  sind.  Das  erste 
folgt  nämlich  aus  der  in  voriger  Nummer  gemachten  Voraus- 
setzung, wonach  die  partiellen  Ableitungen  von  cp(x,  y,  a,  h) 
nach  x  und  y  hinsichtlich  a  und  b  voneinander  unabhängig 
sein  sollen,  da  a  und  ß  demselben  Variabilitätsbereiche  wie  a 
und  b  angehören.  Also  ergibt  sich  aus  (10),  daß  i^  =  0  und 
F^=  0  für  2  =  cp[x,  y,  a,  ß)  wird,  d.  h.  daß  die  Lösung  2  = 
<p(x,  y,  a,  ß)    Singular  ist,  nach  Nr.  874. 

Da  a  und  ß  in  dem  soeben  betrachteten  Falle  voneinander 
unabhängige  Funktionen  von  x  und  y  sind,  gibt  es  zu  irgend- 
einem erlaubten  Wertepaare  a,  b  solche  Werte  von  x  und  y, 
für  die  a  und  ß  gerade  gleich  a  und  b  werden.  Dies  bedeutet, 
daß  die  singulare  Integndfläche  ivirldich  von  der  ztveifach  un- 
endlichen Schar  der  in  der  vollständigen  Lösung  enthaltenen 
Integral  flächen  eingehüllt  wird  und  nicht  von  einer  darin  ent- 
haltenen nur  einfach  unendlichen  Schar. 

Anders  ist  es  in  dem  vorhergehenden  Falle,  d.  h.  bei  der 
Integralfläche : 

(11)  z  =  (p{x,y,cc,(o{cc)), 
wobei  nach  (3): 

(12)  ^«+'P.«'(«)  =  0 
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ist.  Hier  nämlich  kommen,  da  /3  =  0(0)  gesetzt  worden  war, 
nur  diejenigen  Integralflächen  der  Schar  0  =  (p(x,  y,  a,  h)  in 
betracht,  bei  denen  die  Konstante  h  gleich  0(0)  ist,  d.h.  die 
Fläche  (11)  ist  die  Einhüllende  der  einfach  unendlichen  Flächen- 
schar : 
(13)  z  =  cp{x,ij,a,Gi{a)) . 

878.  Die  Charakteristiken.  Wir  erinnern  jetzt  an 
die  in  Nr.  278 — 280  angestellten  Betrachtungen  über  die  Ein- 
hüllende einer  einfach  unendlichen  Flächenschar.  Danach  sind 
die  Grenzlagen  der  Schnittkurven  benachbarter  Flächen  der 
Schar,  d.  h.  die  Charakteristiken,  diejenigen  Kurven,  längs  deren 
die  Flächen  die  Einhüllende  berühren.  Die  Einhüllende  enthält 
also  eine  einfach  unendliche  Schar  von  Charakteristiken,  längs 
deren  sie  je  eine  Fläche  der  Schar  berührt. 

Wenn  man  sich  die  Frage  vorlegt,  wie  viele  Charakte- 
ristiken es  hier  überhaupt  gibt,  hat  man  zu  bedenken,  daß 
man  aus   der  zweifach    unendlichen  Schar  der  Integralflächen: 

(1)  z  =  (p{x,y,a,h), 

die  durch  die  vollständige  Lösung  gegeben  sind,  auf  unbegrenzt 
viele  Arten  einfach  unendliche  Scharen: 

(2)  z  =  (p{x,y,a,a{a)) 

herausgreifen  kann,  indem  man  für  &  eine  willkürliche  Funktion 
von  a  setzt.  Da  nun  zu  jeder  solchen  Schar  (2)  eine  Ein- 
hüllende : 

(3)  s  =  (p(x,y,a,G3'a)) 

gehört,  nämlich  diejenige,  bei  der  die  Funktion  k  von  x  und  y 
der  Gleichung: 

(4)  cp^-^cpy{a)  =  0 

genügt,  ist  man  zunächst  vielleicht  zu  der  Vermutung  geneigt, 
daß  die  Gesamtheit  aller  Charakteristiken  viel  umfangreicher 
sei,  als  sie  sich  in  Wahrheit  herausstellt  und  zwar  so: 

Die  Einhüllende  (3)  berührt  die  zu  einem  bestimmten 
Werte  von  a  gehörige  Fläche  (2)  längs  derjenigen  Kurve  der 
Fläche  (3),  längs  deren  a{x,y)  den  konstanten  Wert  a  hat, 
d.  h.  längs  der  Kurve,  die  durch  die  beiden  Gleichungen: 

(5)  2  =  (p {x,  y,  a,  a (a)) ,     (Pa+ (fco^^'ia)  =  0 
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dargestellt  wird.  Die  Konstante  a  ist  willkürlich;  da  co(a) 
eine  willkürliche  Funktion  von  a  bedeutet,  sind  auch  co(ci) 
und  (x)'(a)  willkürliche  Konstanten.  Bezeichnen  wir  sie  mit  h 
und  c,  so  folgt:  Alle  überhaupt  vorkommenden  Charakteristiken 
tverden  durch  die  beiden  Gleichungen: 

(6)  0  =  cp{x,  y,  a,  h),     (p^  +  cp,c  =  0 

mit  nur  drei  willkürlichen  Konstanten  a,  h,  c  dargestellt.  Die 
Schar  aller  Charakteristiken  ist  somit  höchstens  dreifach  un- 
endlich. Sie  ist  aber  auch  gerade  dreifach  unendlich.  Wenn 
sich  nämlich  die  Gleichungen  (6)  so  umformen  ließen,  daß  sie 
nur  zwei  willkürliche  Konstanten  enthielten,  würden  sich  für 
bestimmte  Werte  von  x,  y,  z  zwei  Gleichungen  zur  Bestimmung 
der  Konstanten  ergeben,  d.  h.  dann  würde  durch  einen  beliebig^ 
gewählten  Punkt  M  oder  (ic,  y,  z)  keine  unbegi-enzte  Anzahl  von 
Charakteristiken  gehen,  und  dies  ist  falsch.  Denn  bei  gegebenen 
Werten  von  x,  y,  z  kann  man  a  noch  beliebig  annehmen,  wäh- 
rend die  erste  Gleichung  (6)  alsdann  &  und  die  zAveite  noch  c 
bestimmt,  weil  93^4=0  ist. 

Hierbei  erinnern  wir  daran,  daß  der  Begriff  der  Charakte- 
ristiken auch  bei  den  linearen  partiellen  Differentialgleichungen 
in  Nr.  856  auftrat.  Aber  die  Charakteristiken  einer  linearen 
partiellen  Differentialgleichung  in  x,y,z  bilden,  weil  sie  durch 
zwei  Integrale  dargestellt  werden  (vgl.  (7)  in  Nr.  856),  eine 
nur  ziveifach  unendliche  Schar.  Dies  findet  seine  Erklärung^ 
darin,  daß  die  Annahme  der  Existenz  einer  vollständigen 
Lösung  z  =  (p(x,  y,  a,  h),  bei  der  (p^  und  g)^  hinsichtlich  a  und  h 
voneinander  unabhängig  sind,  bei  einer  linearen  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung nicht  erlaubt  ist.  Wir  schließen  ja  auch  die 
linearen  partiellen  Differentialgleichungen  nach  Nr.  875  von  der 
Betrachtung  aus. 

Soeben  sahen  wir,  daß  durch  einen  beliebig  gewählten 
Punkt  M  oder  {x,  y,  z)  unbegrenzt  viele  Charakteristiken  gehen,. 
die  eine  einfach  unendliche  Schar  bilden.  Sie  haben  in  dem 
Punkte  M  Tangenten,  die  einen  Kegel  bilden,  und  die  Ver- 
mutung liegt  nahe,  daß  dieser  Kegel  der  Elementarkegel  von  Jf 
(vgl.  Nr.  874)  ist.  Dies  läßt  sich  so  beweisen:  Sind  dx,  dy,  dz 
die  Differentiale  längs  einer  Charakteristik,  so  folgt  aus  (6): 
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(7)  dz  =  (p^dx  +  (pydy, 

iSPxa  +  ^xbC)  (^^  +  {^ya  +  ^yb^^)  dy  =  0 . 

Passen  wir  einen  bestimmten  Punkt  M  oder  (x,  y,  z)  ins  Auge, 
so  sind  a  und  h  der  ersten  Bedingung  (6)  zu  unterwerfen, 
d.  h.  h  ist  als  Funldion  von  a  zu  betrachten.  Ferner  ist  c  nach 
der  zweiten  Bedingung  (6)  gleich  —  (fa-  ^b  ^^  setzen,  so  daß 
die  letzte  Gleichung  diese  wird: 

(8)  {^^afb-  ^xb^a)ff'^  +  (^ya^b—^yb9^a)dy  =  0. 

Andererseits  wird  aber  die  Differentialgleichung  F=0  von  z  =  cp 
erfüllt,  d,  h.  es  ist: 

F{x,  y,  cp,  (p^,  (py)  =  0 
für  alle   erlaubten  Werte  von  x,  y,  a  und  b.     Daher  kann  sie 
nach  a  differenziert  werden.     Dies  gibt: 

Zur  Abkürzung  sind  dabei  cp,  (p^  und  cp^  mit  z,  p  und  q  be- 
zeichnet.    Die  erste  Gleichung  (6)  dagegen  liefert: 

Wird  hieraus  db  :  da  =  —  cp^:  cp^^  entnommen  und  in  (9)  ein- 
gesetzt, so  kommt: 

(10)         F^((p^^(p,-  (p_^,(p^)  +  F^^{(p^^(p,-  qo^.qpj  =  0. 

Diese  Gleichung  besteht  also,  falls  b  als  die  bei  gegebenen 
Werten  von  x,  y  und  z  durch  z  ^  cp{x,  y,  a,  b)  definierte  Funk- 
tion von  a  betrachtet  wird,  und  die  Vergleichung  von  (8)  mit 
(10)  ergibt  somit,  daß  für  die  Differentiale  dx,  dy,  dz  der  Cha- 
rakteristiken  an  der  Stelle  31  außer   der  Bedingung  (7)   noch 

die  Bedingung: 

/^wN  dx       dy 

^^^)  F    =F 

P  2 

gilt,  d.  h.  daß  für  sie: 

,-,  cf\  dx  dy  dz 

^      '  F;-F~^-pF^^qF^ 

wird.  Dies  aber  besagt  nach  (5)  in  Nr.  874:  In  jedem  Pimlie  M 
oder  {x,  y,  z)  sind  die  Tangenten  der  hindurchgehenden  Charak- 
teristiken die  Mantellinien  des  Elementarkegels  von  M. 
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Bei  dieser  Schlußfolgerung  wurde  ohne  weiteres  an- 
genommen, daß  die  Koeffizienten  von  F^,  und  F,^  in  (10)  nicht 
beide  verschwinden.     Wäre: 

so  müßte  wegen  qD„H=0  und  g'^4=Ö  auch: 

^xa^yb—  ^,ja^xb=^ 

sein,  d.  h.  (p^  und  (p^  wären  entgegen  der  Annahme  in  Nr.  876 
voneinander  hinsichtlich  a  und  h  abhängig. 

Wir  kehren  zur  Einhüllenden  (3)  einer  einfach  unend- 
lichen Schar  von  Integralflächen  (2)  zurück.  Es  sei  M  ein 
Punkt,  den  die  Einhüllende  mit  der  zu  einem  bestimmten 
Werte  von  a  gehörigen  Fläche  (a)  der  Schar 
gemein  hat.  Die  Einhüllende  berührt  die  Fläche 
(a)  längs  einer  Charakteristik  h  Diese  hat  in 
31  eine  Tangente  t,  die  eine  Mantellinie  des 
Elementarkegels  von  M  ist.  Andererseits  be- 
rührt der  Elementarkegel  in  31  sowohl  die 
Fläche  (a)  als  auch  die  Einhüllende,  nach 
Nr.  876.     Mithin  berührt   der    Elementarkegel  ^^^  ^^ 

von  M  die   Fläche  {a)    und   die   Einhüllende 
gerade  längs  der  Charaläeristik  h     Siehe  Fig.  61.    Anders  aus- 
gesprochen:   Das  Flächenelement,   das  die  Fläche  (a)   tnit  der 
Einhüllenden  an  der  Stelle  M  gemein  hat,  berührt  den  Elementar- 
hegel längs  der  Tangente  t  der  Charakteristik  k. 

879.  Die  charakteristischen  Streifen.  Wir  haben 
gesehen:  Wemi  eine  vollständige  Lösung  (p{x,y,a,b)  der  par- 
tiellen Diti^entialgleichuug  erster  Ordnung  vorliegt  und  die  Ein- 
hüllende einer  in  ihr  enthaltenen  einfach  unendlichen  Schar 
von  Integralflächen  bestimmt  wird,  ergibt  sich  eine  Integral- 
fläche, die  jede  Fläche  der  durch  die  vollständige  Lösung  defi- 
nierten Schar  längs  einer  Charakteristik  berührt  und  also  längs 
der  Kurve  mit  ihr  die  Flächenelemente  gemein  hat.  Die  Schar 
dieser  Elemente  längs  der  Charakteristik  heißt  nach  Lir  ein 
charakteristischer  Streifen.  Vgl.  Fig.  58,  Nr.  858.  Um  die  Be- 
dingungen für  die  charakteristischen  Streifen  aufzustellen,  ver- 
fahren wir  entsprechend  wie  in  Nr.  858: 
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Zunächst  sind  z,  p,  q  auf  der  Einhüllenden  Funktionen 
von  X  und  y,  die  der  Differentialgleichung: 

(1)  F{x,y,z,p,q)=^0 
und  folglich  auch  den  beiden  Gleichungen: 

-F.+  F,p+F^,+  F^q,=  0,     F^-{-F^q^F^p,^+F,^q^=  0 
genügen.     Da  siher  Py==  c^z  :  cxdy  =  q^.  ist,  folgt  hieraus: 

(2)  F^p^+F^p^^-F^-pF.^,  F^q^i-F,^q^^-F^-qF^. 
Längs  einer  Charakteristik  kann  man  x  und  y  als  Funktionen 
einer  einzigen  Hilfsveränderlichen  f  betrachten,  und  dabei  ist, 
falls  man  dx  :  dt  =  F   annimmt,  nach  (12 1  in  voriger  Nummer: 

/r>\  dx  (ly  dz 

Längs  des  charakteristischen  Streifens  sind  auch  p  und  q  ge- 
wisse Funktionen  von  t.     Da  nun; 

dp  dx  dy        dq  dx  dy 

'di^^^'di^ ^y~di'    ~dt  ^  ^^lii  ^ '^y  dt 
ist,  ergibt  sich  aus  den  Gleichungen  (3): 

%  =  F,P.  +  F,^Py ,      rfl  =  F^Q.  +  F,^q,_, 
also  nach  (2): 

(4)  %^^F,--pF.,,     'i  =  -F,-,F,. 

Mithin  genügen  die  Flächenelemente  {x,  y,  z,  p,  q)  eines  charalc- 
teristischen  Streifens  den  fünf  Gleichungen  (3)  und  (4). 

Man  kann  diese  Gleichungen  auch  von  t  befreien,  indem 
man  die  Verhältnisse  von  dy,  dz,  dp  und  dq  zu  dx  bildet 
Dann  liegt  ein  System  erster  Ordnung  von  vier  gewöhnlichen 
Differentialgleichungen  für  die  Funktionen  y,  z,  p,  q  von  x  vor, 
das  vier  unabhängige  Integrale  hat.  Ein  Integral  ist  F  selbst, 
weil  das  vollständige  Differential  von  F  infolge  von  (3)  und  (4) 
verschwindet.  Außerdem  sind  noch  drei  von  F  unabhänsige 
Integrale  Wj,  co^,  co^  vorhanden.  Da  nun  die  Gleichung  i^  =  0 
von  den  Flächeneleraenten  erfüllt  werden  muß,  folgt,  daß  jeder 
charakteristische  Streifen  aus  Elementen  (x,  y,  z,  p,  q)  besteht^ 
die  den  vier  Gleichungen: 

(5)  -F  =  0,     co^=  konst.,     co^  ==  konst. ,     Wg  =  konst. 
genügen. 
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Ein  beliebig  gewähltes  nicht  singuläres  Flächenelement 
{^Q,  Vo,  ^q,Pq,  'h),  das  der  Gleichung  F=0  genügt,  gehört 
nach  Nr.  876  einer  Integralfläche  an,  die  in  der  vollständigen 
Lösung  enthalten  ist,  und  diejenige  Einhüllende,  die  diese 
Fläche  im  Punkte  {xq,  y^,  Zq)  berührt,  hat  mit  ihr  einen 
charakteristischen  Streifen  längs  der  gemeinsamen  Berührungs- 
linie, der  Charakteristik,  gemein.  Da  nun  das  System  (3),  (4), 
wenn  es  von  t  befreit  wird,  auch  gerade  ein  Lösungensystem 
hat,  dem  für  x  =^  x^  bestimmte  Anfangs  werte  y^,  Zq,  p^,  q^  zu- 
kommen, folgt,  daß  die  Gleichungen  (5)  stets  einen  charakte- 
ristischen Streifen  darstellen,  wie  auch  die  drei  willkürlichen 
Konstanten  innerhalb  eines  gewissen  Bereiches  gewählt  sein 
mögen. 

Weil  die  Bestimmung  der  charakteristischen  Streifen  nur 
die  Integration  des  Systems  (3),  (4)  von  gewöhnlichen  Diffe- 
rentialgleichungen erfordert,  das  man  aufstellen  kann,  ohne 
eine  vollständige  Lösung  'zu  kennen,  so  läßt  sich  der  Begriff' 
der  diaralieristischen  Streifen  aucJi  unabfiängiy  von  der  An- 
nahme einer  heJcannten  vollständigen  Lösung  entwiclieln.  Hierauf 
fußt  die  von  Cauchy  gegebene  Integrationsmethode,  die  wir  im 
nächsten  Paragraphen  auseinandersetzen  werden. 

Das  System  (3),  (4)  hat  dieselbe  Form  wie  das  System  (7) 
in  Nr.  858.  Dort  aber  war  F  in  p  und  q  linear  und  ganz, 
und  infolge  davon  waren  insbesondere  zwei  von  |)  und  q  freie 
Litegrale  vorhanden,  was  hier  nicht  der  Fall  ist. 

880.  Ein  BeispieL  Man  kann  sich  dadurch  Beispiele 
zu  den  Betrachtungen  der  letzten  Nummer  bilden,  daß  man 
von  einer  gegebenen  zweifach  unendlichen  Flächenschar  aus- 
geht und  diejenige  partielle  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung berechnet,  die  diese  Flächen  als  Integralflächen  hat. 

Die  Schar  aUer  Ebenen,  die  die  Kugel: 

(1)  x'+t/i-z'-B' 

mit  dem  Radius  B  berühren,  wird  durch  die  Gleichung: 

(2)  ax  +  hy  -{-  cz  -  B  =  0 

dargestellt,  wenn  die  drei  Konstanten  a,  h,  c  der  Bedingung: 

(3)  rt2^?>2^c2=l 

genügen,    so    daß    also    nur    zwei   von   ihnen   wesentlich    sind. 
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Faßt  man  z  als  Funktion  von  x  und  y  auf,  so  gibt  die  Diffe- 
rentiation von  (2)  nach  x  und  y\ 

a  -\-  cj)  =  ^ ,     &  +  cg  =  0. 
Elimination  von  a,  b,  c  aus  diesen  beiden  Grleichungen  und  den 
beiden  Gleichungen  (2)  und  (3)  liefert  eine  partielle  Differential- 
gleichung erster  Ordnung: 

(4)  F  =  {xp  +  yq-  zf  -  R^p'  -^q^+r)  =  0, 

bei  der  die  Schar  der  Tangentenebenen  der  Kugel  (1)  eine 
vollständige  Lösung  darstellt.  Die  durch  einen  Punkt  M 
gehenden  Tangentenebeuen  der  Kugel  umhüllen  den  zu  M  ge- 
hörigen Elementarkegel,  der  daher  der  Taugentialkegel  ist,  den 
man  von  31  an  die  Kugel  legen  kann.  Jede  Integralfläche 
von  (4)  muß  in  jedem  ihrer  Funkte  M  den  Elementarkegel 
berühren,  d.  h.  alle  Tangentenebeuen  der  Integralflächen  müssen 
Tangentenebeuen  der  Kugel  sein,  also  aus  diesen  Ebenen  durch 
Einhüllung  hervorgehen.  Entweder  wird  die  Fläche  von  allen 
Tangentenebenen  der  Kugel  eingehüllt,  und  dann  ist  sie  die 
Kugel  selbst  und  nach  Nr.  877  singulär,  oder  sie  wird  von 
einer  nur  einfach  unendlichen  Schar  von  Tangentenebeuen 
eingehüllt,  und  dann  ist  sie  nach  Nr.  281  die  Tangentenfläche 
irgendeiner  Kurve,  deren  Tangenten  die  Kugel  heriiJiren.  Jeder 
charakteristische  Streifen  besteht  hier  aus  solchen  Flächen- 
elementen, deren  Punkte  eine  Tangente  der  Kugel  bilden  und 
deren  Ebenen  in  diejenige  Tangentenebene  der  Kugel  zusammen- 
fallen, die  diese  Tangente  enthält.] 

881.  Ermittlung  einer  vollständigen  Lösung.  Die- 
jenige partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung,  die  nach 
Nr.  876  durch  eine  gegebene  vollständige  Lösung  definiert  wird, 
hat  nur  solche  Flächenelemeute,  die  den  Integralflächen  der 
vollständigen  Lösung  angehören.  Mithin  muß  jede  Integral- 
fläche an  jeder  Stelle  eine  von  den  Flächen  der  vollständigen 
Lösung  berühren,  d.  h.  das  in  Nr.  876,  877  entwickelte  Ver- 
fahren der  Einhüllung  muß  alle  Integralflächen  liefern. 

Hiernach  ist  die  vollständige  Integration  einer  vorgelegten 
Differentialgleichung: 
(1)  F(x,y,^,p,q)  =  0 

mittels  Differentiation,  Elimination  und  Substitution  zu  leisten, 
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•sobald  eine  vollständige  Lösung  bekannt  ist.  Es  erübrigt 
daher  nur  noch  zu  zeigen^  wie  Lagrange  eine  solche  Lösung 
bestimmte : 

Wenn  man  zu  der  Gleichung  (1)  noch  eine  Gleichung: 

(2)  fix,  y,  z,  v,q)  =  a 

mit  einer  willkürlichen  Konstanten  a  hinzufügt,  kann  man  p 
und  q  als  die  durch  beide  Gleichungen  definierten  Funktionen 
von  X,  y  und  z  auffassen;  aber  es  gibt  nur  dann  Integralflächen, 
auf  denen  p  und  q  diese  Funktionen  sind,  wenn  alsdann  die 
totale  Differentialgleichung: 

(3)  dz  =  pdx  -{-  qdy 

die  Integrabilitätshedingung  in  Satz  17,  Nr.  872,  erfüllt.  Sie 
lautet,  da  hier  X=p,   Y  =  q,  Z  =  —  1  zu  setzen  ist,  so: 

(4)  pq^-qp^-Py+ 90^=0. 

Nun  aber  gelten  für  die  durch  (1)  und  (2)  definierten  Funk- 
tionen p  und  q  von  x,  y,  z  die  Gleichungen: 

F^c  +  F^P.  +  F,^Q.  =  0,  /;  +  f,p,  +  f,q,  =  0, 
Fy  +  F^Py  +  F^q^  =  0,  /;  +  /;p^  +  f^q^  =  0, 
F,  +  F^p^  +  F^g,  =  0,       /,  +  f^^  +  f^q^  =  0. 

Substituiert  man  die  hieraus  zu  berechnenden  Werte  von  q^,  p^^ 
p    und  q^  in  (4),  so  ergibt  sich: 

-(F,  +  4J',)|-^-0. 

Dies  ist  eine  homogene  lineare  partielle  Differentialgleichung 
erster  Ordnung  für  f.  Nach  Satz  1,  Nr.  853,  muß  daher  /'  ein 
Integral  desjenigen  Systems  sein,  das  die  charakteristischen 
Streifen  bestimmt,  vgl.  (3)  und  (4)  in  Nr.  879. 

Hat  man  ein  solches  Integral  f{x,  y,  z,  p,  q)  gefunden,  so 
sind  die  aus  (1)  und  (2)  folgenden  Funktionen  p  und  q  von 
X,  y,  z  in  (3)  einzusetzen.  Nach  Nr.  872  kommt  alsdann  die 
Integration  der  totalen  Differentialgleichung  (3)  auf  die  eines 
zweigliedrigen  vollständigen  Systems  hinaus,  indem  es  sich 
darum  handelt,  diejenigen  Funktionen  0(x,  y,  z)  zu  ermitteln, 
für  die: 
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d^     dO     d^  -, 

ex     dy     CS 

ist.  Da  nun  die  durch  (1)  und  (2)  definierten  Funktionen  p 
und  q  von  x,  y,  z\  auch  von  der  Konstanten  a  abhängen,  gilt 
dasselbe  von  den  Funktionen  Q.  Mithin  ergibt  sich  schließ- 
lich eine  Gleichung: 

^{x,  y,  z,  a)  =  h 

als  Integral  von  (3),  und  darin  bedeutet  b  ebenfalls  eine  will- 
kürliche Konstante.  Implizite  wird  diese  Gleichung  demnach 
im  allgemeinen  eine  vollständige  Lösung  2  =  (p{x,  y,  z,  a,  h)  der 
vorgelegten  partiellen  Differentialgleichung  (1)  definieren. 

Hiermit  ist  der  Vortrag  der  Integrationsmethode  von 
Lagrange  beendet.  Die  Betrachtungen  dieses  Paragraphen 
haben  nur  einen  vorläufig  orientierenden  Charakter.  Wir 
gehen  jetzt  dazu  über,  die  vollkommenere  Cauchysche  Inte- 
grationsmethode zu  entwickeln. 

§  2.  Die  Integration stheorie  Ton  Caiichy. 

882.    Lösungen   erzeugt   durch    charakteristische 
Streifen.    Im  Gegensatze  zum  ersten  Paragraphen  soU  jetzt  die 
Cauchysche     Integrationstheorie     einer    partiellen    Differential- 
gleichung erster  Ordnung: 
(1)  F{x,y,z,p,q)^0 

rein  analytisch  entwickelt  werden.  Der  Vollständigkeit  halber 
sind  dabei  einige  im  ersten  Paragraphen  ausgeführte  Rechnimgen 
zu  wiederholen.  Der  geometrische  Inhalt  der  neuen  Methode 
soll  aber  doch  nachher  (in  Nr.  886)  angedeutet  werden. 

Unter  dem  Bereiche  der  Differentialgleichung  (1)  wird  wie 
in  Nr.  874  ein  Bereich  verstanden,  innerhalb  dessen  F  eine 
reguläre  Funktion  der  fünf  komplexen  Veränderlichen  x,  y,  z,  p,  q 
ist.  Singular  heißen  solche  Wertsysteme  x,  y,  z,  p,  q,  für  die 
außer  F  auch  F„  und  F„  gleich  Null  sind.  Es  wird  vorausge- 
setzt,  daß  nicht  für  alle  Wertsysteme  des  Bereiches,  die  F  zum 
Verschwinden  bringen,  auch  JE  und  F  gleich  NuU  werden.  Wir 
betrachten  nur  solche  Lösungen  z  =  (p{x,  y),  die  zusammen  mit 
p  =  (Px  und  q  =  (py  reguläre  Funktionen  von  x  und  y  innerhalb 
des  Bereiches  sind.     Eine  Lösung  heißt  singulär,  wenn  sie  zu- 
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sammen  mit  p  =  <Pj.  und  q  =  q)  nur  durch  lauter  singulare 
Wertsysteme  x,  y,  z,  p,  q  befriedigt  wird. 

Nim  hedeute  z  =  cp{x,  y)  eine  nicht  singulare  Lösung.  Mit 
z  sind  auch  p^^  (f^  und  CL  =  ^y  reguläre  Funktionen  von  x  und  y, 
für  die  jP=0  wird.  Pai'tielle  Differentiation  von  (1)  nach  x 
und  y  gibt  daher  (wie  in  Nr.  879): 

F^  +  F^P  +  F^P.'rF^.q.-^,     F,-\-F^q  +  F^p,^-\-F^q,  =  i). 
Da  2\j  =  Qx  i^^;  folgt  hieraus: 

(2)  F^p^  +  F^p^=-F^-pF^,    F^q^-\-F^q,^  =  -F^-qF,. 

Wir  betrachten  jetzt  das  folgende  System  erster  Ordnung 
von  zwei  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  in  der  Normalform : 

(3)  ^-F„    "i^F,, 

in  dem  t  die  unabhängige  Veränderliche  bedeutet  und  F  und 
F  ebenso  wie  z,  p  und  q  Funktionen  von  x  und  y  allein  sind 
und  zwar  offenbar  reguläre  Funktionen.  Es  sei  a,  &  ein  Werte- 
paar von  X,  y,  zu  dem  es  einen  Wert  von  z  =  (fix,  y)  gibt. 
Wird  ein  Wertepaar  Xq,  y^  in  der  Umgebung  der  Stelle  (a,  ?>) 
gewählt,  so  hat  das  System  (3)  nach  Satz  11,  Nr.  824,  ein  und 
nur  ein  System  von  Lösungen  x  und  y,  die  für  t  =  0  die  Au- 
fangswerte  Xq  und  y^  haben: 

(4)  X  =  1{xq,  i/o,  0,     y  =  l^ipOQ,  Vq,  0- 

Dabei  sind  l  und  ^  in  der  Umgebung  der  Stelle  {a,  h,  0)  re- 
guläre P'unktionen  von  x^,  y^,  t,  nach  Satz  12,  Nr.  825.  Setzt 
man  in  z  =  (p(x,  y)  die  Werte  (4)  ein,  so  wird  z  eine  Funk- 
tion von  Xq,  y^,  t,  für  die  dasselbe  gilt.  Ebenso  für  p  und  q. 
Dabei  ist  nach  (3): 

dz  dx    .       dy  y,    ,       tt 

ät-l'Tt-^^dt==i'^v+^lF<< 
und  nach  (3)  und  (2): 

dp  dx    ,        dy  ^  ^  „ 

Tt=P^dt+i''Jdt=i'-^^p  +  i^^'  =  -^r-pF, 

da  dx      ,  dy  tt      ,  -n  -n  -n 

l  =  ^.at  "'^dt^  'i^^p  +  ^y^''^  =-F,-qF„ 
so    daß   X,  y,  z,  p,  q  als   Funktionen   von   /    das   System    erster 
Ordnung  von  fünf  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  in  der 
Normalform : 
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dx        -n        d  1/        -^        dz 

dt-^r>^   dt-^'n  in-pFA^iF^> 

dt  -^     P^'    dt  ^y     ^^^•' 

befriedigen.     Inshesondere  hat  dies  System  das  Integral  F,   da 

das  vollständige  Differential  von  F  infolge  von  (5)  verschwindet. 

Wenn  unter  Zq,  p^,  q^  diejenigen  Werte  verstanden  werden, 
die  z  =  (p(x,  y),  p  =  (p^,  q  =  <Py  für  x  =  Xq,  y  —  Vq  annehmen, 
hat  das  System  (5)  ein  und  nur  ein  System  von  Lösungen 
X,  y,  z,  p,  q,  dem  für  ^  =  0  die  Anfangs  werte  x^,  y^,  Zq,  p^,  q^ 
zukommen  und  das  aus  Funktionen  von  a-'y,  y^  und  t  besteht, 
die  sich  in  der  Umgebung  der  Stelle  {a,  h,  0)  regulär  verhalten. 
Da  andererseits  diejenigen  Funktionen  von  t,  die  durch  die 
Substitution  (4)  aus  z  =  (p,  p  =  (f^,  Q  =  <py  hervorgehen,  für 
^  =  0  gerade  die  Werte  Zq,  Pq,  q^  haben,  folgt  mithin: 

Satz  1:  Es  liege  eine  partielle  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  für  eine  Funktion  z  von  x  und  y  vor: 

F{x,  y,  z,  p,  q)  =  0, 

und  F  verhalte  sich  in  einem  gewissen  Bereiche  als  Funktion  der 
fünf  Veränderlichen  x,  y,  z,  p,  q  regulär.  Ferner  sei  z  =  q)  (x,  y) 
eine  Lösung  von  F==0,  die  sich  in  der  Umgehung  eines  Werte- 
paares X  =  a,  y  =  h  regulär  verhält;  dabei  werde  vorausgesetzt, 
daß  die  Werte  von  x,  y,  z  =  (p,  p  =  q)^,  q  =  (fy  innerhalb  dieser 
Umgebung  dem  Bereiche  angehören  und  daß  dabei  F  und  F 
nicht  beide  verschwinden.  Ist  alsdann  Xq,  y^  ein  Wertepaar 
in  der  Umgebung  der  Stelle  [a,  b)  und  sind  Zq,  p^  und  q^  die 
zugehörigen  Wetie  von  z  =  (p{x,  y),  p  =  (p^  und  q  =  (Py,  so 
iverden  die  Gleichungen: 

z  =  (p{x,  y),    p  =  g)^,     ^  =  (py 

in  einer  gewissen  Umgebung  von  t  =  0  durch  dasjenige  Lösungen- 
system X,  y,  z,  p,  q  des  Systems  erster  Ordnung  von  gewöhnlichen 
Differentialgleichungen : 

dx jp        dy T-,        dz  tt»     i       rp 

Ji~     P'      M^     1'    'dt  ^P    p'^  ^^    'i' 

"^^^-I-nF       ^  =  -F-qF 
dt  ^x     V^z^     dt  ^y      ^-^^ 

befriedigt,  das  für  t  =  0  die  Anfangsiverte  Xq,  y^,  Zq,  p^,  q^  hat. 

[888 


566     Kap.  VIII.  Partielle  Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 

Unter  einem  charalieristischen  Streifen  der  Differential- 
gleichung F  =  0  soll  jedes  reguläre  Lösungensystem  des 
Systems  (5)  verstanden  werden,  dessen  Anfangs  werte  für  ^  =  0 
der  Gleichung  i^  =  0  Genüge  leisten.  Diese  analytische  Defini- 
tion besagt  dasselbe  wie  die  geometrische  Definition  in  Nr.  879. 

Der  Satz  1  läßt  sich  nun  so  aussprechen: 

Satz  2:  In  der  Umgehung  einer  Stelle  x  =  a,  y  =  h,  wo 
die  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung: 

F(x,  y,  z,  p,  q)  =  0 
eine  ihrem  Bereiche  angehörende^iicht  singulare  Lösung  z  =  cp  (x,  y) 
hat,  wird  das  Gleichungensystem: 

z  =  (p{x,  y),  p-(p^,  q-(p, 
von  jedem  charakteristischen  Streifen  befriedigt,   dessen  Anfangs- 
werte Xq,  y^,  Zq,  Pq,  q^  beliebige  Werte   Xq  und  y^  in   der  Um- 
gebung der  Stelle  {a,  b)  und  die  zugehörigen    Werte  von  <p,  cp^ 
und  (py  sind. 

883.  Integration  der  partiellen  Differentialglei- 
chung erster  Ordnung.  In  der  letzten  Nummer  wurde  von 
einer  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung: 

(1)  F{x,  y,  z,  p,q)  =  0 

ausgegangen  und  gezeigt,  daß  sie  durch  charakteristische  Streifen 
befriedigt  wird.  Jetzt  wird  die  Betrachtung  umzukehren  sein: 
A-US  den  charakteristischen  Streifen  sollen  die  Lösungen  abge- 
leitet werden. 

Es  seien  x^,  yQ,  Zq,  p^,  q^  solche  in  der  Umgebung  von 
T  =  0  reguläre  Funktionen  einer  Hilfsveränderlichen  t,  deren 
Werte  dem  Bereiche  der  Differentialgleichung  (1)  angehören  und 
den  beiden  Gleichungen: 

(2)  )    -^^  dr    +  ^^  dV        Tr    ~  ^' 
\     F{xQ,y^,z^,p^,q^)  =  0 

genügen;  die  Ableitungen  F  und  F,  sollen  aber  für  diese 
Wertsysteme  nicht  beide  verschwinden.  Im  Laufe  der  Be- 
trachtung wird  diesen  Funktionen  Xq,  y^,  Zq,  p^,  q^  von  t  noch 
eine  Bedingung  auferlegt  werden.  Ob  es  überhaupt  derartige 
Funktionen  gibt,  ist  eine  Frage,  deren  Erörterung  der  Nr.  885 
vorbehalten  bleibt. 
88»,  883] 


§  2.  Die  Integrationstheorie  von  Cauchy.  5G7 

Unter  x,  y,  z,  p,  q  sei  nunmehr  dasjenige  Lösungensystem 
des  Systems  erster  Ordnung  von  fünf  gewöhnlichen  Differential- 
gleichungen in  der  Normalform: 


(3) 


dt         P'     dt  'j'     dt      i'-^p^l^qi 

dt  ^     ^    ''     dt  y     ^    ' 


(4) 


verstanden,  das  für  t  =  0  die  Anfangswerte  Xq,  y^,  Zq,  p^,  q^ 
hat  und  sich  in  der  Umgebung  von  ^  =  0  regulär  verhält.  Da 
die  Anfangswerte  selbst  von  r  abhängen,  besteht  das  Lösungen- 
system aus  Funktionen  von  t  und  x,  die  sich  in  der  Umgebung 
von  i^  =  T  =  0  regulär  verhalten.  Deshalb  wird  es  deutlicher 
sein,  die  geraden  Differentiationszeichen  in  (3)  zu  vermeiden 
und  statt  (3)  zu  schreiben: 

j    ^t-Fj,,     y,=-F,^,     z,=  pFpi-qF,^, 

1   Pt--K-PF^,     qt=-Fy~qF^. 
Das  Lösungensystem  sei  etwa  dieses: 

(    X  =  X{t,x),     y  =  a{t,x),     z  =  v{t.,x),       . 

\  p^7i{t,x),     q  =  x(t,x). 

Da  F  nach  Nr.  882  ein  Integral  von  (3)  ist,  wird  F  für  diese 
fünf  Funktionen  von  t  und  x  konstant,  und  weil  F  insbe- 
sondere für  ^  =  0  nach  der  zweiten  Gleichung  (2)  verschwindet, 
befriedigen  die  fünf  Funktionen  (5)  die  vorgelegte  Differential- 
gleichung (1)  für  alle  Werte  von  t  und  x  in  der  Umgebung  von 
t  =  X  =  0.  Lidern  wir  nun  t  und  x  aus  (5)  eliminieren,  werden 
wir  zu  einer  Lösung  der  Differentialgleichung  gelangen,  näm- 
lich so:  Die  Funktionen  (5)  mögen  für  ^  =  t  =  0  die  Werte 
a,  b,  c,  \,  7^2  haben.  Alsdann  definieren  die  beiden  ersten 
Gleichungen  f5)  nach  Satz  13,  Nr.  826,  umgekehrt  t  und  x  als 
reguläre  Funktionen  von  x  und  y  in  der  Umgebung  der  Stelle 
(a,  b),  wo  sie  verschwinden,  sobald  nur  noch  feststeht,  daß  die 
Funktionaldeterminante  x^y^  —  yt^^,  d.  h.  nach  (4)  die  Deter- 
minante F  y^  —  F^x^  für  ^  =  t  =  0  nicht  verschwindet.  Aber 
für  ^  =  0  werden  x,  y,  z,  p,  q  gleich  x^,  «/q,  Zq,  p^,  q^.  Also 
setzen  ivir  noch  vm-aus,  daß: 

/Q\     rcF{Xo,y^,  z^,Po,  gp)  dj/o  _  dF{x^,  y^,  z^, p^,  gp)  d,x^l    ,    ^ 
^  -^     L  dPo  dt  d%  dt  J^ 

r  =  0 
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sei.  Substituiert  man  nun  die  duicli  die  beiden  ersten  Glei- 
chungen (5)  definierten  Funktionen  t  und  t  von  x  und  y  in 
die  drei  übrigen  Gleichungen,  so  ergeben  sich  drei  Funktionen: 
(7)  z==(p{x,y),    p  =  i{x,y),     q  =  xi,{x,y), 

die  sich  in  der  Umgebung  der  Stelle  {a,  b)  regulär  verbalten. 
Außerdem  erfüllen  sie  die  Gleichung  jP  =  0.  Es  braucht  also 
nur  noch  gezeigt  zu  werden,  daß  die  Funktionen  p  =  %  und 
q  =  tl'  die  partiellen  Ableitungen  der  Funktion  s  =  (p  hinsicht- 
lich X  und  y  sind.  Da  die  Funktionen  z,  p  und  q  von  x  und  y 
durch  Elimination  von  t  und  r  hervorgegangen  sind,  genügt 
es  zu  beweisen,  daß  die  Funktionen  x,  y,  ^,  p  und  q  von  t 
und  T,  die  als  Lösungensystem  von  (3)  oder  (4)  definiert  waren, 
den  Ausdruck  dz  —  pdx  —  qdy  oder: 

{z,-px,-  qy,)  dt  -f  {z,- px^-  qy,)dx 
zum  Verschwinden  bringen,  d.  h.  daß  die  beiden  Gleichungen: 

(8)  ^t- p^t-9.yt=^,   ^r-p^t-(iVt=^ 

bestehen.  Die  Richtigkeit  der  ersten  leuchtet  ein,  wenn  man 
darin  die  Werte  von  x^,  y„  z^  aus  (4)  substituiert.  Um  die 
der  zweiten  zu  beweisen,  setzen  wir: 

Dann  ist: 

(10)  9t=  ^tt-  P^-tT-  ^iVtr-  Pt^r-  ^iVr- 

Nach  (4)  ist  aber: 

•—  7-1        r  TT!       r  dFp        .  C  Fq 

_  dFp         _  dFg 
^('~  dt  '    y*'~  dx  ' 

Setzt  man  diese  Werte  und  die  aus  (4)  zu  entnehmenden  Werte 
von  p^  und  q^  in  (10)  ein,  so  kommt: 

Qt  =  ^>'r  +  ^>r  +  F^Pt  +  ^>A  +  F^{px^  +  qy;) 
oder,   wenn    rechts  F.z^  addiert  und  wieder   subtrahiert  wird, 
mit  Rücksicht  auf  (9): 

Aber  für  das  Lösungensystem  x,  y,  z,  p,  q  von  (3)  ist  F  =  0. 

Demnach  bleibt: 
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Wäre  nun  ()  =+  ö,  so  käme: 

t 

^  In  p  1:1       1    i,  ö 

^f  =  -F^,  d.h.  Q  =  Qoe  ' 

wo  Qq  den  Wert  von  q  für  ^  =  0,  d.  h.  nacli  (9)  den  Wert: 

bedeutet,  der  nach  der  ersten  Gleichung  (2)  verschwindet. 
Folglich  ist  in  der  Tat  jj  =  0,  also  die  zweite  Gleichung  (8) 
ebenfalls  bewiesen.  Mithin  ist  die  unter  (7)  gefundene  FimJction 
z  =  (p(x,y)  eine  Lösung  der  Differentialgleichung  F=0. 

884.  Beweis  der  Vollständigkeit  des  lutegratious- 
verfahrens.  In  der  vorigen  Nummer  haben  wir  ein  Integra- 
tionsverfahren gewonnen,  durch  das,  falls  man  Funktionen 
^oj  2/0?  -07  Po)  'U  ^^^^  "^  finden  kann,  die  den  dort  aufgestellten 
Bedingungen  genügen,  stets  eine  Lösung  z  =  fp{x,y)  der  par- 
tiellen Differentialgleichung  hervorgeht.  Wie  man  diese  Be- 
dingungen in  allgemeinster  Weise  zu  erfüllen  vermag,  soll  in 
der  nächsten  Nummer  erörtert  werden.  Vorher  soll  hier  ge- 
zeigt werden,  daß  das  Integrationsverfahren  jede  überhaupt 
vorhandene  nicht  singulare  Lösung  liefert. 

Es  sei  nämlich  z  =  (p  {x,  y)  irgendeine  nicht  singulare 
Lösung  der  Differentialgleichung  F  =  0.  Sie  verhalte  sich 
in  der  LTmgebung  der  Stelle  x  =  a,  y  ^  b  regulär.  Dann  sind 
21  =  (p^,  Q  =  (p,j  nnd  folglich  auch  F  und  F  in  dieser  LTmgebung 
reguläre  Funktionen  von  x  und  y,  und  F  und  F  mögen  an 
der  Stelle  (0,  h)  selbst  die  Werte  q  und  c^  haben,  die  nicht 
beide  verschwinden,  weil  die  Lösung  nicht  singulär  ist.  Nun 
mögen  unter  Xq  und  ?/q  irgend  solche  zwei  Funktionen  von  r 
verstanden  werden,  die  sich  in  der  Umgebung  von  t  =  0  regulär 
verhalten,  für  t  =  0  die  Anfangswerte  a  und  h  haben  und  der 
Bedingung: 

T   =   0 

genügen.  Solche  Funktionen  gibt  es  stets,  da  q  und  c^  nicht 
beide  verschwinden.  Ferner  bedeute  Zq  die  Funktion  (p{Xq,  «/q), 
und    es    seien  2^0   ^^^^   Üo   i^^®    partiellen  Ableitungen   nach   Xq 
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und  y^,  so  daß  auch  ^q,  p^,  (Jq  in  der  Umgebung  von  t  =  0 
reguläre  Funktionen  von  r  vorstellen.  Diese  Funktionen  ge- 
nügen nun  wegen  (1)  der  Bedingung  (6)  der  letzten  Nummer. 
Außerdem  ist  für  sie  dz^  gleich  PqcIXq-^  q^clifQ  sowie  F  =  i), 
d.  h.  auch  die  beiden  Bedingungen  (2)  der  letzten  Nummer 
sind  befriedigt.  Man  kann  somit,  ausgehend  von  diesen  fünf 
bekannten  Funktionen  Xq,  y^,  2^,  i\,  q^  von  r,  das  Integrations- 
verfahren der  letzten  Nummer  anwenden.  Nach  Satz  1,  Nr.  882, 
befriedigt  alsdann  das  L'ösvingensjsiemx,y,  s,p,q  die  Gleichungen: 

^=fp{^,y)>     P-9^x^      2  =  9^2,; 
d.  h.  das  Integrationsverfahren  liefert  gerade  diejenige  Lösung 
2  =  q)(xj  y)   der   partiellen   Differentialgleichung,   von   der  wir 
vorhin   ausgingen. 

Mithin    kann    man    die    Ergebnisse    der  letzten    Nummer 
so  formulieren: 

Satz  3:  Es  liege  eine  partielle  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  für  eine  Funktion  z  von  x  und  y  vor: 

Fix-,  y,  z,  p,  q)  =  0, 
und  F  verhalte  sich  in  einem  gewissen  Bereiche  als  FunMion  der 
fünf  Veränderlichen  x,  y,  z,  p,  q  regulär.  Jede  nicht  singidäre 
Lösung  z  =  (p{x,  y),  die  dem  Bereiche  der  Differentialgleichung 
angehört  und  sich  in  der  Umgebung  einer  Stelle  x  =  a,  y  =  h 
regulär  verhält,  ergibt  sich  so:  Unter  Xq,  y^,  Zq,  p^,  q^  werden 
fünf  solche  in  der  Umgebimg  von  7  =  0  reguläre  FunMionen 
einer  Hilfsve^'änderlichen  x  verstanden,  die  den  Bedingungen: 

F{x„  y^,  Zo,Po,  qo)  =  ^,^  =  Po  ^7  +  ^0  %', 
[xq]  =  a,     [«/o]  =  b, 

t=0  T=0 

L  dPü  dx  dq^  dr  ]    ' 

«  =  o 

geniigen.     Dasjenige   Lösungensystem  x,  y,  z,  p,  q   des   Systems 

erster  Ordnung  von  fünf  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  in 

der  Normalform : 

^  _  ■p      ^-F      ^'=  i)F  +  aF 


^P F  -  nF      ^"^  ==-  F  -oF 

dt~      ^'     ^    -•'    dt  ^y      ^^-•' 
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das  für  t  =  0  die  Änfangsiverte  Xq,  y^,  z^^  i\,  q^  hat  und  sich 
in  der  Umgehung  der  Stelle  t  =  0  regidär  verhält,  besteht  aus 
Funktionen: 

x=  l{t,  r),     ^  =  u  {t,  r),     z  =  v{t,  r), 

p  =  7t(t,r),  q  =  x{t,r) 
dei'  beiden  Hilfsveränderlichen  t  und  t,  und  diese  Funhtionen 
sind  in  der  Umgebung  der  Stelle  t  =  r  =  0  regulär.  Durch  x  =  k 
und  y  ==  ^  werden  t  und  r  als  Funktionen  von  x  und  y  definiert, 
die  für  x  =  a,  y  =  b  den  Wert  Null  haben  und  sich  in  der 
Umgebung  der  Stelle  {a,  b)  regulär  verhcdten.  Ihre  Substitution 
in  z  =  V  liefert  eine  Lösung: 

z=^q>{x,y) 
von  der  gesuchten  Art.     Dieselbe  Suhstitution    venvandelt  p  =  n 
und  q  =  z  in  die  partiellen  Ableitungen   dieser  Lösung  nach  x 
und  y. 

885.  Nachweis  der  Existenz  von  Lösungen.  Schließ- 
licli  erübrigt  nur  noch  zu  zeigen,  wie  man  die  Bedingungen 
befriedigen  kann,  die  für  die  Funktionen  XQ,yQ,  Zq,Pq,  q^  von 
T  in  dem  letzten  Satze  aufgestellt  worden  sind. 

Es  sei: 
(1)  x  =  a,     y  =  b,     z  =  c,    l)==h^,     q  =  \ 

ein  bestimmtes  dem  Bereiche  der  Differentialgleichung  jP  =  0 
angehöriges  Wertsystem,  das  die  Differentialgleichung  erfüllt 
und  nicht  singulär  sein  soll,  sodaß  F  und  F  für  dies  Wert- 
system solche  Werte  c^  und  Cj  annehmen,  die  nicht  beide  gleich 
Null  sind.  Nun  wählt  man  drei  Funktionen  Xq,  ^/q,  z^  von  t, 
die  für  r  =  0  gleich  a,  b,  c  werden  und  sich  in  der  Umgebung 
von  r  =  0  regulär  verhalten.  Ihre  Ableitungen  nach  r  sollen 
außerdem  an  der  Stelle  t  =  0  den  Bedingungen: 


(2) 


LdrJr  =  0~^lLrfrJr^0+^'2[7rJ,  =  , 


genügen.  Diese  Annahmen  sind  immer  erfüllbar,  weil  q  imd 
Cg  nicht  beide  verschwinden.  Um  nun  noch  ^„  und  q^  als 
Funktionen  von  r  zu  gewinnen,  bildet  man  die  beiden  Glei- 
chungen: 
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[     F(X(^,  y^,  s^,  Pq,  q^)  =  0 , 

[  ^'o  dt  "^^^0  dt  dx  ~  ^• 
Sie  lassen  sich  durch  Funktionen  p^  und  q^  von  t  erfüllen,  die  für 
T  =  0  die  Anfangswerte  h^  und  1u  haben.  Denn  die  linken  Seiten 
dieser  Bedingungen  stellen,  weil  Xq,  y^  und  ^^  von  t  abhängen, 
Funktionen  von  r,  Pq  und  q^  dar,  die  sich  in  der  Umgebung 
von  T  =  0,  |Jq  =  Ji^ ,  q^  =  7^2  regulär  verhalten.  Außerdem  hat 
ihre  Funktionaldeterminante   hinsichtlich  p^   und   g^,   nämlich: 

dF{x^,  j/o,  gp,  j?o,  gp)  dt/o  _  gF(a;o,  y^,  gp, Pp,  %)  dx^ 
dpo  dt  dqo  dr  ' 

für  r  =  0,Pq=  h^,  ^q  =  Ji^  nach  der  ersten  Bedingung  (2)  einen 
von  Null  verschiedenen  Wert.  Nach  Satz  13,  Nr.  826,  haben 
die  Gleichungen  (3)  folglich  Auflösungen  p^  und  q^,  denen  für 
r  =  0  die  Anfangswerte  /^^  und  It^  zukommen  und  die  sich  in 
der  Umgebung  von  t  =  0  als  Funktionen  von  t  regulär  ver- 
halten. 

Hiermit  sind  solche  fünf  Funktionen  Xq,  y^,  Zq,Pq,  q^  von  v 
gefunden,  die  den  Bedingungen  des  Satzes  3  genügen.  Über- 
dies gibt  dies  Verfahren  jedes  System  von  Funktionen  von  der 
verlangten  Art.  Die  Voraussetzungen  also,  unter  denen  die  in 
Nr.  883  entwickelte  Integrationsmethode  anwendbar  ist,  sind 
erfüllt.     Mithin  folgt 

Satz  4:  Es  liege  eine  partielle  Differentialgleichung  erster 
Ordnimg  für  eine  Funldion  z  von  x  und  y  vor: 

F(x,y,z,  p,  q)  =  0, 
und  F  verhalte   sich   in   einem  gewissen  Bereiche  als  FunMion 
der  fünf  Veränderlichen  oc,y,z,p,q  regulär.     Ferner  sei: 

X  =  a,  y  ==h,  z  =  c,  p  ^h^,  q  =  \ 
ein  Wertsystem,  das  dem  Bereiche  angehört  und  der  Gleichung 
F ^  i)  genügt,  für  das  aber  F^  und  F^^  solche  Werte  q  und  c^ 
haben,  die  nicht  beide  gleich  Nidl  sind.  Alsdann  hat  die  Differential- 
gleichung unbegrenzt  viele  nicht  singulare  Lösungen  z  =  tp{x,y)t 
die  sich  in  der  Umgehung  der  Stelle  x  =  a,  y  =  b  regulär  ver- 
halten imd  zusammeri  mit  p  =  (f^t  0.  =  ^y  ß^*'  x  =  a,y  =  b  die 
Werte  c,  \  und  \  haben.  Man  kann  insbesondere  vorschreiben^ 
daß  die  Gleichung  z  =  (f{x,  y)  durch  solche  drei  bestimmt  ge- 
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iväMte  in  der  Umgehung  von  t  =  0  reguläre  FimTdionen  x^,  y^,  Zq 
von  t  erfüllt  u'erden,  denen  für  t  ==  0  die  Änfangsicerfe  a,  h,  c 
zukommen  und  für  die: 

^1  dt        ^2    ar 

an  der  Stelle  r=0  nicJd  verschwindet,  dagegen: 

dzj,  _  /j   ^  _  /,   'bk 
dt  ^   dr  2   dt 

an  dieser  Stelle  gleich  Null  wird.  Diesen  Forderungen  genügt 
stets  eine  und  mir  eine  Lösung. 

886.  Geometrische  Deutung  des  Integratiousver- 
fahrens.  Wenn  man  x,y,z  als  rechtwinklige  Koordinaten 
auffaßt,  besteht  das  Integi-ationsverfahren  in  folgenden]:  Zuerst 
wird   ein    bestimmtes  Flächenelement   der   Differentialgleichuncr: 

(1)  F{x,y,z,p,q)  =  0 

ausgewählt,  dessen  Punkt  Ä  die  Koordinaten  a,  h,  c  hat, 
während  h^  und  h^  die  Bestimniungsstücke  der  Stellung  seiner 
Ebene  bedeuten.  Dies  Flächenelement  darf  aber  nicht  singulär 
sein.  Es  berührt  den  zu  A  ge- 
hörigen Elementarkegel  längs 
einer  Greraden  g,  siehe  Fig.  Q2. 
Diese  Gerade  ist  die  Tangente 
einer  von  A  ausgehenden  Cha- 
rakteristik Ixq,  und  nach  (5)  in 
Nr.  874  verhalten  sich  die  Diffe- 

Fig.  6-2. 

rentiale  von  x  und  y  beim  Fort- 
schreiten längs  g  zueinander  wie  q  und  Cj,  wenn  dies  die  Werte 
von  Fp  und  F^  für  das  betrachtete  Flächenelement  von  A  be- 
deuten. 

Nach  dem  letzten  Satze  wählt  man  nun  drei  Funktionen 
Xq,  y^,  Zq  von  t,  die  für  t  =  0  die  Anfangswerte  a,  h,  c  haben. 
Diese  Funktionen  sind  die  laufenden  Koordinaten  einer  von  A 
ausgehenden  Kurve  y,  längs  deren  r  die  unabhängige  Ver- 
änderliche bedeutet.     Die  Bedingungen,   die  der  Kurve  y  nach 

(2)  in  voriger  Nummer  aufzuerlegen  sind,  besagen,  daß  sie  in 
A  das  Flächenelement  (a,  b,  c,  h^,  h^)  zwar  berühren  soll,  aber 
nicht  längs  der  Geraden  g.  Im  Übrigen  ist  die  Kurve  ;'  noch 
willkürlich. 
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Alsdann  werden  p^  und  q^  auf  Grund  der  Forderungen  (3) 
der  letzten  Nummer  als  Funktionen  von  r  ermittelt.  Diese 
Forderungen  bedeuten:  Man  konstruiert  an  jeder  Stelle  (^^oj-^o) 
oder  Mq  von  y  ein  Flächenelement  (a^o,  ^o> '^o? -Po>  ö'o)?  ^^^  sowohl 
den  zu  31^  zugeordneten  Elementarkegel  als  auch  die  Kurve  y 
berührt.  So  entsteht  längs  y  ein  Streifen  von  FläcJienelementen, 
die  zwar  der  Diiferentialgleichung  angehören,  jedoch  keinen 
charakteristischen  Streifen  bilden. 

Nun  wird  —  vgl.  Satz  3,  Nr.  884,  —  von  jedem  Element 
(^0}  yo}  ^ojPo}  Qo)  dieses  Streifens  aus  derjenige  charaJiterisfische 
Streifen  längs  je  einer  Charakteristik  h  konstruiert,  der  es  zum 
Anfangselement  hat,  ebenso  wie  schon  J>-q  von  Ä  ausgehend 
konstruiert  wurde,  denn  die  Differentialgleichungen  jenes  Satzes, 
d.  h.  die  Gleichungen  (5)  in  Nr.  882,  definieren  ja  die  charakte- 
ristischen Streifen,  indem  die  Bestimmungsstücke  x,  y,  z,  p,  q 
der  Elemente  eines  solchen  Streifens  als  Funktionen  einer 
Hilfsveränderlichen  t  dargestellt  werden. 

Da  diese  Operation  von  jedem  Elemente  aus,  das  längs 
y  konstruiert  wurde,  gemacht  werden  soll,  ergibt  sich  eine 
einfach  unendliche  Schar  von  charakteristischen  Streifen,  daher 
eine  siveifach  unendliche  Schar  von  Flächenelementen,  deren 
Bestimmungsstücke  x,  y,  z,  p,  q  als  Funktionen  von  t  und  t  her- 
vorgehen. In  Nr.  883  ist  bewiesen  worden,  daß  diese  Elementen- 
schar eine  Fläche  erzeugt.  Siehe  die  Gleichungen  (8)  ebenda. 
Weil  alle  Elemente  dieser  Fläche  der  Differentialgleichung  an- 
gehören, geht  so  eine  Integralfläche  hervor. 

In  Nr.  882  wurde  bewiesen,  daß  überhaupt  jede  nicht  sin- 
gulare Integralfläche  durch  eine  einfach  unendliche  Schar  von 
charakteristischen  Streifen  erzeugt  wird,  und  in  Nr.  885  wurde 
die  geometrisch  sofort  einleuchtende  Tatsache  analytisch  dar- 
getan, daß  es  auf  einer  solchen  Fläche  stets  Kurven  y  gibt, 
die  den  oben  formulierten  Anfangsbedingungen  genügen.  Daraus 
ergibt  sich  alsdann,  daß  die  vorhin  ausgeführte  Konstruktion 
der  Integralflächen  sämtliche  nicht  singulären  Integralflächen 
liefern  muß. 

Eine  Aufgabe,  bei  der  jedem  Punkte  M  des  Raumes  gesetz- 
mäßig ein  Elementarkegel  mit  der  Spitze  M  zugeordnet  ist  und 
diejenigen  Flächen  gesucht  werden,  die  überall  die  Elementar- 
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kegel  berühren,  führt  nach  Nr.  874  stets  auf  eine  partielle  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung.  Dabei  können  die  Elementar- 
kegel unter  anderen  von  solchen  Flächenelementen  (x,  y,  z,  p,  q) 
berührt  werden,  die  der  ^ -Achse  parallel  sind,  so  daß  wenigstens 
eines  der  Bestimmungsstücke  })  und  q  unendlich  wird.  Solche 
Elemente  sind  bei  der  analytischen  Behandlung  ausgeschlossen. 
In  der  älteren  Fassung  der  Cauchyschen  Integrationsmethode 
pflegte  man  nun  die  Kurve  y  von  vornherein  zu  beschränken, 
z.  B.  auf  eine  der  Koordinatenebenen  zu  legen,  und  da  konnte 
es  vorkommen,  daß  diejenige  Integralfläche,  die  eine  solche 
Kurve  y  enthält,  gerade  längs  y  Elemente  parallel  der  5-Achse 
aufwies,  woraus  sich  alsdann  ergab,  daß  die  Methode  bei  der 
analytischen  Durchführung  versagte.  Bei  der  allgemeinen 
Fassung,  die  wir  liier  der  Methode  nach  Lie  gegeben  haben, 
sind  diese  Mängel  beseitigt. 

Man  erkennt  leicht:  Wenn  zwei  nicht  singulare  Integral- 
flächen einander  in  einem  Punkte  M^  berühren,  haben  sie  nicht 
nur  das  Flächenelement  von  M^,  sondern  den  ganzen  charakte- 
ristischen Streifen  gemein,  der  von  diesem  Elemente  ausgeht. 
Ferner  gehört  jeder  charakteristische  Streifen  unbegrenzt  vielen 
Integralflächen  an. 

Die  linearen  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
haben  nach  Nr.  856  eine  nur  ziceifaßh.  unendliche  Schar  von 
Charakteristiken,  dagegen  wie  die  allgemeinen  nach  Nr.  858 
eine  dreifach  unendliche  Schar  von  charakteristischen  Streifen. 
Der  Unterschied  liegt  hier  darin,  daß  bei  einer  linearen  Diffe- 
rentialgleichung jede  einzelne  Charakteristik  unbegrenzt  vielen 
charakteristischen  Streifen  angehört,  bei  einer  nicht-linearen 
jedoch  nicht. 

887.  Ein  Beispiel.   Vorgelegt  sei  die  partielle  Differential- 
gleichung: 
(1)  F  =  sp  —  ypq  — mq==  0 , 

in  der  m  eine  von  Null  verschiedene  gegebene  Konstante  be- 
deute. Wäre  m  =  0 ,  so  zerfiele  die  Gleichung  in  zwei  lineare. 
Das  System  für  die  charakteristischen  Streifen  ist  nach  (5)  in 
Nr.  882  dieses: 
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(2) 


dx  (ly  dz  c» 

^  _  _  „2        ^«  _  0 
dt  ^   '       dt 

Ein  Integral  ist,  wie  immer,  F  selbst;  ein  zweites  ist  augen- 
scheinlich q  und  ein  drittes  \:p  —  t.  Da  die  Aufangswerte  für 
^=0  mit  XQ,yQ,  Zq,  p^^,  q^   bezeichnet   werden   sollen,   ist  also: 

zp  -  ypq  -  mq  =  ^o2>o  -  VoPo^o  "  »«2o,      U  =  Qo,      ^~^=^f^ 

zu  setzen.  Werden  die  hieraus  für  z,  p  und  q  folgenden  Werte 
in  die  beiden  ersten  Gleichungen  (2)  substituiert,  so  geht  aus 
der  zweiten  eine  lineare  gewöhnliche  Differentialgleichung  für 
y  hervor,  die  nach  Nr.  716  die  Lösung: 

liefert,  sodaß  die  erste  Gleichung  schließlich  noch  gibt: 

x  =  x^-\-  {Zq  —  y^q^)  {^p^f-  -f  t) . 
Demnach  ist  das  allgemeine  Lösungensystem  von  (2)  dieses: 

Es  gilt  jedoch  nicht  für  p^  =  0,  denn  dann  hat  die  vierte  Glei- 
chung des  Systems  (2)  nicht  mehr  das  Integral  \:p  —  t,  son- 
dern die  Lösung  p  =  0.  Auf  diesen  Fall  kommen  wir  nachher 
zurück. 

Die  Anfangswerte  Xq,  y^,  z^^  sind  nun  als  willkürliche 
Funktionen  von  r  zu  wählen  und  2k  i^^nd  q^  als  Funktionen 
von  T  nach  Satz  3,  Nr.  884,  aus  den  Bedingungen : 

(4)        ^oPo  -  VoPoQo  -  ^"  ?o  =  0;    PqXq  +  q^yo  -  ^o'  =  ^ 

zu    ermitteln.     Hieraus    ergeben    sich    zwei  Wertepaare   für  2)q 

und  Qq.     Allgemein    geredet    gehen    also   durch   eine   beliebige 

Kurve  y,  deren  laufende  Koordinaten  die  Funktionen  XQ,yQ,SQ 

von  T  sind,  je  zwei  Integralflächen.    Diese  Flächen  werden  dann 

8H7J 
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analytisch  durch  die  drei  ersten  Gleichungen  (3)  dargestellt,  die 
X,  y,  z  als  Funktionen  von  i  und  r  definieren,  vorausgesetzt,  daß 
j)o  und  q^  darin  die  durch  (4)  bestimmten  Funktionen  von  x 
bedeuten. 

Die  Hilfsveränderliche  t  läßt  sich  aus  den  Gleichungen  der 
Fläche  eliminieren,  nicht  aber  die  Hilfsveränderliche  t,  da  sie 
in  willkürlichen  Funktionen  auftritt.  Es  gilt  vielmehr  hier  wie 
meistens  bei  der  Integration  einer  partiellen  Diiferentialgleichung 
erster  Ordnung  die  Bemerkung,  daß  die  explizite  Darstellung 
der  angemeinen  Lösungen  z  als  Funktionen  von  x  und  y  an 
der  Unausführbarkeit  von  Eliminationen  scheitert,  was  natür- 
lich nicht  hindert,  daß  partikulare  Lösungen  explizite  darstell- 
bar sein  können,  nämlich  solche,  die  sich  ergeben,  wenn  man 
für  XQ,y^,  2q  spezielle  Funktionen  von  x  wählt. 

Die  Gleichungen  der  Tntegi-alflächen  lassen  sich  aber  über- 
sichtlicher gestalten.     Setzt  man  nämlich: 

und  berücksichtigt  man  noch,  daß  sich  der  Wert  von  2  in  (3) 
vermöge  der  ersten  Bedingung  (4)  bedeutend  vereinfacht,  so 
kommt: 


(6) 


=  -5(»-").     -f(-  +  ^) 


Außer  H  und  v  treten  hierin  noch  q^  und  die  beiden  Größen: 

auf.     Für  g^    darf   man   infolge    von  (7)  und   der   ersten   Glei- 
chung (4)  auch  2(1  :  m  setzen. 

Nun  kann  man  sich  vorstellen,  daß  u  und  v  statt  t  und  r 
vermöge  (5)  als  neue  Hilfsveränderliche  eingeführt  werden.  Lis- 
besondere  ist  v  eine  Funktion  von  x  allein  oder  also  umgekehrt 
X  eine  Funktion  von  v  allein,  folglich  auch  A  und  ,a .  Deshalb 
stellen  sich  die  Integralflächen  so  dar: 

(8)  .=Aw+f ,  .=i(«.-"^),  ^-'*i'("+7:)- 

Dabei  sind  X  und  ^  jedoch  nicht  völlig  willkürliche  Funktionen 
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von  V,  denn  die  zweite  Bedingung  (4)  muß  noch  berücksichtigt 
werden.  Welche  Form  sie  in  den  neuen  Hilfsveränderlichen 
u  und  V  annimmt,  ermittelt  man  am  bequemsten  so: 

Nach  den  letzten  beiden  Gleichungen  (3)  und  nach  (5)  ist: 

(9)  P  =  u,     q  =  q^=-^, 

und  alle  Werte  (8)  und  (9)  befriedigen  die  partielle  Differen- 
tialgleichung (1).  Also  ist  nur  noch  zu  verlangen,  daß  p  und  q 
auch  wirklich  die  partiellen  Ableitungen  von  z  nach  x  und  y 
bedeuten,  d.  h.  daß  für  alle  Werte  von  u  und  v  die  durch  (8) 
definierten  Funktionen  von  u  und  v  der  Bedingung: 

dz  —  ijdx  —  qdy  =  0 


oder: 


dz  —  ndx ^-^  dy  =  0 


Genüge  leisten.  Setzt  man  hierin  die  vollständigen  Differen- 
tiale der  Werte  (8)  von  x,  y  und  z  ein,  so  reduziert  sich  die 
Bedingung  auf: 

mX'  —  vn'  =  0. 

Da  sie  durch  teilweise  Integration  gibt: 
mX  =  V  ^  —  f  ^dv, 

kann  man  für  das  mit  m  dividierte  Integral  von  ^l  eine  will- 
kürliche Funktion  co  von  v  einführen  und  also  setzen: 

^  =  mci',     X  =  vco'  —  CO  . 
Substitution   dieser  Werte   in   (8)   liefert  schließlich   die   neue 
Darstellung  der  Integralflächen: 

X  =  — —  (tlV  -\ )  —  G}(v)  , 

y  =  ^(uv  -  ^^  ,     z  =^  a  {v)  (iiv -{-  I) • 

In  dem  Falle  Pq=  0  ergibt  sich  aus  der  ersten  Bedingung 
(4)  auch  ^0=^  ^^^^  ^^s  ^^^  zweiten  Bedingung  (4)  noch 
Zq  =  konst.  Er  tritt  also  ein,  wenn  die  Kurve  y  in  einer  Ebene 
parallel  zur  o;?/- Ebene  gewählt  wird.  Alsdann  liefern  die  drei 
ersten  Gleichungen  (2): 

X  =  XQ-\-Zf^t,     y  =  y^-mt,     Z  =  Zo. 
Dabei  ist  Zq,  wie   gesagt,   eine   Konstante,   während  x^  und  y^ 
887] 
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irgendwie  als  Funktionen  von  %  gewählt  werden  können,  denn 
die  Bedingungen  (4)  sind  befriedigt.  Jene  Gleichungen  aber 
definieren  die  Ebene  z  =  z^.  In  der  Tat  hat  die  partielle 
Difierentialgleichung  (1)  auch  die  Lösungen  z  =  konst. 

Singulare   Lösungen    sind  nicht  vorhanden,    denn    für    sie 
müßte  nach  Nr.  874  außer  (1)  auch  das  Gleichungenpaar  gelten: 

so  daß  sich  z  =  0,  q  =  0  und  daher  auch  p  =  r  z  :  r  x  =  0  er- 
gäbe, was  mit  der  Gleichung  i^  =  0  wegen  m  =t=  0  unver- 
einbar ist. 

§  3.    Nachträge  und  Yerallgemeinerungen. 
888.   Die    siuguläreu   Lösungen    einer   partiellen 
Differentialgleichung    erster   Ordnung.     Nach    Nr.  874 
sind    diejenigen    Lösungen    der    partiellen  Differentialgleichung 
erster  Ordnung: 

(1)  F{x,  y,  z,  p,  g)  =  0 

Singular,  für  die  auch  F^  und  F^  verschwindet.  Weil  nach  (1) 
für  jede  Lösung: 

(2)  F^dx  +  Fydy  +  FJZ  +  F^dp  +  F^dq  =  0 

wird,  folgt  aus  jP  =  0  und  F  =0  sowie  wegen  dz  =  pdx 
+  qdy,  daß  im  Falle  einer  singulären  Lösung  F^  -\-  pF^  und 
F^  +  qF,  gleich  Null  werden.  Die  singulären  Lösungen  sind 
somit  diejenigen,  für  die  die  rechten  Seiten  der  Differential- 
gleichungen der  charakteristischen  Streifen  gleich  Null  sind,  vgl. 
(5)  in  Nr.  882.  Von  welchen  Flächenelementen  (xq,  y^,  Zq,Pq,  q^ 
einer  singulären  Integi'alfläche  man  auch  ausgehen  mag,  stets 
geben  diese  Differentialgleichungen  für  x,  y,  z,  p,  q  die  An- 
fangswerte Xq,  y^,  ^0,  Pq,  Qq  selbst,  so  daß  also  die  singulären 
Integralflächen  nicht  durch  charaMerisiische  Streifen  erzeugt  icerden. 
Will  man  alle  singulären  Lösungen  ermitteln,  so  sucht 
man  zunächst  diejenigen  Funktionen  z,  p  und  q  von  x  und  y, 
die  außer  der  Gleichung  (1)  auch  die  Gleichungen: 

(3)  j;=0,    F  =  0,    F^  +  pF  =  0,    F,^  +  qF^=0 

befriedigen.  Im  allgemeinen  darf  man  das  Vorhandensein 
solcher  Funktionen  nicht  erwarten.     Gibt   es   aber   solche,   ge- 
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hören  sie  ferner  dem  Bereiche  der  Differentialgleichung  an  und 
verhalten  sie  sich  regulär,  so  muß  noch  verlangt  werden,  daß  die 
Funktionen  p  und  q  die  partiellen  Ableitungen  der  Funktion  s 
sind.  Diese  letzte  Untersuchuny  ist  jedoch  nicht  mehr  nötig,  wenn 
F^  für  die  durch  (3)  definierten  FunMionen  z,  p  und  q  von  x 
und  y  nicht  verschivindet.  Denn  wenn  man  in  (2)  die  Werte 
von  F^,  F ,  F  und  F  aus  (3)  einsetzt,  so  kommt  wegen 
jPj  4=  0  von  selbst: 

dz  =  pdx  +  qdy . 

In  jedem  Falle  erfordert  die  Bestimmung  der  singulären 
Lösungen  nur  Differentiationen,  Eliminationen  und  Substitu- 
tionen.    Ist  eine  vollständige  Lösung: 

z  =  (f{x,  y,  a,  h) 

bekannt,    so    ergibt    sich    eine    eventuell  vorhandene    singulare 
Lösung    nach    Nr.  877    durch  Elimination    von    a   und    h    aus 
dieser  Funktion  vermöge  der  beiden  Gleichungen: 
9a=0,      9)^=0. 

889.  Verallgemeinerung  der  Clairautschen  Diffe- 
reutialgleichungen.  Eine  partielle  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  drückt  nach  Nr.  874  eine  Eigenschaft  der  Flüchen- 
demente  (x,  y,  z,  p,  q)  ihrer  Integralflächen  aus,  indem  diese 
Elemente  die  ihren  Punkten  zugeordneten  Elementarkegel  be- 
rühren müssen.  Dies  ist  also  eine  Eigenschaft,  die  den  Tau- 
gentenebenen der  Flächen  und  ihren  Berührungspunkten  zu- 
kommt. Eine  solche  Eigenschaft  kann  aber  unter  Umständen 
unabhängig  von  der  Lage  der  Berührung spunlde  der  Tangenten- 
ebenen sein.  Da  die  Ebene  des  Elements  (x-,  y,  z,  p,  q)  in 
den  laufenden  Koordinaten  j,  \),  g  die  Gleichung: 

p{l  -x)+q{X)-y)-{}i-z)  =  Q 
oder: 

PI  ^  q\)  -h—px  +  qy  -z 

hat,  sind  p,  q  und  pic  -f-  qy  —  z  die  Bestimmungsstücke  der 
Ebene  allein.  Mithin  liegt  eine  Eigenschaft  von  der  ange- 
gebenen besonderen  Art  vor,  wenn  die  Differentialgleichung 
die  Form: 

(1)  F{p,  q,  px  -]-qy-z)  =  0 
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oder,   uach  z  aufgelöst,  die  Form: 

(2)  ■       2  =  px  -\-  qif  +  f{2J,  q) 

hat.  Hiermit  wird  eine  Bemerkung  in  Nr.  721  über  Clairaut- 
sche  Diiferentialgleichungen  sinngemäß  auf  den  Raum  über- 
tragen, so  daß  man  die  partiellen  Differentialgleichungen  von 
der  Form  (1)  oder  (2)  als  Verallgemeinerungen  der  ClairautscJien 
Differentialgleichungen  bezeichnen  kann. 
Jede  Ebene: 

(3)  s  =  ax  -{■  hy  -{-  f(a,  h) 

mit  den  beiden  willkürlichen  Konstanten  a  und  h  ist  eine  Inte- 
gralfläche von  (2),  da  hier  p  =  a  und  q  =  h  ist.  Durch  (3) 
wird  eine  vollständige  Lösung  (vgl.  Nr.  876)  dargestellt,  und 
nach  Nr.  877  (vgl.  auch  den  Anfang  von  Nr.  881)  ergeben  sich 
aUe  übrigen  Integralflächen  durch  Einhüllung  aus  den  Ebenen  (3). 
Die  übrigen  nicht  singulären  Integralflächen  sind  deshalb  nach 
Nr.  281,  282  dbwicl:elhare  Flächen.  Eine  singulare  Integral- 
fläche ist  vorhanden,  wenn  sich  a  und  h  vermöge: 

(4)  ^  +  /".=  0,    y-^n=0 
aus  (3)  eliminieren  lassen. 

890.  Die  Legeudresche  und  die  Eulersche  Traus- 
formatiou.  Wenn  die  Integralflächen  der  partiellen  Difi'eren- 
tialgleichung  erster  Ordnung: 

(1)  Fix,  y,  z,  p,  q)  =  0 

nicht  gerade  abwickelbare  Flächen  sind,  werden  p  und  q  auf 
den  Integralflächen  nach  Satz  33,  Nr.  349,  voneinander  unab- 
hängige Funktionen  von  x  und  y  sein.  Man  l'ann  daher  p 
und  q  statt  x  und  y  als  unahhängige  Veränderliche  benutzen. 
Als  abhängige  Funktion  kann  man  alsdann  statt  z  eine  Funk- 
tion von  Xj  y,  z,  p  und  q  wählen. 

Insbesondere  benutzte  Legendre  als  abhängige  Größe 
px  -\-  qy  —  z.  Die  dadurch  bewirkte  Legendresche  Transfor- 
mation der  Differentialgleichung  (1)  kommt  wie  folgt  zustande. 
Man  setzt: 

(2)  ^=P,     y  ==Q,     z  =  px  +  qy  —  z 
und  definiert  p  und  q   durch: 

dz  =  pdx  -f-  qdy . 
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Substituiert  man  hierin  die  Werte  (2),  so  kommt: 

xdp  +  ydc[  +  pdx  +  Cidy  —  dz  =  pdp  +  qdq, 
d.  h.  wegen  dz  =  pdx  -\-  qdy. 

{x  —  p)dp  +  (^  —  ([)dq  =  0 
oder  einzeln: 

(3)  p  =  x,     q=-y. 

Folglich  geht  die  Differentialgleichung  (1)  vermöge  d^er 
Legendreschen  Transformation  über  in  die  neue  partielle  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung: 

F{p,  q,  px  +  qy  -  z,  x,  y)  =  0 

für  die  Funktion  z  von  x  und  y.  Hat  sie  z.  B.  die  Lösung 
z  =  (p{x,  y),  so  setzt  man: 

z  =  cp{x,  y),     p  =  ^-^,     q  =  ^-_ 

und  führt  hierin  nach  (2)  und  (3)  wieder  die  ursprünglichen 
Veränderlichen  ein.     Dann  kommt: 

px  +  qy-z^(p{p,  q),     x  =  ^-~J^^ ,     2/ = -^^~- 

Berechnet  man  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  ^;  und  q 
als  Funktionen  von  x  und  y  und  setzt  sie  in  die  erste  Gleichung 
ein,  so  geht  z  als  Funktion  von  x  und  y  und  damit  als  Lösung 
der  vorgelegten  partiellen  Differentialgleichung  (1)  hervor. 

Diese  zuweilen  zur  Vereinfachung  einer  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung nützliche  Legendresche  Transformation,  die 
übrigens  schon  in  Nr.  100  besprochen  wurde,  ist  unbrauchbar, 
wenn  die  Integralflächen  der  vorgelegten  Gleichung  (1)  ab- 
wickelbare Flächen  sind.  In  einem  solchen  Falle  kann  sie 
nur  die  etwa  vorhandenen  nicht  abwickelbaren  singulären  Inte- 
gralflächen liefern.  Dies  ist  der  Fall  bei  der  in  der  vorigen 
Nummer  besprochenen  Differentialgleichung  von  der  besonderen 
Form: 

(4)  z  =  px  -{-  qy  +  f\p,  q). 

Infolge  von  (2)  und  (3)  geht  sie  über  in  die  DiÖerential- 
gleichuug  nullter  Ordnung: 

^  +  f{^,  y)  =  0; 

die  eben  nur  die  eine  Lösung  z  =  —f{öc,  y)  liefert.  Dabei  ist: 
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?  +  ll  =  0'  i  +  %-''' 

SO  daß  die  Einführung  der  alten  Veränderlichen  außer  (4)  noch 
die  Gleichungen: 

^^       dp  ^'      y  ^        Cq 

gibt.  Eliminiert  man  mittels  dieser  beiden  Gleichungen  x> 
und  q  aus  (4),  so  geht  demnach  nur  die  singulare  Lösung  der 
Differentialgleichung  (4)  hervor.  Man  sieht,  daß  dies  Verfahren 
mit  dem  in  voriger  Nummer  übereinstimmt,  vgl.  (3)  und  (4) 
ebenda. 

Die  Legendresche  Transformation  ist  nur  ein  spezieller 
Fall  einer  sehr  umfangreichen  Klasse  von  Transformationen, 
die  in  voller  Allgemeinheit  erst  von  Lie  gefunden  wurden  und 
Berührungstransformationen  heißen.  Die  Grenzen,  die  wir  uns 
gezogen  haben,  gestatten  uns  aber  nicht,  hierauf  einzugehen. 
Wir  erwähnen  nur  noch  eine  ältere,  nämlich  von  Euler  be- 
nutzte Transformation  von  dieser  Art  und  zeigen  ihre  Anwend- 
barkeit an  einem  Beispiele. 

Bei  der  Eulerschen  Transformation  werden  p  und  ?/  als 
unabhängige  Veränderliche  gewählt,  während  z  —  px  als  ab- 
hängicfe  angenommen  wird.     Man  setzt  also: 

(5)  x=p,    y  =  y,    z=2-px 
und  außerdem: 

dz  =  pdx  -f  qidy . 

Hieraus  folgt  durch  Substitution  der  Werte  (5): 

dz  —pdx  —  xdp  =  pdp  +  qdy 
oder  wegen  dz  =  pdx  -{-  qdy: 

{q-q)dy  =  {x  -f-  p)dp, 
woraus  man  schließt: 

(6)  f  =  -  ^,     2  =  « • 

Die  Gleichungen  (5)  und  (6)  stellen  zusammen  die  in  Rede 
stehende  Transformation  dar.  Sie  verwandelt  die  Diiferential- 
gleichung  (1)  in: 

F{-  p,  y,  2  -  p^,  ^,  q)  =  0. 

Hat  sie  die  Lösung  s  =  (p{x,  y),  so  setzt  man: 
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z  =  cp{x,  y),     i>=^,     .y=^ 

nnd  führt  hierin  nach  (5)  und  (6)  wieder   die  alten  Veränder- 
lichen ein.     Dann  kommt: 

Eliminiert  man  hieraus  p  und  q,   so  geht  s  als  Funktion   von 
X  und  y  und  damit  als  Lösung  von  (1)  hervor. 

Beispiel:  Die  in  Nr.  887  betrachtete  Differentialgleichung: 

(7)  sp  —  ypq  —  mq  =  0 

geht  vermöge  der  Eulerschen  Transformation  über  in: 

(8)  x^p  -f  {xy  +  m)q  =  x^. 
Dies  aber  ist  eine  lineare  Differentialgleichung: 

—  nCZ  , ■     GZ  

x^  ir=  -\-  ixif  +  m)  ^TTT  =  xz, 
ex       ^   "^  -^  dy  ' 

die  nach  Satz  3,  Nr.  854,  und  Satz  1,  Nr.  853,   dem  Systeme: 

dx dy  dz 

x^        xy -\- m       xz 

äquivalent  ist,  das  die  Integrale 

— ^~ —      und      - 
x^  X 

hat.     Somit  stellt:  ,„ , 

/2xy  -\-  m\ 
z^xco  [-'_,-) 

die  Lösungen  von  (8)  dar;  dabei  ist  co  eine  willkürliche  Funk- 
tion.    Nun  wird: 

j)  =  CO  -  2  "^^T—  « ,     q  =2co. 

Führt  man  wieder  die  ursprünglichen  Veränderlichen  vermöge 
(5)  und  (6)  ein,  so  kommt: 

z  —  px  =  pc3,     X  =  —  CO  -\-  2  ^-^-"g —  CO ,     q  =  2a  , 
wobei  jetzt  co  eine  Avillkürliche  Funktion  von 

bedeutet.     Bezeichnet  man  p  mit  u,  so  folgt: 

x==-^[uv  +  --)-co(v), 
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Genau  dieselbe  DarstelluDg  der  Integralfläehen  der  Differential- 
gleichung (7)  mittels  zweier  Hilfsveränderlicher  a  und  v  ergab 
sich  in  Nr.  887  unter  (10). 

891.  Integrationsmethode  im  Falle  von  n  unab- 
hängigen Veränderlichen.  Wir  kommen  zur  Verallgemei- 
nerung der  im  zweiten  Paragraphen  gegebenen  Integrations- 
methode auf  den  Fall  einer  partiellen  Differentialgleichung 
erster  Ordnung: 

(1)  F{X\,    X2,  .  .  .  X^,,    Z,  2h,   P.2,'--  Pn)  =  0 

für  eine  Funktion  z  von  n  unabhängigen  Veränderlichen 
x^,  X2,  .  .  ■  x,^.  Dabei  bedeuten  Pi,  p^,  ■  ■  •  P„  die  partiellen  Ab- 
leitungen erster  Ordnung  von  z  nach  x^,  x^,  .  .  .  x^^.  Unter 
dem  Bereiche  der  Differentialfileicliung  wird  ein  Variabilitäts- 
bereich aller  2n  -\-l  Veränderlicher  verstanden,  innerhalb  dessen 
sich  F  regulär  verhält.  Es  wird  vorausgesetzt,  daß  die  par- 
tiellen Ableitungen  erster  Ordnung  von  F  nach  Pi,  p^,  ■  •  ■  Pn 
nicht  sämtlich  für  alle  diejenigen  Wertsysteme  verschwinden, 
die  der  Gleichung  (1)  Genüge  leisten. 

Unter  Lösungen  der  Differentialgleichung  (1)  verstehen 
wir  solche  Funktionen  z  von  x^,  x^,  ...  x^,  deren  Werte  zu- 
sammen mit  x.^,  x^,  .  .  .  x^  und  ihren  Ableitungen  Pi,  P2,  -  ■  ■  Pn 
dem  Bereiche  angehören,  die  sich  ferner  regulär  verhalten  und 
überdies  die  Gleichung  (1)  befriedigen.  Singular  heißen  solche 
Lösungen,  für  die  alle  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  von 
F  nach  Pi,  P^^  ■  •  •  Pn  verschwinden.  Ihre  Ermittlung  erfor- 
dert   nur    Differentiationen,    Eliminationen  und  Substitutionen. 

Ist  ^  =  ^ {x■^^ ,  a'o ,  . . .  Xj)  eine  Lösung,  so  sind  auch  Pi,  P2,  ■  ■ 
Pn  reguläre  Funktionen  von  x.^^,  x^,  ...  x^,  und  aus  (1)  folgt 
dann  durch  Differentiation  nach  x,: 


CXi 

dF           oFcp 
dz  ^^^  dp,  dxi^ 

dp,,  _  0 
dXi 

{i  =  1,  2, 

n). 

Weil 

nun  cp^  : 

(X, 

dasselbe  wie 

cp 

i'OX, 

bedeutet, 

kann 

man 

hierfür  schreib« 

3n: 

(2) 

dPi  ox^' 

cF 

dp^ 

cx^    ^            ' 

dF 
3p„ 

1^«  ^ 
dx„ 

_dF_ 
dxi 

dF 
Pidz 

(.=  1,2,. 

.  .  n). 
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Entsprechend  den  Entwicklungen  in  Nr.  882  betrachtet 
man  das  System  erster  Ordnung  von  n  gewöhnliehen  Diffe- 
rentialgleichungen in  der  Normalform: 

(3)  W'-H  (i-l,2,...n), 

worin  t  die  unabhängige  Veränderliche  bedeutet  und  die  rechten 
Seiten  nur  von  x^,  x^,  .  .  .  oc^  abhängen,  da  2  =  cp (x^^ ,x.2,  . . .  x^) 
ist.  Setzt  man  nun  in  5"  =  gp  dasjenige  Lösungensystem  von 
(3)  ein,  das  für  ^  =  0  die  Anfangswerte  Xj^,  x^^,  ...  x^  hat, 
so  wird  3  eine  Funktion  von  t,  und  es  ist  nach  (3): 

^_     iZj_     ^Zo-      j_     iZ 

dt  ~  ^^1  dp,  '^^^  dp^  "^  ^^^  dp„ 

sowie: 

dPi_lPidFcp,^lF^_dPi^dI^ 
dt        dx^  dpi        dx^  dp^  dx^^  dp,,'' 

so  daß  sich  mit  Rücksicht  auf  (2)  insgesamt  ergibt: 
(4) 


dt  ~  dpi'      dt  ~  Zj  ^^^dPk' 


dp,  dl  dF  /•      1    o  \ 

^  =  —  3 Pi^^  (?  =  1,  2,  .  .  .  n). 

dt  dXi       '■^  ds  ^  '    '  ^ 

Dies  System  tritt  hier  an  die  Stelle  des  Systems  (5)  von 
Nr.  882,  und  wenn  man  jedes  solche  Lösungensystem  von  (4), 
dessen  Anfangswerte  xf,  xl,  .  .  .  x^^,  z^  und  p\,  pl,  ■  ■  ■  i>"  für 
^  =  0  der  vorgelegten  Gleichung  (1)  Genüge  leisten,  einen 
charakteristischen  Streifen  nennt,  ergibt  sich  wie  in  Satz  2  jener 
Nummer,  daß  jede  Lösung  z  =  (p{Xi,  x.2,  .  .  .  x^  von  charakte- 
ristischen Streifen  erzeugt  wird. 

Zur  Integration  der  Differentialgleichung  (1)  verfahrt  mau 
nun  nach  Nr.  883  so:  Es  werden  unter  x\,  ...  x^,  Zq,  p\,  ... 
pI  solche  2w  +  1  in  der  Umgebung  von  tj  =  Tg  =  •  •  •  =  t„_i  =  0 
reguläre  Funktionen  von  n  —  1  Hilfsveränderlichen  r^,  t,,  ... 
t  ,  verstanden,  deren  Werte  dem  Bereiche  der  Differential- 
gleichung  (1)  angeboren  und  den  n  Gleichungen: 

■F{xl,xt,...xl  z„  plpl-..pf,)-^0, 

i  (A:  =  1,  2,  .  .  .  n  -  1) 

891] 


§  4.  Mongesche  Gleichungen.  587 

Oenüge  leisten  [\g].  [2)  in  Nr.  883).     Überdies  wird  noch  vor- 
ausgesetzt, daß  die  Determinante: 


dxl    dx% 


dpi 
dp% 


an  der  Stelle  t^  =  Tg  =  •  •  •  =  r„_i  =  0  von  NuU  verschieden 
sei,  vgl.  (6)  in  Nr.  883.  Hierbei  bedeutet  Fq  den  Wert  von 
F  für  die  2n  +  1  Funktionen  x\,  .  .  .  x^,  Zq,  p\,  .  .  .  pf^.  Als- 
dann bestimmt  man  dasjenige  Lösungensystem  von  (4),  das  für 
t  =  0  als  Anfangswerte  eben  diese  2n  -\-  1  Funktionen  hat.  Es 
besteht  aus  Funktionen  x^^jX^,  ...  x^^,  z,  Px,  p^,  ■  •  •  Pn  ^^^  ^ 
und  Tj,  Tg,  ...  T„_i-  Gerade  so  wie  in  Nr.  883  läßt  sich  nun 
beweisen,  daß  sie  die  Differentialgleichung  (1)  befriedigen  und 
daß  dabei: 

dz  —  p^  dXi  —  P2^^2  —  •  •  ■  —  Pndx^  =  0 

ist.  Wenn  man  also  t,  t^,  Tj,  ...  t,j_i  als  die  zu  x^,  x.^,  .  .  .  x^^ 
inversen  Funktionen  auffaßt,  was  wegen  des  Nichtverschwindens 
jener  Determinante  für  ^i  =  1^2  "^  "  '  '  ^  '^n-i  ^  ^  möglich  ist, 
erscheint  z  als  eine  Funktion  von  x-^^,  x^,  .  .  .  x^  und  demnach 
als  eine  Lösung  der  Differentialgleichung  (1). 

Wie  in  Nr.  884  kann  man  beweisen,  daß  sich  so  jede 
nicht  singulare  Lösung  ergeben  muß,  und  wie  in  Nr.  885  zeigt 
man,  daß  sich  Funktionen  x\,  x\,  ...  x^,  Zq  und  p^,  2^1}  •  •  ■ 
p^^  von  Tj,  Tg,  .  .  .  T,j_i  auf  Grund  der  an  sie  gestellten  Forde- 
rungen stets  finden  lassen. 


§  4.   Mongesche  Gleichungen. 

892.    Geometrische    Deutung    einer    Mongeschen 
Gleichung    in    drei    Veränderlichen.     Wie    die    linearen 

partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  nach  Nr.  872 
in  enger  Beziehung  zu  den  Pfaffschen  Gleichungen  stehen, 
hängen  auch  die  allgemeinen  partiellen  Differentialgleichungen 
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erster  Ordnung  mit  den  allgemeinen  totalen  Differentialglei- 
chungen : 

iJw  \Xt  j   Xn  ....     X  .  f      et  X^  .    (l  Xa  y    .    .    .     U'  X    J    =    U 

innig  zusammen.  Eine  derartige  totale  Gleichung,  in  der  natür- 
lich die  Differentiale  nur  in  ihren  Verhältnissen  auftreten 
dürfen  (vgl.  Nr.  671),  heißt  eine  Mongcsche  Gleichung. 

Wir  beschränken  uns  auf  den  Fall  n  =  3,  in  dem  die  drei 
Veränderlichen  mit  x,  y,  z  bezeichnet  seien  und  als  recht- 
winklige Koordinaten  im  Räume  gedeutet  werden  können.  Die 
Mongesche  Gleichung: 

{l)  ü^ix,  y,  z,  dx,  dy,  dz)  =  0 

stellt  nach  Nr.  671  die  Aufgabe,  alle  Gleichungen  zwischen 
X,  y,  z  zu  ermitteln,  infolge  deren  sie  gilt.  Drei  voneinander 
unabhängige  Gleichungen  würden  zu  der  trivialen  Lösung 
X  =  konst.,  y  =  konst.,  z  =  konst.  führen.  Bestände  nur  eine 
Gleichung  zwischen  x,  y,  z,  etwa  f{x,  y,  z)  =  0,  so  müßte  die 
Gleichung  (1)  infolge  von  f=0  und 

^  dx  -\-  ^  dy  +  ^  dz  =  0 

ex  dy     ^       cz 

gelten,  was  aber  nur  dann  möglich  wäre,  weun  sie  selbst  sich 
in  dx,  dy,  dz  linear  schreiben  ließe,  d.  h.  insbesondere  eine 
Pfaffsche  Gleichung  wäre.  Da  wir  diese  schon  im  vierten 
Paragraphen  des  vorigen  Kapitels  besprochen  haben,  soll  vor- 
ausgesetzt werden,  daß  die  vorgelegte  Mongesche  Gleichung  (1) 
nicht  auf  eine  Pfaffsche  zurückkomme.  Alsdann  bleibt  nur 
noch  die  eine  Möglichkeit  übrig,  daß  die  Gleichung  (1)  infolge 
zweier  voneinander  unabhängiger  Gleichungen  in  x,  y,  z  besteht. 
Will  man  keine  der  drei  Veränderlichen  x,  y,  z  bevorzugen, 
so  kann  man  sie  auch  als  Funktionen  einer  Hilfsveränderlichen 
t  betrachten.  Demnach  ergibt  sich  die  Aufgabe,  x,  y,  z  als 
Funktionen  von  t  zu  bestimmen,  so  daß  die  Gleichung  (1)  oder: 
(2)  Sl(x,y,z,x',ty,z')==0 

für  alle  Werte  von  t  innerhalb  eines  gewissen  Bereiches  gilt. 
Dabei  deutet  der  Akzent  die  Differentiation  nach  t  an,  denn 
man  darf  x,  y',  z  statt  dx,  dy,  dz  setzen,  weil  doch  nur  die 
Verhältnisse  von  dx,  dy,  dz  auftreten,  d.  h.  weil  die  Gleichung 
ungeändert  bleibt,  wenn  man  dx,  dy,  dz  mit  dt  dividiert. 
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Drei  solche  Funktionen  x^  y,  2  von  t,  die  der  Gleichung  (2) 
genügen,  bestimmen  eine  Integralkurve.  Geht  durch  den  Punkt 
M  oder  {x,  y,  z)  eine  Integralkurve  und  ist  (j,  t),  5)  irgendein 
Punkt  auf  der  Tangente  von  M,  so  sind  x,  y,  z  zu  j  —  a:, 
%.~  Vi  h  ~  ^  propoi'tional,  d.  h.  es  muß: 
(3)  Sl(x,  y,  z,  i-x,  t)-ij,  i-z)  =  0 

sein,  was  nach  (1)  in  Nr.  346  besagt,  daß  der  Ort  der  Punkte 
(j,  t),  l)  oder  also  der  Ort  aUer  Tangenten  von  31  bei  allen 
durch  M  gehenden  Integralkurven  ein  Kegel  mit  der  Spitze 
M  oder  {x,  y,  z)  ist.  Denn  man  muß  bedenken,  daß  die  letzte 
Gleichung  nur  die  Verhältnisse  von  j:  —  x,  t)  —  y,  %  —  z  enthält. 

Demnach  ordnet  die  MongescJie  Gleichung  (1)  jedem  Punkte 
(x,  y,  z)  einen  Elementarkegel  zu,  und  eine  Kurve  ist  dann  und 
nur  dann  eine  Integralkurve,  ivenn  sie  an  jeder  Stelle  31  ein 
Linienelement  hat,  das  dem  der  Stelle  31  zugeordneten  Elementar- 
kegel angehört.  Da  eine  partielle  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  nach  Nr.  874  ebenfalls  jedem  Punkte  31  einen 
Elementarkegel,  eingehüllt  von  Flächenelementen,  zuordnet, 
liegt  es  nahe,  die  Verbindung  zwischen  einer  Mongeschen  Glei- 
chung (1)  und  einer  solchen  partiellen  Differentialgleichung 
erster  Ordnung  herzustellen,  die  beide  jedem  Punkte  31  iden- 
tische Kegel  zuweisen.  Dies  soll  in  der  nächsten  Nummer 
geschehen. 

Vorher  sei  noch  erwähnt,  daß  die  Integration  der  Monge- 
schen Gleichung  (1)  in  folgender  Art  geleistet  werden  kann: 
Man  setzt  für  x  und  y  irgend  welche  bestimmte  Funktionen 
(p{t)  und  i'{t)  und  erhält  alsdann  eine  Gleichung: 


ß 


[q>{i),^{i),z,q>'{t\i,'(S),~^=(), 


die  nichts  andres  als  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung 
erster  Ordnung  für  die  Funktion  z  von  t  ist.  Diese  Art  der 
Integration  hat  aber  bloß  formalen  Wert,  denn  die  gewöhn- 
liche Differentialgleichung  wird  sich  nur  bei  besonderer  Wahl 
von  (pif)  und  ^(^)  integrieren  lassen,  d.  h.  man  wird  nicht  im 
stände  sein,  hiernach  alle  Integralkurven  der  Mongeschen  Glei- 
chung zu  ermitteln.  Außerdem  gibt  diese  Methode  keinen  Auf- 
schluß   über    den  Zusammenhang  zwischen  den   verschiedenen 
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Integralkurven.  Erst  die  Herstellung  der  Beziehung  zu  den 
partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  führt  zu  einer 
in  diesen  beiden  Hinsichten  vollkommeneren  Integrationsmethode, 
die  übrigens  von  Monge  herrührt. 

893.  Die  zur  Mougeschen  G-leichuug  gehörige  par- 
tielle Differentialgleichung  erster  Ordnung.  Diejenige 
partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung,  die  jedem  Punkte 
31  oder  {x,  y,  z)  denselben  Elementarkegel  wie  die  Mongesche 
Gleichung : 

(1)  Sl(x,  y,  z,  dx,  dy,  dz)  =  0 

zuordnet,  wird  von  allen  denjenigen  Flächen  befriedigt,  deren 
Flächendem ente  die  ihren  Punkten  (x,  y,  z)  zugehörigen  Kegel 
berühren.     Nun  ist  einerseits: 

i>(X-  rr)  +  q{Y-  y)-{Z-z)  =  Q 
in  den  laufenden  Koordinaten  X,  Y,  Z  die  Gleichung  der  Ebene 
eines  Flächenelements  {cc,  y,  z,  jp,  q)  und  andererseits : 

in  den  laufenden  Koordinaten  y,  t),  §  die  Gleichimg  des  dem 
Punkte  M  oder  (x,  y,  z)  zugeordneten  Kegels  und  folglich: 

^^(X  -  ^)  +  ^^^^(Y-  y)  +  -J^{Z-  z)  =  0 

in  den  laufenden  Koordinaten  X,  Y,  Z  die  Gleichung  einer 
Tangentenebene  des  Kegels.  Dabei  kann  man  j  —  x,  t)  —  y, 
5  —  z  nach  voriger  Nummer  durch  x',  y',  z  ersetzen.  Also 
fällt  die  Ebene  des  Flächenelements  mit  einer  Tangentenebene 
des  Kegels  dann  und  nur  dann  zusammen,  wenn  es  ein  Wert- 
system x\  y\  z    derart  gibt,  daß : 

(2)  i?:g:-l=ß,,:.Q^,:ß„ 

wird,  wobei  Sl  die  Funktion  Sl{x,  y,  z,  x\  y',  z')  bedeutet. 

Weil  x',  y',  z  in  ü  nur  in  ihren  Verhältnissen  vorkommen, 
kann  man  diese  Verhältnisse  nach  (2)  als  Funktionen  von  x,  y,  z, 
p,  q  betrachten.  Werden  sie  in  (1)  für  die  Verhältnisse  von 
dx,  dy,  dz  substituiert,  so  geht  eine  Gleichung: 

(3)  F{x,  y,z,p,q)  =  Q 

hervor.  Sie  definiert  alle  diejenigen  Flächenelemente  {x,  y,  z, 
p,  q),  die  die  Elementarkegel  der  Mongeschen  Gleichung  (1) 
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umbüUeri,  und  ist  daher  die  zugehörige  partielle  Differential- 
gleichung erster  Ordnung. 

Liegt  dagegen  eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung (3)  vor,  so  weiß  man  nach  (5)  in  Nr,  874,  daß  die  Rich- 
tungskosinus der  Mantellinien  des  zum  Punkte  (x,  y,  z)  gehörigen 
Elementarkegels  proportional  F^^,  F^  und  pF^  +  qF^  sind.  Bei 
der  zugehörigen  Mongeschen  Gleichung  sind  aber  x,  y,  z 
diesen  Richtungskosinus  proportional.  Folglich  wird  man  p 
und  q  aus: 
(4)  x;y''.z=F^'F^'.{pF^^ilF^ 

als  Funktionen  der  Größen  x^  y,  z  und  der  Verhältnisse  von 
x\  y,  z  berechnen  und  in  (3)  substituieren,  um  die  zugehörige 
Mongesche  Gleichung: 

Sl{x,  ij,  z,  X,  tj,  z)  =  0 
zu  erhalten.     Demnach  haben  wir  den 
Satz  5:  Die  Mongesche  Gleichung: 

ii{x,  y,  z,  X,  y,  z')  =  0 
ordnet   den    Punkten   {x,  y,  z)    dieselben  ElementarTxegel   zu   wie 
diejenige  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung,  die  durch 
Elimination  von  x,  y',  z    aus  ü  =  0  vermöge: 

p:q:-l=Sl^r.^,r.Si^r 
hervorgeht.     UmgeJcehrt:  Die  partielle  Differentialgleichung  erster 
Ordnung: 

F{x,  y,  z,  p,q)  =  0 

ordnet  den  PunJcten  {x,  y,  z)  dieselben  ElementarJcegel  zu  wie  die- 
jenige Mongesche  Gleichung,  die  durch  Elimination  von  p  und  q 
aus  F=0  vermöge: 

x:y':z=F^:F^:(p)F^-\-qF^) 
hervorgeht. 

894.  Integration  der  Mongeschen  Gleichung.    Wir 

woUen  hier  auf  geometrischem  Wege  zeigen,  wie  man  die  vor- 
gelegte Mongesche  Gleichung: 

(1)  Sl(x,  y,  z,  dx,  dy,  dz)  =  0    oder    ^{x,  y,  z,  x',  y',  z')  =  0 
vollständig  integrieren  kann,   wenn  man  die  charakteristischen 
Streifen  der  zugehörigen  partiellen  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  schon  gefunden  hat.     Wir  nehmen  dabei  an,  daß 
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(2)  F{x,  y,  z,  p,  <z)  =  0 

diese  zugehörige  partielle  Differentialgleichung  sei,  so  daß  das 
System: 

dt  P'      dt  V'      dt       ^-^P^'±-^i' 

^==_F-pF  ^^-F-qF 

at  ^x     F^-.^        dt  y     -^    -' 

nach  (3)  und  (4)  in  Nr.  879  oder  nach  (5)  in  Nr.  882  die 
charakteristischen  Streifen  definiert. 

Vor  allem  ist  zu  bemerken,  daß  die  Charakteristiken  h 
nach  Nr.  878  an  jeder  Stelle  M  eine  Mantellinie  des  Elementar- 
kegels von  M  zur  Tangente  haben  und  deshalb  seihst  Integral- 
hirven  der  Mongeschen  Gleichung  (1)  sind.  Bedeutet  nun  c 
irgendeine  Integralkurve  der  Mongeschen  Gleichung  und  zwar 
eine,  die  keine  Charakteristik  ist,  so  hat  sie  an  jeder  Stelle  M 
eine  Tangente,  die  dem  zu  M  zugeordneten  Elementarkegel  als 
Mantellinie  angehört,  und  nach  Nr.  878  gibt  es  eine  Charak- 
teristik Ä',  die  in  M  dieselbe  Mantellinie  zur  Tangente  hat. 
Demnach  wird  die  Integralkurve  c  an  jeder  Stelle  M  von  einer 
Charakteristik  k  berührt.  Längs  dieser  Charakteristik  /.•  liegt 
ein  charakteristischer  Streifen.  Er  geht  von  demjenigen  Flächer- 
elemente aus,  das  in  M  den  Kegel  längs  der  Tangente  von  c 
berührt.  Betrachtet  man  die  Integralkurve  c  als  die  in  Nr.  886 
mit  y  bezeichnete  Kurve,  so  folgt,  daß  die  einfach  unendliche 
Schar  derjenigen  charakteristischen  Streifen,  die  man  so  kon- 
struieren kann,  eine  Integralfläche  der  partiellen  Differential- 
gleichung (2)  erzeugt.  Diese  Integralfläche  enthält  demnach  eine 
einfach  unendliche  Schar  von  Cliaralderistiken  k,  und  die  Kurve  c 
ist  die  Einhüllende  aller  dieser  Charakteristiken. 

Wir  gehen  jetzt  umgekehrt  von  irgendeiner  nicht  singu- 
lären  Integralfläche  der  partiellen  Differentialgleichung  (2)  aus. 
Nach  Nr.  886  wird  sie  so  erzeugt:  Man  nimmt  irgendeine 
Kurve  y  an,  die  keine  Charakteristik  ist,  und  konstruiert  längs 
y  einen  Streifen  von  Flächenelementen,  die  an  jeder  Stelle  so- 
wohl y  als  auch  den  Elementarkegel  berühren.  Die  von  diesen 
Flächenelementen  ausgehenden  charakteristischen  Streifen  er- 
zeneren eine  Intejjralfläche.  Sie  enthält  die  einfach  unendliche 
Schar  der  Charakteristiken  k,  längs  deren  die  charakteristischen 
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Streifen  liegen.  Diese  Kurven  h  können  nun  eine  Einhüllende  c 
haben,  siehe  Fig.  63.  Die  Existenz  der  Einhüllenden  von  ein- 
fach  unendlichen  Kurvenscharen  h  auf  einer  krummen  Fläche 
kann  man  wie  in  Nr.  779  dadurch  erkennen,  daß  man  die  Fläche 
etwa  auf  die  ^r«/- Ebene  projiziert  (siehe 
Fig.  41  in  Nr.  779)  und  die  Einhüllende 
der  Projektionen  der  Charakteristiken  Ti 
bestimmt.  Sie  ist  die  Projektion  der  frag- 
lichen Einhüllenden  c  der  Charakteristiken 
li  selbst.  Die  Einhüllende  c  berührt  an 
jeder  Stelle  eine  Charakteristik  Ä;  und  hat 
daher  an  jeder  Stelle  eine  Mantellinie  des 

zugeordneten  Elementarkegels  zur  Tangente,  d.  h.  sie  muß  eine 
Integralkurve  der  Mongeschen  Gleichung  sein.  Nach  der  vorher- 
gehenden Betrachtung  erhellt  zugleich,  daß  man  auf  diesem 
Wege  alle  diejenigen  Integralkurven  der  Mongeschen  Gleichung 
findet,  die  keine  Charakteristiken  sind. 

Die  Einhüllende  c  trat  übrigens  schon  in  Nr.  279  und 
280  auf     Ist  nämlich: 

2  =  (p(oc,  y,  a,  h) 

eine  vollständige  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung 
(2),  so  entsteht  jede  nicht  singulare  Integralfläche  nach  Nr.  877 
als  Einhüllende  einer  in  ^  =  cp  enthaltenen  einfach  unendlichen 
Flächenschar,  und  zwar  berührt  sie  jede  einzelne  Fläche  dieser 
Schar  längs  einer  Charakteristik.  Es  liegt  demnach  für  diese 
einfach  unendliche  Flächenschar  der  Fall  von  Nr.  279  vor,  wo 
auseinandergesetzt  wurde,  daß  die  Charakteristiken  auf  der 
Einhüllenden  Grenzpunkte  haben,  d.  h.  Grenzlagen  der  Schnitt- 
punkte benachbarter  Charakteristiken,  und  in  Satz  11,  Nr.  280, 
ergab  sich,  daß  der  Ort  dieser  Grenzpunkte,  die  sogenannte 
Gratlinie  der  einhüllenden  Fläche,  an  jeder  Stelle  eine  Charak- 
teristik berührt,  also  die  einhüllende  Kurve  der  Charakte- 
ristiken ist. 

Kurz  gesagt  zeigt  sich  demnach,  daß  die  Integralkurven  der 
Mongeschen  Gleichung  (1)  aus  den  Charakteristiken  der  partiellen 
Differentialgleichung  (2)  und  aus  den  Gratlinien  der  nicht  singu- 
lären  Integralflächen  von  (2)  bestehen. 
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Weiter  wollen  wir  die  Theorie  der  Mongeschen  Gleichun- 
gen nicht  verfolgen,  obgleich  das  Vorgetragene  noch  nach  zwei 
Richtungen  hin  zu  vervollständigen  wäre.  Einerseits  nämlich 
ist  der  Zusammenhang  zwischen  einer  Mongeschen  Gleichung 
und  der  zugeordneten  partiellen  DifiFerentialgleichung  erster 
Ordnung  in  Nr.  898  mittels  geometrischer  Betrachtungen  ge- 
wonnen worden,  so  daß  noch  die  rein  analytische  Herstellung 
der  Beziehung  zwischen  beiden  zu  fordern  ist,  und  andererseits 
kann  man  sich  die  Aufgabe  stellen,  die  Charakteristiken  direkt 
mit  Hilfe  der  Mongeschen  Gleichung  selbst  anstatt  mit  Hilfe 
der  erst  aus  ihr  abgeleiteten  partiellen  Differentialgleichung  zu 
definieren,  um  dadurch  zu  einer  Integrationstheorie  zu  ge- 
langen, die  von  der  zugeordneten  partiellen  Differentialgleichung 
unabhängig  ist.  Die  Grenzen,  die  wir  uns  gesteckt  haben,  er- 
lauben uns  aber  nicht,  dies  zu  entwickeln. 

Wir  begnügen  uns  damit,  an  einem  Beispiele  die  Anwen- 
dung der  vorgetragenen  Theorie  zu  erläutern. 

895.  Loxodromeu.  Wir  behandeln  die  Aufgabe,  alle 
Kurven  m  'bestimmen,  die  [ein  Ebenenhiischel  unter  einem  kon- 
stanten Winicel  s  schneiden.  Diese  Kurven  heißen  Loxodromen. 
Dreht  man  eine  solche  Kurve  um  die  Achse  des  Büschels,  so 
entsteht  eine  Rotations fläcJie,  Jauf  der  die  Kurve  alle  Breiten- 
kreise oder  (was  dasselbe  ist)  alle  Meridiane  unter  konstantem 
Winkel  schneidet. 

Die  Achse  des  Büschels   werde  als  ^-Achse  gewählt.    Die 
Ebene  durch  einen  Punkt  M  oder  (x,  y,  z)  und  die  Büschel- 
achse hat  eine  Normale,  deren  Richtungskosinus 
r— y  X  Q 

sind.  Bedeuten  a,  ß,  y  die  Richtungskosinus  der  Tangente  einer 
durch  M  gehenden  Loxodrome,  so  wird  also  gefordert: 

— j^L^  =  sm  f. 
Vx'  +  y' 

Sind  dx,  dy,  dz  die  Differentiale  längs  der  Kurve,  so  ist  nach 

(3)  in  Nr.  252: 

dx  13  dy 

a  =  — ; — - ,      p  = 
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Mithin  ergibt  sich  die  Forderung: 

(1)  {xdy  -  ydxf  -  sin^f  (x'  +  i/)(dx^  +  di/  +  dz^)  =  0. 

Dies   ist   demnach    die   zu  integrierende  Mongesche  Gleichung. 

Der  dem  Punkte  M  zugeordnete  Kegel  enthält  alle  Strahlen 
von  M  aus,  die  mit  der  Ebene  durch  31  und  die  ^-Achse  den 
Winkel  s  bilden  und  ist  folglich  ein  Rotationskegel,  der  die 
Normale  dieser  Ebene  in  M  zur  Achse  hat  und  dessen  Mantel- 
linien mit  der  Kegelachse  den  Winkel  \n  —  £  einschließen. 
Die  zugeordnete  partielle  Differentialgleichung  F  =0  hat  die- 
selben Elementarkegel.  Mithin  sind  ihre  Integralflächen  die- 
jenigen Flächen,  die  alle  Ebenen  des  Büschels  unter  dem  kon- 
stanten Winkel  s  schneiden,  woraus  nebenbei  nach  Satz  22, 
Nr.  325,  folgt,  daß  jede  Integralfläche  von  allen  Ebenen  des 
Büschels  in  KrümmungsTcurven  geschnitten  wird. 

Das  Verfahren  zur  Ermittlung  aller  Integralkurven  der 
Mongeschen  Gleichung    kann    man   hier    wie   folgt    anwenden: 

Insbesondere  heißen  Loxodromen,  die  auf  solchen  Kugeln 
verlaufen,  deren  Mittelpunkte  auf  der  Büschelachse  liegen, 
sphärische  Loxodromen.  Auf  jeder  Kugel,  die  ihren  Mittelpunkt 
auf  der  ^-Achse  hat,  gibt  es  eine  einfach  unendliche  Schar 
von  solchen  Kurven.     In  Polarkoordinaten  sind  nach  Nr.  251: 

(2)  x  =  r  sin  6  cos ^,     y  =  r  sio  6  smxlr,    2  =  a  -\-^r  cos  6 

die  Gleichungen  einer  Kugel  vom  Radius  r,  deren  Mittelpunkt 
auf  der  ^-Achsej  liegt  und  die  ^r-Koordinate  a  hat,  während  ß 
und  4'  Hilfs veränderliche  bedeuten.  Setzt  man  diese  Werte 
sowie  die  aus  ihnen  folgenden  Werte  der  Differentiale^ (ia;,  dy, 
dz  in  die  Mongesche  Gleichung  (1),  ein,  so  kommt: 

^        —    *=>         Sin  0 
oder  nach  dem  1.  Beispiele  in  Nr.  452: 

(3)  i/'  =  +  tg£  lntgiÖ  +  &, 

wo  h  eine  willkürliche  Konstante  ist.  Versteht  man  also  unter 
t  die  Funktionen  (3)  von  6,  so  stellen  die  Gleichungen  (2)  alle 
sphärischen  Loxodromen  dar,  ausgedrückt  mittels  der  Hilfs- 
veränderlichen 6.  Dabei  sind  r,  a  und  h  willkürliche  Kon- 
stanten. 
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Wir  behaupten,  daß  diese  dreifach  unendliche  Schar  von 
sphärischen  Loxodromen  die  Charakteristiken  sind.  Faßt  man 
nämlich  eine  Kugel  mit  einem  Mittelpunkte  S  auf  der  ^- Achse 
und  eine  auf  ihr  gelegene  sphärische  Loxodrome  ins  Auge,  so 
ist  der  Kegel,  der  S  zur  Spitze  hat  und  dessen  Mantellinien 
die  Strahlen  von  S  nach  der  Kurve  sind,  eine  Fläche,  die  alle 
Ebenen  des  Büschels  unter  dem  Winkel  £  schneidet,  folglich 
eine  Integralfläche  der  partiellen  Differentialgleichung.  Da 
man  die  Kegelspitze  S  irgeud^vo  auf  der  5f- Achse  wählen 
kann  und  auf  jeder  Kugel  um  S  eine  einfach  unendliche  Schar 
von  Loxodromen  liegt,  gelangt  man  auf  diese  Art  zu  einer  zwei- 
fach unendlichen  Schar  von  Integralflächen.  Sie  bilden  zusammen 
eine  vollständige  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung 
(vgl.  Nr.  876).  Nun  weiß  man  nach  Nr.  878,  daß  die  Charak- 
teristiken diejenigen  Kurven  auf  den  Flächen  der  vollständigen 
Lösung  sind,  die  überall  Mantellinien  der  zugehörigen  Elemen- 
'tarkegel  zu  Tangeuten  haben,  d.  h.  die  Charakteristiken  sind 
die  auf  den  soeben  konstruierten  Kegeln  gelegenen  Integral- 
kurven der  Mongeschen  Gleichung  (1),  demnach  in  der  Tat  die 
sphärischen  Loxodromen. 

Folglich  läßt  sich  jede  Loxodrome  nach  Nr.  894  so 
konstruieren:  Man  wählt  irgend  eine  Kurve  y  und  legt  in 
jedem  Punkte  von  y  ^i^^  Ebene  durch  die  Tangente  von 
y,  die  auch  den  zugehörigen  Elementarkegel  berührt.  Die 
Berührungslinie  ist  zugleich  Tangente  einer  gewissen  sphä- 
rischen Loxodrome  Zr.  Die  einfach  unendliche  Schar  dieser 
sphärischen  Loxodromen  bildet  einerseits  eine  allgemeine 
Integralfläche  der  partiellen  Differentialgleichung  und  wird 
andererseits  von  einer  allgemeinen  Integralkurve  der  Monge- 
schen Gleichung  eingehüllt.  Da  diese  Konstruktion  rechnerisch 
nur  Differentiationen,  Eliminationen  und  Substitutionen  erfordert, 
kann  man  also  alle  Loxodromen  ohne  Integrationsprozesse  be- 
stimmen. 
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Neuntes  Kapitel. 
Einleitung  in  die  Variationsrechnung. 

§  1.     Die  Eulersche  Differentialgleiclmng. 

896.  Die  einfachste  Aufgabe  der  Variatiousrech- 
nuugf.  Außer  den  im  sechsten  Kapitel  des  ersten  Bandes  be- 
sprochenen Aufgaben,  bei  denen  es  sich  darum  handelte,  die- 
jenigen Werte  von  Veränderlichen  zu  ermitteln,  für  die  gegebene 
Funktionen  Extremwerte  erreichen,  gibt  es  eine  andere  viel 
ausgedehntere  Klasse  von  Aufgaben  über  Maxima  und  Minima. 
Bei  ihnen  werden  Funktionen  gesucht,  für  die  gewisse  Größen 
Extremwerte  annehmen.  Das  einfachste  derartige  Problem 
lautet  so: 

Gegeben  ist  eine  reelle  Funktion  f  von  drei  reellen  Ver- 
änderlichen X,  y,  y']  dabei  soll  y  eine  Funktion  von  x  bedeuten 
und  y'  ihre  Ableitung.  Der  Funktion  y  wird  vorgeschrieben, 
daß  sie  für  zwei  gegebene  Werte  Xq  und  x^  von  x  ebenfalls 
gegebene  Werte  y^  und  y^  annehme.  Die  Frage  ist  dann,  für 
welche  Funktion  y  das  Integral 


■^1 
J'=jfioc,y,y')dx 


ein  Maxitnum  oder  Minimum  hat. 

Dabei  muß  man  wohlbemerkt  noch  definieren,  was  unter 
einem  Maximum  oder  Minimum  des  Integrals  zu  verstehen  ist, 
weil  die  Definition  in  Nr.  140  nicht  anwendbar  ist.  Denn  das 
Integral  J  kann  man  nicht  als  eine  Funktion  der  gesuchten 
Funktion  y  bezeichnen. 

Die  vorstehende  Aufgabe  ist  die  einfachste  im  Bereiche  der 
Variationsrechnung.  Dieser  Name  wird  in  der  nächsten  Nummer 
seine  Erklärung  finden.    Im  Laufe  der  Zeiten  hat  sich  die  von 
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Bernoulli,  Euler  und  Lagrange  begründete  Variationsrechnung 
zu  einer  besonderen  und  nicbt  einfachen  Disziplin  heraus- 
gebildet; deshalb  geben  wir  nur  eine  Einleitung  in  diese 
Theorie.  Insbesondere  werden  wir  uns  immer  mit  der  Fest- 
stellung solcher  Bedingungen  für  die  gesuchten  Funktionen 
begnügen,  die  ausreichen,  die  Funktionen  zu  ermitteln,  ohne 
dabei  auf  die  viel  schwierigere  Frage  einzugehen,  ob  für  diese 
Funktionen  wirklich  ein  Maximum  oder  Minimum  zustande 
kommt.  Auch  in  bezug  auf  die  Voraussetzungen,  die  über 
das  Verhalten  der  auftretenden  Funktionen  zu  machen  sind, 
begnügen  wir  uns,  um  alle  Schwierigkeiten  zu  vermeiden,  mit 
den  einfachsten  Annahmen,  ohne  zu  ergründen,  ob  man  nicht 
auch  mit  geringeren  Mitteln  auskommen  kann. 

Um  auch  äußerlich  den  rein  einleitenden  Charakter  dieses 
Kapitels  zu  kennzeichnen,  unterlassen  wir  die  ausdrückliche 
Formulierung  der  Ergebnisse  als  Sätze.  Man  wird  erkennen, 
daß  die  Ermittlung  der  gesuchten  Funktionen  die  Integration 
von  Differentialgleichungen  erfordert. 

897.  Definition  der  Extremwerte  eines  Integrals. 
Weil  es  sich  um  Maxima  und  Minima  handelt,  benutzen  wir 
ausschließlich  reelle  Veränderliche  und  Funktionen.  Von  allen 
vorkommenden  Funktionen  wird  vorausgesetzt,  daß  sie  stetig 
seien  und  daß  sich  auch  alle  ihre  partiellen  Ableitungen,  so- 
weit sie  gebraucht  werden,  stetig  verhalten,  indem  wir  immer 
annehmen,  daß  alle  Betrachtungen  innerhalb  solcher  Variabili- 
tätsbereiche stattfinden,  wo  diese  Voraussetzungen  erfüllt  sind. 

Nun  sei  f{x,  y,  y)  eine  gegebene  Funktion  der  drei  Größen 
x,y,y'.^  Ferner  seien  Anfangs-  und  Eud werte  Xq,  y^  und  x^,y-^^ 
von  X  und  y  vorgeschrieben.  Unter  y  soll  irgend  eine  Funk- 
tion von  X  verstanden  werden,  die  für  x  =  Xq  und  x  =  x^  die 
Werte  y^  und  y^  annimmt,  und  y  bedeute  ihre  Ableitung. 
Alsdann  betrachten  wir  das  Integral : 

^1 
(1)  J=jf\x,y,y')dx. 

Denken  wir  uns  hierin  für  y  eine  bestimmte  Funktion  ein- 
gesetzt, so  erhält  J  einen  bestimmten  Wert.  Indem  wir  nun 
y  durch  irgend  eine  benachbarte  Funktion  y  ersetzen,  die  eben- 
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falls  für  X  =  Xq  und  für  x  =  x^^  die  vorgeschriebenen  Werte  «/^ 
und  y^  hat,  verändern  wir  den  Wert  des  Integrals,  und  diese 
Änderung  heißt  die  vollständige  Variation  des  Integrals.  Es 
muß  aber  noch  gesagt  werden,  was  unter  einer  zu  y  benachbarten 
Funktion  y  verstanden  wird:  Vorweg  sei  eine  beliebig  kleine 
positive  Zahl  6  angenommen;  für  jeden  Wert  x  im  Intervalle 
von  Xq  bis  x^  soll  nun  der  absolute  Betrag  der  Differenz 
y  —  y  kleiner  als  6  sein.  Diese  Differenz  heißt  die  Variation 
der  angenommenen  Funktion  y  und  wird  mit  dy  bezeichnet, 
während  man  die  zugehörige  vollständige  Variation  von  J 
durch  öJ  ausdrückt.  Nach  Voraussetzung  hat  dy  an  den  In- 
tegralgrenzen Xq  und  x^  den  Wert  Null.  Wegen  y  =  y  -\-  dy 
ist  ferner: 

dJ=Jf(x,  y  +  dy,  y'-^  {8y)')  dx  -ffix,  y,  y)  dx 

Xq  Xq 

oder: 

(2)  dJ  =J[f{x,  y  +  dy,  y'+  (dy)')  -  fix,  y,  ^')]  dx. 

Den  Integranden  von  dJ  bezeichnet  man  auch  als  die  zu  dy 
gehörige  Variation  df  der  Funktion  f,  so  daß: 

dj=fdfdx, 

x„ 

d.  h.: 

Xi  Xj 

dffdx=fdfdx 

Xo  .'o 

ist,  in  Worten:  das  Variationszeiclien  d  ist  mit  dem  Integral- 
zeichen J  vertauschbar. 

Nunmehr  können  wir  definieren:  Das  vorgelegte  Integral  J 
hat  für  die  angenommene  Funktion  y  von  x  ein  Maximum  bziv. 
Minimum,  ivenn  es  eine  positive  Zahl  6  derart  gibt,  daß  alle 
diejenigen  vollständigen  Variationen  dJ  des  Integrals,  bei  denen 
\dy  \  <i6  ist,  nie  positive  bzw.  nie  negative  Werte  haben. 

898.  Das  Verschwinden  der  ersten  Variation  des 
Integrals.  Um  zu  Bedingungen  für  die  Funktionen  y  zu 
gelangen,  die  das  Integral  J  zu  einem  Extremwerte  macheu, 
wählen  wir  die  Variation  dy  von  y  in  spezieller  Weise.    Unter 
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ri  (x)  sei  irgend  eine  Funktion  von  x  verstanden,  die  für  x  ==  Xq 
und  X  =  x^  verschwindet.  Da  ihr  absoluter  Betrag  nach  den 
allgemein  in  voriger  Nummer  über  alle  vorkommenden  Funk- 
tionen gemachten  Annahmen  im  Intervalle  von  Xq  bis  x^  unter- 
halb einer  gewissen  Grenze  m  bleibt,  können  wir  unter  h  eine 
Zahl  verstehen,  die  der  Bedingung  \h\<6:7n  genügt.  Dann 
ist  \r]h\  <  6,  d.  h.  man  darf  öy  insbesondere  gleich  rjh  wählen. 
Die  Variation  dJ  von  /wird  nun  nach  (2)  in  voriger  Nummer: 

(1)  dJ  =f[f{x,y  +  rih,  y'  +  Tili)  -  f{x,  y,  y)]  dx. 

Hat  man  6  hinreichend  klein  gewählt,  so  gilt  dasselbe  von  h 
wegen  \  h\  <,  6  :  m,  so  daß  sich  der  Integrand  nach  ganzen 
positiven  Potenzen  von  h  in  der  Form: 

entwickeln  läßt.  Dabei  bedeutet  f  die  Funktion  f{x,y,y'). 
Nach  Satz  26,  Nr.  426,  vgl.  auch  die  Bemerkungen  in  Nr.  428, 
darf  diese  unendliche  Reihe  gliedweise  integriert  werden.  Mit- 
hin kommt: 

^J  =  iJ^fyn  +  fy'nldx+'^^J(f^^ri^+2t\^,^^^^ 

Der  Faktor  von  /i"  :  n\  heißt  die  n''  Variation  des  Integrals  Jy 
so  daß  insbesondere: 

JifyV-^fy'VldX 

die  erste  Variation  von  J  ist. 

Hat  nun  das  Integral  J  für  die  gewählte  Funktion  y  z.  B. 
ein  Minimum,  so  ist  nach  der  Definition  in  voriger  Nummer 
dJ>0,  also  nach  (1): 

(2)  ff{x,  y  +  vh  y  +  n'h)  dx  >ff{x,  y,  y) dx. 

Xo  ^a 

Wenn  auch  »?  bestimmt  gewählt  worden  ist,  stellt  die  linke 
Seite  von  (2)  eine  Funktion  FQi)  von  h  allein  dar  und  zwar 
898] 
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in  dem  Variabilitätsbereiche  h\  <C  ö  :  m.  Man  kann  folglich 
statt  (2)  schreiben: 

(3)  FQi)-^F(0). 

Dabei  ist  F(Ji)  nach  Satz  18,  Nr.  487,  eine  stetige  'Funktion 
von  h,  und  sie  hat  nach  Satz  19,  Nr.  488,  die  Ableitung: 

(4)  F\h)  =J^f{x,  y^n^i,  y+,ß)dx. 

Die  Ungleichung  (3)  besagt  nun  nach  Nr.  140,  daß  F(h)  für 
h  =  0  ein  Minimum  hat.  Folglich  muß  F'[0)  =  0  sein,  d.  h. 
nach  (4): 

(5)  ßf^^rj-\-f,^,ri')dx  =  0. 

.Tg 

Dabei  bedeutet  f  wieder  die  E'unktion  f(x,  y,  y').  Dieselbe 
Bedingung  (5)  geht  im  PaUe  eines  Maximums  hervor;  ihre 
linke  Seite  ist  die  erste  Variation  von  J. 

Somit  hat  sich  ergeben,  daß  die  erste  Variation  von  J 
verschwinden  muß,  falls  J  für  die  angenommene  Funktion  y 
von  X  ein  Maximuin  oder  Minimum  erreicht.  Dies  Merkmal 
reicht  aber  für  das  wii-kliche  Eintreten  eines  Extremwertes 
von  J  nicht  aus.  Zu  hinreichenden  Bedingungen  gelangt  man 
erst,  wenn  man  auch  die  höheren  Variationen  von  J  berück- 
sichtigt, die  nämlich  hier  eine  ähnliche  Rolle  spielen  wie  die 
höheren  Ableitungen  einer  Funktion  f(x)  bei  der  Feststellung 
der  Maxima  und  Minima  der  Funktion  (in  Satz  1,  Nr.  142). 
Wie  gesagt  (vgl.  Nr.  896),  wollen  wir  jedoch  keine  hinreichenden 
Bedingungen  für  die  Maxima  und  Minima  des  Integrals  J  auf- 
stellen. ' 

899.  Die  Eulersche  Difrereutialgleichung.    Die  für 

einen  Extremwert  des  Integrals  J  notwendige  Bedingung,  näm- 
lich das  Verschwinden  der  ersten  Variation: 

J{ryV+f,v)dx==0, 

Xu 

formt  mau  um,  indem  man  auf  das  über  f  ,rj'  erstreckte  In- 
tegral die  Methode  der  teilweisen  Integration  anwendet,  siehe 
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Gleichung  (1)  in  Nr.  415,  worin  ii  und  v  durch  f ,  und  i;  zu 
ersetzen  sind.     Es  kommt  dann: 

Xo  Xq 

Weil  rj  nach  Nr.  898  für  x  =  x^  und  x  =  x^  verschwindet,  ist 
das  zweite  Glied  gleich  Null.     Mithin  bleibt  übrig: 

(1)  .>(/■. -iv^-o- 

Da  diese  Bedingung  für  jede  Funktion  t;  von  x  gelten 
muß,  die  an  den  Integralgrenzen  verschwindet,  folgt,  wie  wir 
sogleich  zeigen  werden,  daß  der  Ausdruck: 

df„' 

an  jeder  Stelle  im  Intervalle  von  Xq  bis  x^  verschwindet.  Denn 
man  kann  insbesondere  r]  gleich  (x  —  Xq)  ( x^  —  x)E  annehmen, 
weil  diese  Funktion  für  x  =  Xq  und  x  =  x^  den  Wert  Null  hat, 
und  bekommt  dann  statt  (1)  insbesondere: 

(3)  f{x  -  x^)  (x,  -  x)  E^  dx  =  (), 

und  hier  ist  der  Integrand  positiv.  Wenn  also  z.  B.  x^  >  Xq  und 
x  irgend  eine  Stelle  zwischen  Xq  und  x^  ist,  wird  das  in  (3) 
linksstehende  Integral  gleich  der  Summe  der  beiden  von  Xq 
bis  X  und  von  x  bis  a*^  erstreckten  Integrale,  die  beide  positiv 
sind,  so  daß  infolge  von  (3)  insbesondere  auch  das  von  x^  bis  x 
erstreckte  Integral  verschwindet: 

X 

j  {x  —  Xq)  {x^  —  x)  E^  dx  =  0. 

•■'■(1 
Links  steht  hier  eine  Funktion  der  oberen  Integralgrenze  x, 
die  im  Intervalle  von  Xq  bis  x^^  willkürlich  ist,  und  folglich 
verschwindet  diese  Funktion  überall  im  Intervalle,  so  daß 
auch  ihre  Ableitung  nach  x  gleich  Null  sein  muß,  d.  h. 
(x  —  Xq)  {x^  —  x)  E^  muß  verschwinden.  Demnach  ist  E  überall 
im  Intervalle  gleich  Null.  Dasselbe  ergibt  sich  bei  der  An- 
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nähme  x^<i  Xq,  wo  anstelle  positiver  Integrale  negative  auf- 
treten. 

Wegen  (2)  folgt  demnach,  daß  die  erste  Variation  von  J 
dann  und  nur  dann  verschwindet,  wenn  überall  im  Intervalle 
von  Xq  bis  Xi 

ist.  Mit  anderen  Worten:  Wenn  das  Integral  J  für  die  an- 
genommene Funktion  y  einen  Extremwert  erreicJd,  muß  die  Funk- 
tion y  die  Gleichung  (4)  befriedigen.  Diese  Gleichung  lautet 
ausführlich  geschrieben  so: 

(5)  fy  -  fxy  -  fyyV  -  fyyy"  =  0 

und  ist  mithin  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung für  die  Funktion  y  von  x.  Sie  wurde  von  Euler  aufge- 
stellt und  soll  deshalb  die  Eulersche  Bifferentialgleichung  heißen. 
Ihre  allgemeine  Lösung  y  enthält  zwei  Integrationskonstanten. 
Andererseits  sind  aber  auch  gerade  noch  zwei  Bedingungen  zu 
befriedigen,  denn  y  soll  für  x  =  x^  und  für  x  =  X-^^  die  vor- 
geschriebenen Werte  y^  und  y^  annehmen.  Mithin  reichen  die 
Ergebnisse  aus  zur  Ermittlung  einer  jedenfalls  beschränkten  An- 
zahl von  Funktionen  y,  für  die  allein  das  Integral  J  ein  Maxi- 
mum oder  Minimum  haben  kann.  Ob  aber  für  eine  solche 
Funktion  wirklich  ein  Extremwert  auftritt,  steht  noch  dahin. 
In  den  nächsten  und  auch  in  späteren  Beispielen  werden 
wir  in  der  Problemstellung  stets  entweder  von  einem  Maximum 
oder  Minimum  sprechen,  obgleich  das  wirkliche  Eintreten  eines 
Maximums  oder  Minimums  nicht  bewiesen  wird.  Immerhin 
sind  die  Beispiele  so  einfacher  Art,  daß  man  in  jedem  Falle 
rein  anschaulich  ausfindig  machen  kann,  ob  es  sich  nun  ge- 
rade um  ein  Maximum  oder  um  ein  Minimum  handelt. 

900.  Das  Kateuoid.  In  der  Ebene  seien  zwei  Punkte 
gegeben.  Man  soll  diejenige  Kurve  vom  ersten  Punkte  zum 
ziveiten  Punkte  ziehen,  die  bei  der  Drehung  um  die  x- Achse  eine 
Rotationsfläche  von  kleinstem  Flächeninhalte  liefert.  Die  i/- Achse 
kann  man  so  annehmen,  daß  beide  Punkte  entgegengesetzt 
gleiche  Abszissen  —  a  und  -f-  a  bekommen.  Die  zugehörigen 
gegebenen  Ordinaten  ^/^  und  y^  seien  positiv.    Der  Schtverpunkt 
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einer  Kurve  hat,  wenn  ds  ihr  Bogenelement  und  S  ihre  Ge- 
samtlänge ist,  nach  (11)  und  (10)  in  Nr.  602  die  Ordinate: 

0 

und  nach  der  Giddinschen  Begel  in  Nr.  589  ist  daher  der 
Flächeninhalt  der  durch  die  Drehung  der  Kurve  erzeugten 
Rotationsfläche:  ^ 

F  =  27ti)S  =  2n  jyds 

0 

oder,  wenn  man  x  als  unabhängige  Veränderliche  einführt, 
nach  (1)  in  Nr.  193: 


F=27tjyyi  +  y'^dx. 


Dabei   ist   die  Wurzel  positiv.     Es  handelt  sich  somit  um  die 
Ermittlung  derjenigen   Funktionen  y  von  x,  die  das  Integral: 

+  a 

J=  lyyi~Vy'~''dx 


zu  einem  Minimum  machen.  Der  Integrand  /'  ist  hier  yyl-\-y'^. 
Polglich  lautet  die  Eulersche  Differentialgleichung  (4)  der 
letzten  Nummer  so: 


^        '    ^  dx  yi-]-  y- 

oder: 

^- yy"  ^  =  0 

Multiplikation   mit   /]/l  +  y'^  :  y  gibt  sofort: 


In  t/  —  In  )/l  -\-  y"^  =  konst. 
Hieraus   folgt,  faUs  h  und  c  Integrationskonstanten  bedeuten: 

dx  =  -^z~- —     oder         ,,  ~  =  In ^   '   *i , 

d.  h.: 


/  x  —  c  x~c\ 


(1)  y    , 

Die  gesuchte  Kurve  ist  daher  ein  Stück  einer  Kettenlinie  und 
zwar  einer  solchen  Kettenlinie,  deren  zugehörige  TraMrix  (vgl. 
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das  2.  Beispiel  in  Nr.  713)  die  rc- Achse  zur  Leitlinie  hat. 
Durch  Drehung  der  Kettenliuie  um  diese  Leitlinie,  die  man 
übrigens  auch  die  Leitlinie  der  Kettenlinie  seihst  nennt,  entsteht 
das  Katenoid  (vgl.  Nr.  799). 

Für  X  =  —  a  und  x  =  -\-  a  soll  y  die  Werte  y^  und  y^ 
haben.  Dies  liefert  die  beiden  Bedingungen  für  die  in  (1) 
auftretenden  Konstanten  h  und  c: 

(2)  y^  =  \ye"^-^  en ,     y,  =  {  U"^^  +  e" "j  . 

Sie  sind  nicht  immer  erfüllbar.  Wemi  z.  B.  y^  =  y^  ist,  geben 
sie  c  =  0  und  zur  Bestimmung  von  h: 

(3)  f-i|(<^" +  «-")• 

Dabei  ist  t/^  ebenso  wie  a  positiv,  mithin  auch  h.  Die  rechte 
Seite  von  (3)  ist  eine  Funktion  von  a  :h,  die  für  positive  Werte 
von  a  :  h  stets  positiv  ist  und  ihr  Minimum  an  derjenigen 
Stelle  u  =  a  :h  hat,  die  der  Bedingung : 

U  —  1 

genügt.  Mittels  der  Fehlerrechnung  findet  man  leicht  für  ii 
abgerundet  den  Wert  1,1997  und  nach  (3)  als  den  zu  a  :h  =  u 
gehörigen  Wert  von  ^/^ :  a  die  Zahl  1,5089.  Ist  also  y^  :  a 
kleiner  als  dieser  Betrag,  so  ist  es  unmöglich,  6  so  zu  wählen, 
daß  die  Bedingung  (3)  befriedigt  wird. 

901.   Die   gemeine  Zykloide   als  Brachistochroue. 

In  einer  lotrechten  Ebene  seien  zwei  Punkte  gegeben.  Es  soll 
diejenige  von  dem  höheren  Punkte  nach  dem  tieferen  Piinlie  ver- 
laufende und  in  der  Ebene  liegende  Bahnkurve  gefunden  werden, 
die  ein  materieller  Punkt  unter  dem  Einflüsse  der  Schivere,  aber 
ohne  Beibung,  am  schnellsten  zurücklegt.  Bahnkurven  kürzester 
FaUzeit  heißen  Brachistochronen.  Hier  handelt  es  sich  also  um 
die  Brachistochroue  in  einer  gegebenen  lotrechten  Ebene  und 
mit  gegebenem  Anfangs-  und  Endpunkte. 

Den  höher  gelegenen  Punkt  wählt  man  zweckmäßig  als 
Koordinatenanfangspunkt  und  die  Vertikale  nach  unten  als 
positive  :r- Achse.  Der  tiefer  gelegene  Punkt  habe  die  Koor- 
dinaten x^  und  y^.    Dann  darf  Xy>  0  und  i/i  >  0  vorausgesetzt 
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werden.     Die  Meelianik  lehrt,  daß  bei  der  Bewegung  die  Glei- 
chung gilt: 

(1)  l/r+7"^^  =  ]/25r^. 

Dabei    bedeutet   t    die    Zeit    und   g    die   Gravitationskonstante. 
Hieraus  folgt: 

daher  als  Fallzeit: 


r       2gx  ' 


Folglich  ist  das  Integral: 


^'o 


IV"- 


±^dx 


mit  positiver  Wurzel  zu  betrachten.     Hier  gibt   die  Eulersche 
Gleichung  (4)  von  Nr.  899  sofort,  da  der  Integrand  von  y  frei  ist: 


#.l/^-±^'  =  konst. 

dy   Y        X 

oder,  wenn  a  eine  Integrationskonstante  bedeutet: 


i-y\ 


y     r  2» 

Vertauscht  man  x  mit  y,  so  geht  die  Differentialgleichung 
hervor,  die  im  1.  Beispiele  von  Nr.  711  betrachtet  wurde.  Die 
gesuchte  Brachistochrone  ist  demnach  eine  gemeine  Zykloide, 
die  durch  Abrollen  eines  Kreises  auf  der  geraden  horizon- 
talen «/-Achse  längs  ihrer  unteren  Seite  hervorgeht  und  im 
Anfangspunkte  eine  Spitze  hat  Nach  (1)  in  Nr.  231  läßt  sie 
sich  mittels  einer  Hilfsveränderlichen  q)  so  darstellen: 

X  =  a  (1  —  cos cp),       y  =  a  (q)  —  Bing)). 
Nun  ist  a  so  zu  wählen,  daß  die  Kurve  auch  durch  den  Punkt 
(x^ ,  y^)   geht.     Ist  qpj  der   zugehörige  Wert  der  Hilfsveränder- 
lichen, so  wird  demnach  gefordert: 
(2)  Xj  =  a  (1  —  cos  (pi),      ^1  =  a  (^p^  —  sin  cp^). 

Außerdem  hat  man,  da  Un Stetigkeiten  ausgeschlossen  werden, 
noch  zu  fordern,  daß  die  SteUe  (Xj_,  y^)  auf  demjenigen  ersten 
Zykloidenbogen  liege,  der  vom  Anfangspunkte  ausgeht,  d.  h.  q)^ 
901] 
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muß  im  Intervalle  von  NuU  bis  2:i  liegen.  Um  zu  zeigen, 
daß  es  immer  bestimmte  Werte  a  >  0  und  cp^  gibt,  die  unter 
dieser  Beschränkung  die  beiden  Bedingungen  befriedigen,  ge- 
nügt es  nachzuweisen,  daß  es  eine  und  nur  eine  zwischen  0 
und  2 TT  gelegene  Wurzel  (p^  der  Gleichung: 

( 3)  qp,  —  sin  qp^  ^  y^ 

^    ^  1  —  cos  qpj  x^ 

gibt.  In  der  Tat  ist  die  linke  Seite  hiervon  eine  Funktion 
von  gpj,  die  sich  im  Intervalle  von  0  bis  2jr  überall  stetig 
verhält,  für  9?^  =  0  den  Wert  NuU  hat  und  für  lim  ^^  =  2;r 
nach  Unendlich  strebt.     Ihre  Ableitung  nach  ^^  ist  gleich: 

2  (1  —  cos  qpi)  —  qPi  sin  qpt        ^^^^       1  —  Iqp,  ctg  ^  cp^ 
(1  —  cosqpj)*  sin* +  91 

und  daher  überall  im  Intervalle  von  0  bis  27C  positiv.  Mithin 
wächst  die  linke  Seite  von  (3)  beständig  von  Null  bis  Unend- 
lich, wenn  cp^  von  0  bis  27t  wächst,  so  daß  die  Behauptung 
richtig  ist. 

§  2.  Terallgemeineruiigeii. 

902.  Extremwerte  von  Integralen,  in  denen  meh- 
rere unbekannte  Funktionen  vorkommen.  Die  Betrach- 
tungen lassen  sich  leicht  auf  den  Fall  ausdehnen,  wo  die 
Fimktion  f  unter  dem  Integralzeichen  mehr  als  eine  unbe- 
kannte Funktion  nebst  ihren  Ableitungen  erster  Ordnung  ent- 
hält. Es  wird  genügen,  den  FaU  von  0wei  Funktionen  zu  be- 
trachten. Demnach  handle  es  sich  darum,  diejenigen  Funktionen 
y  und  z  von  x  zu  ermitteln,  für  die  das  Integral 

(1)  J==Jf(x,  y,  z,  y,  z')dx 

Xq 

mit  gegebenen  Grenzen  Xq  und  x^  ein  Maximum  oder  Minimum 
erreicht.  Dabei  wird  vorgeschrieben,  daß  y  und  z  für  x  =  Xq 
gegebene  Werte  y^  und  Zq  und  für  x  =  x^  gegebene  Werte  y^ 
und  z^  annehmen. 

Indem  wir  unter  0  eine  beliebig  klein  gewählte  positive 
Zahl  und  unter  dy  und  dz  solche  Funktionen  von  x  verstehen, 
die  an  den  Grenzen  Xq  und  x^  verschwinden  und  deren  abso- 
lute  Beträge  im   Intervalle   von   Xq   bis   x^^   kleiner  als  6  sind, 
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bilden  wir  wie  in  Nr.  897  die  vollständüje  Variation  8J  des 
Integrals  J: 

8J  ^f\f{x,  y  -\-8y,s^  dz,  y  +  {dy)',  z  +  (d^)') 

-  f{^,  y,  2,  y\  z')\  dx. 

Nun  wird  definiert:  Das  Integral  J  hat  für  die  Funktionen  y 
und  z  von  x  ein  Maximum  bzw.  Minimum,  wenn  dJ  nie  positiv 
bzw.  nie  negativ  wird. 

Wie  in  Nr.  898  seien  unter  r]  und  t,  solche  Funktionen 
von  X  verstanden,  die  für  x  =  Xq  und  für  x  =  x^  verschwinden, 
und  es  bedeute  m  eine  Zahl,  die  größer  ist  als  die  absoluten 
Beträge  von  ri  und  t,  im  Intervalle  von  Xq  bis  x-^ ;  ferner  sei  h 
eine  Zahl,  die  der  Bedingung  \}i\  <i  6  :  m  genügt  Nun  kann 
§y  =  rih   und   dz  =  ^h    angenommen  werden,    so   daß  kommt: 


oder; 


x^ 


Dabei  deuten  die  Punkte  Glieder  an,  die  mit  den  höheren 
ganzzahligen  Potenzen  von  h  behaftet  sind,  während  f  die 
Funktion  f{x,  y,  z,  y ,  z)  vorstellt.  Gerade  so  wie  in  Nr.  898 
folgt:  Wenn  das  Integral  J  für  die  Funktionen  y  und  z  ein 
Maximum  oder  Minimum  erreicht,  muß  die  erste  Variation  des 
Integrals  verschwinden,  d.  h. : 
«1 

sein.     Wie  in  Nr.  899  findet  man  hieraus   durch  teilweise  In- 
tegration : 

To  Xo 

und   weil   rj   und    t,   an    den  Grenzen   Xq  und  x^    verschwinden, 

vereinfacht  sich  diese  Gleichung  so: 

902] 


,  §  2.  Verallgemeinerungen.  609 

Setzt  man  zur  Abkürzung: 

df .  df. 

^  ~~iy       dx'  ''       dx  ' 

so  hat  man  also  zu  fordern: 

/{Er}  4-  Fe)  dx  =  0. 

Insbesondere  kann  mau  ^  =  0  und  »/  =  (a;  —  Xq)  (x^  —  x)E 
wählen  und  daraus  wie  in  Nr.  89 J  schließen,  daß  E  =  0  sein 
muß.  Entsprechend  folgert  man  F  =  0.  Also  ergibt  sich 
hier  ein  System  von  zwei  Ealerschen  Gleichungen: 

df,,'  df, 

d.  h.  ein  System  zweite)'  Ordnung  von  zwei  gewöhnlichen  Dif- 
ferentialgleichungen für  die  Punktionen  y  und  z  von  x, 
und  wir  wissen,  daß  das  Integral  (1)  nur  für  solche  Funk- 
tionen y  und  z  von  x  ein  Maxiraum  oder  Minimum  erreichen 
kann,  die  Lösungen  des  Systems  (2)  sind.  Doch  ist  nicht  ge- 
sagt, daß  diese  Bedingungen  (2)  für  das  wirkliche  Eintreten 
eines  Extremwertes  hinreichen,  selbst  dann  nicht,  wenn  man 
noch,  wie  es  sein  muß,  die  Lösungen  y  und  z  den  vier  Be- 
dingungen unterwirft,  daß  sie  für  x  =  Xq  und  x  =  x^  die  gegebenen 
Werte  yQ  und  Zq  bzw.  y^  und  z^  annehmen.  Übrigens  ist  die 
Anzahl  dieser  Bedingungen  gerade  so  groß  wie  die  der  noch 
zur  Verfügung  stehenden  Integrationskonstanten.  Denn  wenn 
man  das  System  (2)  nach  der  Methode  von  Nr.  663  dadurch 
in  ein  System  erster  Ordnung  verwandelt,  daß  man  noch  y' 
und  z'  als  unbekannte  Funktionen  einführt,  gehen  insgesamt 
vier  Differentialgleichungen  hervor,  so  daß  in  der  Tat  gerade 
vier  Integrationskonstanten  auftreten. 

903.   Die  Brachistochroue  im  Räume.     In  Nr.  901 

wurde  die  Brachistochrone  oder  Bahnkurve  kürzester  Fallzeit 
in  einer  lotrechten  Ebene  bestimmt.  Wir  lassen  jetzt  die  Be- 
dingung fallen,   daß   die  Bahnkurve   in  einer  lotrechten  Ebene 
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liege.  Es  soll  also  hu  Räume  diejenige  Kurve  von  einem  ge- 
gebenen Funkte  nach  einem  anderen  gegebenen  Funkte  ermittelt 
werden,  die  ein  materieller  Funkt  unter  dem  Einflüsse  der  Schwere 
ohne  Feibung  am  schnellsten  durchläuft.  Der  höher  gelegene 
Punkt  wird  als  Koordinaten- Anfangspunkt  angenommen  und 
die  Vertikale  nach  unten  als  positive  a:-Achse.  Entsprechend 
der  Gleichung  (1)  von  Nr.  901  gilt,  wie  die  Mechanik  lehrt, 
jetzt  die  Gleichung: 

woraus  sich  als  Fallzeit  ergibt: 


+y"^''dx. 


y2g, 
ü 

Es  handelt  sich  somit  um  das  Minimum  des  Integrals: 

0 

in  dem  die  Wurzel  positiv  ist  und  diejenige  Funktion  /'  vor- 
stellt, mit  der  man  die  beiden  Eulerschen  Gleichungen  (2)  der 
letzten  Nummer  zu  bilden  hat.  Es  kommt,  weil  /'  frei  von  f/ 
und  z  ist,  sofort: 


wobei  C^  und  C^  Konstanten  sind.     Hieraus  folgt: 


J 

a. 


y (j  ^  ^  (j 

so  daß: 

d.  h.: 

C^y  —  C^z  =  konst. 

ist.  Mithin  verläuft  die  gesuchte  Kurve  in  einer  lotrechten 
Ebene  und  folglich  kommt  man  zu  derselben  Lösung  des 
Problems  wie  in  Nr.  901. 

904.  Extremwerte  von  Integralen,  in  denen 
höhere  Ableitungen  einer  unbekannten  Funktion  vor- 
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kommen.  Wir  gehen  zu  dem  Falle  über,  wo  ein  Integral 
von  der  Form  vorliegt: 

(1)  J^ff{x,y,y',y",...y^'^^)dx, 

dessen  Integrand  die  Ableitungen  der  gesuchten  Funktion  y  bis 
zu  der  von  der  w*®'^  Ordnimg  enthält.  Dabei  sein  Xq  und  x^ 
gegeben,  außerdem  seieu  diejenigen  Werte  vorgeschrieben,  die 
y,  y,...  «z^""^)  für  X  =  Xq  und  x  =  x^  zukommen.  Die  sehr 
leicht  auszuführende  Verallgemeinerung  der  Betrachtung  in 
Nr.  897  gibt  hier  die  vollständige  Variation  des  Integrals  J  in 
der  Form: 

^J'=fU{'^,  y^^y,  ■■■  y^"^  +  i^yr)  -  f{^,  y,  ■■■  y("0]^^- 

Dabei  bedeutet  öy  eine  solche  Funktion  von  x,  die  nebst 
ihren  n  —  1  ersten  Ableitungen  für  x  =  Xq  und  für  x  =  x^ 
verschwindet  und  deren  absoluter  Betrag  im  Intervalle  von  Xq  bis 
iCj  kleiner  als  eine  vorgegebene  positive  Zahl  6  ist.  Wiederum  wird 
definiert,  daß  das  Integral  J  für  die  Funktion  y  ein  Maximum 
bzw.  Minimum  hat,  wenn  dJ  nie  positiv  bzw.  nie  negativ  wird. 
Wie  in  Nr.  898  wählt  man  nun  dp  =  yji.  Dabei  bedeutet  r/ 
eine  Funktion  von  x,  die  nebst  ihren  n  —  1  ersten  Ableitungen 
an  den  Grenzen  x^  und  x^  verschwindet,  während  h  die  damals 
angegebene  Bedingung  erfüllt.     Nun  wird: 

öJ=^J[f{x,  y-^  nh,...  i/C)  +  7?W/0  -\f{x,  y,...  !/("))]  ^rr, 

und  dieselbe  Schlußfolgerung  wie  in  Nr.  898  liefert:  Wenn  J 
für  die  betrachtete  Funktion  y  einen  Extremwert  erreicht,  muß 
die  erste  Variation  von  J  verschwinden: 

Xi 

(2)  fUyri  +  fy.ri'  +  •  •  •  +  /,('')^(")]  dx  =  0. 

Zur  Umformung  dieser  Bedingung  bedient  man  sich 
wieder  der  teilweisen  Integration,  wobei  zu  beachten  ist,  daß 
%  r],  .  .  .  rf^-'^)  für  x  =  Xq  und  für  x^x.^^  den  Wert  Null  haben. 
Es  ist  nämlich  danach: 
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Xi  .Tl  Xi 

/^i        rdf,  Cdf , 

Xq  Xq  Xq 

und  ebenso,  wenn  man  y    und  rj'  durch  y"  und  ?/'  ersetzt: 

Xo  .Xu 

Hier    läßt    sich    die    rechte    Seite  wieder   durch  teilweise  Inte- 
gration in 

•r» 

umformen,  so  daß  kommt: 

usw.     Polglich  läßt  sich  die  Gleichung  (2)  so  schreiben: 


dx" 


r]  dx  =  0. 


Bezeichnet   man   den  Inhalt   der  eckigen  Klammer  mit  E 
und  wählt  mau,  wie  gestattet  ist: 

Ti  -=  {x  —  x^'^ix^  —  x)"-  E, 

weil  dann  r],  r]',  .  .  .  t;('*-^)  für  x  =  Xq  und  für  x  =  x^  ver- 
schwinden, so  ergibt  sich  wie  in  Nr.  899,  daß  E  an  jeder 
Stelle  des  Intervalles  von  Xq  bis  x^  gleich  Null  sein  muß. 
Mithin  geht  die  Bedingung  hervor: 

Dies  ist  die  Eiäersclie  Gleichung  des  Problems.  Rechnet 
man  die  hierin  auftretenden  n  vollständigen  Ableitungen  nach 
X  aus,  so  geht  eine  getvölinliche  Differentialgleichung  2w/'"'  Ordnung 
für  die  Funktion  y  von  x  hervor.  Ihre  allgemeine  Lösung  enthält 
2n  Integrationskonstantan.  Gerade  so  groß  ist  die  Anzahl  der 
noch  zu  erfüllenden  Grenzbedingungen,  weil  y,  y',  .  .  ■  y^"~^^  für 
X  =  Xq  und  X  =  Xi  vorgeschriebene  Werte  haben  sollen. 
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Wieder  ist.  zu  bemerken,  daß  wir  zwar  so  zu  einer  jeden- 
falls nur  beschränkten  Anzahl  von  Funktionen  y  gelangen,  die 
allein  für  die  Ermittlung  der  Maxima  und  Minima  des  Inte- 
grals J  in  Betracht  kommen,  daß  es  aber  nicht  feststeht,  ob 
sie  wirklich  J  zu  einem  Extremwerte  verhelfen. 

905.  Besondere  Fälle.  Beschränken  wir  uns  auf  die 
Annahme  n  =  2,  d.  h.  suchen  wir  diejenigen  Funktionen  y  von 
X,  für  die  das  Integral: 

»1 
(1)  J=Jf{x,y,y,y")dx 

ein  Maximum  oder  Minimum  wird,  falls  für  y  und  y'  an  den 
Grenzen  bestimmte  Wei-te  vorgeschrieben  werden,  so  müssen 
diese  Funktionen  y  Lösungen  der  gewöhnlichen  Differential- 
gleichung vierter  Ordnung  sein: 

(2)       .    f,-'k+ S" - «■ 

In  einigen  Fällen  kann  man  die  Ordnung  erniedrigen: 

Enthält  die  Funktion  f  die  Veränderliche  y  nicht,  so  folgt 
aus  (2)  wegen  f  =  0,  daß : 

(3)  /■  -  '^-  =  konst. 

wird.  Dies  aber  ist  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung 
dritter  Ordnung  für  y. 

Ist  die  FunJction  f  in  hezug  auf  y  linear  und  ganz  und 
der  Koeffizient  von  y  dabei  eine  Konstaute,  d.  h.  hat  f  die 
Form : 

(4)  f=ay^^>ix,y',y"\ 
wobei  a  =  konst.  ist,  so  gibt  (2): 

dx     ^     dx^  ' 

also: 

(5)  ax-(p,,,+    .^^"  =  konst., 

d.  h.  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  dritter  Ordnung 
für  y. 

Enthalt  die  Ftmliion  f  die  Veränderliche  x  nicht,  so  ist 
identisch: 
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df  -  fydy  -  fy,dy  -  fy„dy"  =  0. 

Addiert  man  diese  Gleichung  zu  der  mit  dy  multiplizierten 
Gleichung  (2),  so  kommt: 

<^f  -  Cli  ^y + u^y)  +  CS"  ''y  -  fr^y")  - » 

oder  wegen  dy  =  y  dx,  dy'^y'dx: 

df  -  {y  dfy.  +  4,  dy)  Jr{y'd^^-  f^„d/)  =  0. 

Hier  aber  ist  der  Inhalt  der  ersten  Klammer  das  vollständige 
Differential  von  y'f,  und  der  Inhalt  der  zweiten  Klammer  das 
vollständige  Differential  von 

Mithin  gibt  eine  Integration: 

(6)  f -  y'fy,  +  / ^  -  y'fr  =  konst,, 

und  dies  ist  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  dritter  Ord- 
nung für  y. 

Wenn  die  Funktion  f  von  x  und  y  frei  ist,  gelten  die 
beiden  Gleichungen  (3)  und  (6).  Darch  Multiplikation  der 
ersten  mit  y  und  Addition  zur  zweiten  geht  für  y  eine  ge- 
wöhnliche Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  hervor: 

(7)  f  —  y'fyo  —  konst.  y  —  konst.  =  0. 

In  den  betrachteten  Fällen  gelingt  es  demnach  allgemeine 
intermediäre  Integralgleichungen  der  Differentialgleichung  (2)  zu 
ermitteln,  vgl.  Nr.  792. 

906.  Kurve,  die  mit  ihrer  Evolute  eine  kleinste 
Fläche  einschließt.  In  der  Ebene  seien  zwei  Punkte  A  und 
B  einer  gesuchten  Kurve  nebst  ihren  Tangenten  gegeben,  so 
daß  auch  die  Normalen  von  A  und  B  gegeben  sind.  Die 
Kurve  soll  so  bestimmt  werden,  daß  die  Fläche,  die  von  ihr,  von 
der  Anfangs-  und  der  Endnormale  und  von  der  Evolute  einge- 
schlossen wird,  ein  Minimum  erreicht.  Natürlich  muß  voraus- 
gesetzt werden,  daß  die  gesuchte  Kurve  zwischen  A  und  B 
keinen  Wendepunkt  hat,  weil  sonst  die  zugehörige  Stelle  der 
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Evolute  unendlich  fern  läge,  d.  h.  die  Kurve  muß  von  A  bis 
JB  einerlei  Krümmung,  etwa  positive  Krümmung  haben. 

Es  seien  (x,  y)  und  (x  -{-  /ix,  y  -\-  dy)  zwei  benachbarte 
Punkte  der  Kurve  mit  den  positiven  Krümmungsradien  R  uud 
R  +  /llt,  die  einen  positiven  Winkel  z/t  miteinander  bilden. 
Die  Fläche  /IF,  die  von  dem  zugehörigen  Kurvenbogen,  den 
beiden  Krümmungsradien  und  dem  zugehörigen  Evolutenbogen 
eingeschlossen  wird,  liegt  nun,  falls  die  beiden  gewählten 
Punkte  hinreichend  benachbart  sind,  zwischen  den  Flächen 
zweier  rechtwinkliger  Dreiecke  mit  dem  Winkel  z/t  und  der 
dem  Winkel  z/t  anliegenden  Kathete  B,  bzw.  B,  +  /jjü,  so  daß 
man  im  Falle  zJR^O  hat: 

4-it!Hg  z/t  <  z/F  <  -^  (E  +  ^Rf  tg  z/t. 
Durch  Division  mit  der  positiven  Bogenlänge  z/.s   vom   ersten 
bis  zum  zweiten  Punkte  folgt: 

2  z/t        Js         Js         2  '      Jx       As 

Beim  Grenzübergange  lim  z/s  =  0  wird  auch  limz/T  =  0  und 
limz/J?  =  0,  und  es  kommt,  faUs  äs  das  Bogenelement  und 
dz  den  Kontingenzwinkel  bezeichnet: 

dF \  j^^dz 

ds         2        ds 
oder: 

(lF=-\RhJT. 

Dies  ergibt  sich  auch  im  Falle  zJR  <C0. 

Da  nun  nach  (1)  in  Nr.  197  bzw.  in  Nr.  193: 

dz  y  '  r         1    :r 

ist.  folfft  weiter: 


Demnach  handelt  es  sich  um  die  Ermittlung  derjenigen  Funk- 
tionen y  von  X,  für  die  das  Integral: 


^^Ji  '  dx 


+  y'-)- 

2  t/' 


ein  Minimum  erreicht. 
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Hier  liegt  der  letzte  Fall  der  vorigen  Nummer  vor,  so  daß 
nach  (7)  ebenda  die  Differentialgleichung: 

^— — ^-^  =  koust.  y  +  konst. 

y  -^ 

zu    integrieren    ist.     Sie    läßt    sich    mit  Rücksicht    auf  (1)   in 

Nr.  169  auch  so  schreiben: 

ds 
B,  =  -j-  =  konst.  sin  x  +  konst.  cos  t  =  4  a  cos  (t  —  a), 

wenn  a  und  a  Konstanten  bezeichnen.  Dreht  man  das  Achsen- 
kreuz um  den  Winkel  a,  so  tritt  an  die  Stelle  des  Tangenten- 
vs^inkels  t  der  Winkel  x  —  a,  während  der  Krümmungsradius  B, 
ungeändert  bleibt.  Man  darf  daher  einfacher  B  =  Aa  cost  an- 
nehmen.    Dann  aber  kommt  nach  (1)  in  Nr.  194: 

(Ix        ds  -r,  t  9 

:5—  =  -,—  cos  X  =  M  cos  t  =  4a  cos"  t, 
ar        dt  ' 

dt/         ds      .  -r,     •  A         • 

-Y   =  :5—  sin  T  =  it;  sm  t  =  4  a  sm  t  cos  t, 

dr        dz  ' 

folglich : 

X  =  a  (2x  -j-  sin  2x)  -f-  konst.,     y  =  a  {1  —  cos  2t)  -j-  konst. 

Führt  man  die  neue  Hilfsveränderliche  (p  =  2x  —  7t  ein,  so 
ergibt  sich,  wenn  man  geeignete  Konstanten  zu  x  und  y  ad- 
diert, d.  h.  eine  geeignete  Verschiebung  des  schon  vorhin  ge- 
drehten Achsenkreuzes  vornimmt: 

X  =  a  (cp  —  sin  cp),       y  ==  a  (cos  cp  —  1). 

Nach  (1)  in  Nr.  231,  worin  y  durch  —  ^  zu  ersetzen  ist,  be- 
sagt dies,  daß  die  gesuchte  Kurve  eine  gemeine  ZyMoide  sein 
muß.  Daß  hier  y  durch  —  ^  zu  ersetzen  ist,  hängt  damit  zu- 
sammen, daß  die  gemeine  Zykloide,  die  in  Nr.  231  durch  die 
Formeln  (1)  dargestellt  wird,  überall  negative  Krümmungs- 
radien hat,  während  wir  jR  >  0  aimahmen. 

907.  Extremwerte  von  Integralen,  in  denen  höhere 
Ableitungen  von  mehreren  unbekannten  Funktionen 
vorkommen.  Die  Betrachtungen  in  Nr.  904  lassen  sich  weiter- 
hin verallgemeinern,  wenn  es  sich  um  die  Maxima  und  Minima 
von  Integralen  handelt,  deren  Integranden  außer  x  mehr  als 
eine  unbekannte  Funktion  mit  ihren  Ableitungen  bis  zu  ge- 
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wissen  Ordnungen  enthalten,  z.  B.  wenn  ein  Integral  mit  2uei 
unbekannten  Funktionen  y  und  2  von  x  in  der  Form: 


■'i 
(1)  J  =  ff  (x,y,y',...y(''\0, /,..., ("^) 


dx 


vorliegt.  Dabei  werde  vorgeschrieben,  daß  y,  y,  .  .  .  i/^""^)  und 
z,  z,  .  .  .  ^("~^)  an  den  gegebenen  Grenzen  Xq  und  x^  gegebene 
Werte  annehmen.  Entsprechend  der  Formel  (2)  von  Nr.  904 
ergibt  sich,  falls  für  die  in  J  auftretenden  Funktionen  y  und  z 
ein  Extremwert  des  Integrals  vorkommt: 

jlfyri  +  /,-v+ •  •  • + />)r/")  +  a  +  /:r+  •  •  •  +  u,)i'"ndx=o. 

Wie  in  Nr.  904  formt  man  dies  Integral  durch  teilweise  In- 
tegration um  und  folgert  alsdann  wie  in  Ni*.  902,  daß  statt 
der  einen  Gleichung  (4)  von  Nr.  904  hier  die  beiden  Euler- 
schen  Gleichungen  hervorgehen: 


(2) 


'y       dx  ^  dx^  ■  "^  ^     ^      dx"  ' 

df.,        d^f,,  d"  fjn) 

''        dx  ^   dx^  ^  ^      ^      dx" 


Dies  ist  ein  System  von  zwei  gewöhnlichen  Differential- 
gleichungen 2n^^^  Ordnung  für  y  und  z.  Wenn  man  außer  y 
und  z  auch  die  Ableitungen  y,  y",  . . .  yi^"-^'>  und  /,  /',  . . .  z^^"~^^ 
nach  der  Methode  von  Nr.  663  als  unbekannte  Funktionen  ein- 
führt, geht  ein  äquivalentes  System  erster  Ordnung  von  4;^ 
gewöhnlichen  Differentialgleichungen  für  die  4w  unbekannten 
Funktionen  hervor.  Demnach  enthält  das  aUo-emeine  Lösungen- 
System  y  und  z  von  (2)  gerade  4/z  Integrationskonstanten. 
Da  gefordert  wird,  daß  y,  y',  .  .  .  y^"-'^^  und  z,  /,  . . .  z''"~^'>  an 
den  Grenzen  a,,  und  x^  vorgeschriebene  Werte  annehmen,  sind 
andererseits  gerade  4«  Bedingungen  zu  erfüllen,  also  gerade 
so  viele,  als  willkürliche  Konstanten  zur  Verfügung  stehen. 

Bei  manchen  Aufgaben,  wo  es  sich  um  die  Ermittlung 
einer  Kurve  in  der  a;y- Ebene  handelt,  für  die  ein  gewisses 
Integral  ein  Maximum  oder  Minimum  erreicht,  ist  es  be- 
quemer, statt  X  eine  Hilfsveränderliche  t  zu  benutzen,  indem 
man  x  und  y   als   Funktionen   von   t   betrachtet,    vgl.   Nr.  93 
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und  Nr.  168.  Dies  ist  sogar  nötig,  wenn  es  sich  um  Kurven 
handelt,  die  von  Parallelen  zur  2/- Achse  in  mehr  als  einem  Punkte 
getroffen  werden,  denn  solche  Kurven  lassen  sich  nicht  durch 
Funktionen  y  von  x  darstellen,  wenn  wir  —  wie  immer  —  nur 
einwertige  Funktionen   zulassen.     Liegt  z.  B.  das  Integral  vor: 


«1 


so  wird  man,  wenn  x  und  y  als  Funktionen  von  t  betrachtet 
werden,  nach  Nr.  93  die  Ableitungen  von  y  nach  x  durch  die 
Ableitungen  von  x  und  y  nach  t  ausdrücken.  Kennzeichnet 
der  Akzent  diese  Ableitungen  nach  t,  so  setzt  man  überdies 
dx  ==■  x  dt.     Alsdann  geht  ein  Integral  von  der  Form: 

J==J(p  (x,  y,  x,  y,  .  .  .  a;«  ?/">)  dt 

hervor,  das  nach  der  vorhin  vorgetragenen  Methode  wie  das 
Integral  (1)  zu  behandeln  ist,  in  dem  jetzt  t,  x  und  y  an  die 
Stelle  von  x^  y  und  z  treten. 

§  3.  Integrale  mit  veränderlichen  Grenzen. 

908.  Vorbereitende  Betrachtung  von  Integralen  mit 
festen  G-renzen  und  willkürlichen  Konstanten.    Bei  der 

einfachsten  Aufgabe  der  Variationsrechnung,  siehe  Nr.  896, 
handelte  es  sich  um  die  Bestimmung  derjenigen  Funktionen  y 
von  X,  die  ein  gegebenes  Integral: 


J=^ft\x,y,y)dx 


zu  einem  Maximum  oder  Minimum  machen,  vorausgesetzt,  daß 
Xq  und  x^  sowie  die  Werte  y^  und  y^  von  y  für  x  —  Xq  und 
X  =  x^  gegeben  sind.  Wir  beabsichtigen,  dies  Problem  auf 
den  Fall  veränderlicher  Grenzen  zu  verallgemeinern.  Zur  Vor- 
bereitung ist  es  zweckmäßig,  eine  andere  Erweiterung  der  Auf- 
gabe zu  betrachten  i 

Nach  wie  vor  seien  die  Integralgrenzen  x^  und  x^^  sowie 
die  Werte  y^  und  y^,  die  der  gesuchten  Funktion  y  an  den 
907,  908] 


§  3.  Integrale  mit  veränderlichen  Grenzen.  619 

Grenzen  vorgeschrieben  werden,  gegeben.  Dagegen  möge  der 
Integrand  f  von  J  noch  eine  tvillJciirliche  Konstante  a  enthalten. 
Dann  handelt  es  sich  darum,  die  Funktion  y  und  die  Kon- 
stante a  so  zu  hestimmen,  daß  das  Integral: 

(1)  J=jf{x,y,y',a)dx 

einen  Extremivert  erreicht. 

Zur  Definition  der  Maxima  und  Minima  verfahren  wir 
entsprechend  Nr.  897  so:  Es  sei  6  eine  beliebig  kleine  posi- 
tive Zahl.  Ferner  bedeute  y  -\-  dy  irgend  eine  Funktion  von  x^ 
die  ebenfalls  für  x  =  x^  und  x  =  x^  die  Werte  y^  und  y^  hat 
und  im  Intervalle  von  Xq  bis  x^  um  weniger  als  a  von  y  ab- 
weicht, so  daß  I  d^  I  <  ^  ist.  Außerdem  weiche  die  Konstante 
a-\-öa  um  weniger  als  6  von  a  ab;  es  sei  also  auch  8a\<i6. 
Alsdann  wird  die  vollständige  Variation  gebildet: 

öJ=Jf\x,  y  +  dy,  y'  -f  {Öy',  a-\-  öu)dx  —Jfipc,  y,  y',  a)  dx. 

Man  definiert  nun:  J  erreicht  für  die  Funktion  y  und  den 
Wert  a  der  Konstanten  ein  Maximum  bzw.  Minimum,  falls 
8J  nie  positiv  bzw.  nie  negativ  wird. 

Nun  kann  wie  in  Nr.  898  eine  Funktion  7^  von  x  beliebig 
im  Intervalle  von  Xq  bis  x^  gewählt  werden,  doch  so,  daß  sie 
für  X  =  Xq  und  x  =  x^  verschwindet.  Ist  ihr  absoluter  Betrag 
überall  kleiner  als  m,  so  sei  h  eine  Zahl,  die  der  Bedingung 
\li\<i6:m  genügt.  Alsdann  erfüllt  dy  =  rjli  die  vorhin  an 
die  Variation  dy  gestellten  Anforderungen.  Ferner  sei  Ic  eine 
beliebige  Zahl,  deren  absoluter  Betrag  ebenfalls  kleiner  als  m 
ist.  Dann  wird,  wenn  man  da^kJi  setzt,  auch  ^da\<i6, 
wie  verlangt  wurde.  Bei  diesen  besonderen  Annahmen  dy  =  y]1i, 
da  =  kh  nimmt  die  Variation  dJ  den  Wert  an: 
xi 
dJ=J[f{x,  y  +  iß,  y'  +  r]'h,  a  +  kh)  -  f{x,  y,  y,  a)]  dx. 

Nach  den  allgemeinen  Voraussetzungen  zu  Anfang  von  Nr.  897 
können  wir  die  in  der  eckigen  Klammer  stehende  Differenz 
bei   hinreichend   kleinem   |  h  \   nach   ganzen   positiven  Potenzen 
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von  h  entwickeln,  wodurch  sich  entsprechend  wie  in  Nr.  898 
ergibt: 

Nun  heißt  wieder: 

f{fyV  +  M  +  fak)dX 

■t"u 

die  erste  Variation  von  J,  und  wie  in  Nr.  898  ergibt  sich: 
Falls  die  Funktion  y  von  x  und  die  Zahl  a  das  vorgelegte 
Integral  (1)  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  machen,  muß 
die  erste  Variation  gleich  Null  sein: 

J\fyV+fy'V')dX  +   kff^dX  =  0. 

Hier  bedeutet  aber  Je  eine  beliebige  Zahl,  die  nur  der  Be- 
dingung \k\  <  m  zu  genügen  hat.     Also  muß  einzeln: 

(2)  fifyV  +  ^',V^  dx  =  0,       ff„  dx  =  0 

sein.  Die  erste  Bedingung  führt  wie  in  Nr.  899  zur  Euler- 
schen  Differentialgleichung : 

(3)  /;->Ä-o- 

Sie  ist  von  der  zweiten  Ordnung  und  enthält  die  Konstante  a. 
Ihre  allgemeine  Lösung  y  wird  also  außer  von  x  und  den 
beiden  Integrationskonstauten  t\  und  Cg  noch  von  a  abhängen: 

(4)  y==(p{x,C^,C^,ü). 

Nun  ist  noch  die  zweite  Bedingung  (2)  zu  befriedigen,  nämlich: 


^1 


dx  =  0. 


Durch  Substitution  von  (4j  in  (5)  ergibt  sich,  wenn  man  das 
Integral  auszuwerten  vermag,  eine  Gleichung  zwischen  6\,  Cg 
und  a.  Außerdem  ist  zu  fordern,  daß  y  für  x  =  Xq  und  x  =  x^ 
die  vorgeschriebenen  Werte  ?/o  und  y^  annimmt.  Dadurch  gehen 
noch  zwei  Bedingungen  für  Cj,  Cg  und  a  hervor.  Wenn  es 
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nun  möglieb  ist,  den  drei  so  gewonnenen  Bedingungen  für 
Ci,  Cg  und  a  zu  genügen,  ist  damit  ebenso  wie  früber  immer 
nocb  nicbt  gesagt,  daß  für  die  alsdann  bestimmte  Funktion  y 
und  Konstante  a  das  Integral  (1)  wirklich  einen  Extremwert 
erreicht,  denn  wir  haben  nur  notwendige,  nicht  aber  hin- 
reichende Bedingungen  für  das  Eintreten  eines  Maximums  oder 
Minimums  aufgestellt. 

Es  ist  leicht,  diese  Betrachtung  auf  den  Fall  zu  verall- 
gemeinern, wo  der  Integrand  f  nicht  nur  eine,  sondern  meh- 
rere willkürliche  Konstanten  enthält.  Wenn  es  sich  z.  B.  um 
die  Extremwerte  des  Integrals: 

(6)  J=  Ifix,  y,  y',  a,  ß)dx='0 

mit  zwei  willkürlichen  Konstanten  a  und  ß  handelt,  ergeben 
sich  außer  der  Eulerschen  Differentialgleichung  noch  die 
beiden  Bedingungen: 

Ebenso  bedarf  es  keiner  weiteren  Erörterungen  darüber,  daß 
Entsprechendes  gilt,  wenn  das  Integral  mehrere  unbekannte 
Funktionen  mit  Ableitungen  höherer  Ordnungen  enthält. 

909.  Umformung  eines  Integrals  mit  veränder- 
lichen G-renzen  in  ein  Integral  mit  festen  Grenzen. 
Wir  gehen  zu  der  angekündigten  Verallgemeinerung  der  Be- 
trachtungen in  Nr.  896  bis  899  über,  nämlich  zur  Betrach- 
tung von  Integralen: 

(1)  J  =  jf{x,y,if)dx, 

bei  denen  weder  die  Grenzen  x^  und  x^  noch  die  Werte  y^ 
und  ?/j,  die  der  Funktion  //  von  x  an  den  Grenzen  zukommen, 
vorgesehrieben  sind,  vielmehr  nur  verlaufft  wird,  daß  yQ  und 
i/i  gegebene  Funldiotien  von  x^  hziv.  Xy  seien: 

(2)  y^  =  k{x^),      yi=-u{x,). 

Solche  Integrale  lassen  sich  leicht  durch  Anwendung  der 
in    Nr.  485    angedeuteten    Methode    in    Integrale    mit    festen 
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Grenzen  verwandeln.  Man  führt  nämlich  die  neue  unabhängige 
Veränderliche  t  vermöge  der  Substitution: 

(3)  x  =  Xq^{x^  —  x^  t 

ein.  Dann  durchläuft  x  das  Intervall  von  Xq  bis  x^,  wenn  t 
von  0  bis  1  wächst.  Wegen  dx  =  {x-^^  —  x^dt  lautet  das  her- 
vorgehende Integral  so: 

(4)  J  =  jf{x,  y,  y)  {x^  -  x^)  dt. 

0 

Hierin  soll  x  natürlich  die  Funktion  (3)  von  t  bedeuten.  In- 
folgedessen wird  auch  y  als  Funktion  von  t  aufzufassen  sein. 
Sie  hat  für  ^  =  0  (d.  h.  x  =  Xq)  den  Wert  y^  oder  X  (Xq)  und 
für  ^  =  1  (d.  h.  für  x  =  x^)  den  Wert  «/^  oder  ^  (Xj).  Man 
kann  nun  auch  statt  der  gesuchten  Funktion  y  eine  neue  Funk- 
tion u  einführen,  die  an  den  Grenzen  feste  Werte,  z.  B.  an 
beiden  Grenzen  den  Wert  Null  hat.  [Dies  ist  der  Fall  bei  der 
Funktion: 

(5)  .  u^y  -X(x^)  (1  -  t)  -fi{x,)t. 

Demnach  machen  wir  in  (4)  noch  die  Substitution: 

(6)  y-=u^?.(x,)il-t)-\-^(x,)t. 

Da  y'  die  Ableitung  dy :  dx  vorstellt,  muß  außerdem  wegen 
(6)  und  (3)  noch  die  Substitution: 

^-  — ^(a;o)+ft(.'Ci) 

W  y'°      ..-.„ — 

ausgeführt  werden. 

Versteht  man  also  unter  x,  y  und  y'  in  (4)  die  Ausdrücke 
(3),  (6)  und  (7),  so  hat  das  Integral  die  allgemeine  Form: 
1 

(8)  '^^J^  {^'  ^'  ^'  ^°'  ^0  ^^' 

0 

Dabei  ist  u  eine  noch  unbekannte  Funktion  von  t,  die  an 
den  Grenzen  ^  =  0  und  ^  =  1  verschwindet,  während  x^  und 
Xi  willkürliche  Konstanten  bedeuten.  Mithin  ordnet  sich  jetzt 
das  Integral  der  allgemeinen  Form  (6)  in  voriger  Nummer 
unter,  wenn  man  dabei  x,  y,  a  und  ß  durch  t,  u,  Xq  und  x^ 
ersetzt.  Deshalb  können  wir  jetzt  definieren:  Als  Funktion 
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y  von  X,  die  das  vorgelegte  Integral  (Ij  tnit  leränderlichen 
Grenzen  Xq  und  x^,  unter  den  Grenzhedin(jumjen  yo==^(^o)  ^^^ 
yi  =  (i{oCj)  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  macht,  wird  jede 
solche  F'unktion  y  bezeichnet,  zu  der  nach  (5)  und  (3)  eine 
Funktion  u  von  f  gehört,  die  das  Integral  in  der  neuen  Form 
(8),  worin  Xq  und  x^  ivillkiirJiche  Konstanten  bedeuten,  zu  einem 
Maximum  oder  Minimum  macht,  und  zwar  unter  der  Be- 
dingimg,  daß  u  für  t  =  0  und  t  =  \  verschwindet. 

Aus  den  Ergebnissen  der  vorigen  J^ummer  folgen  drei 
Bedingungen,  die  dann  erfüllt  sein  müssen,  einmal  die  Euler- 
sche  Differentialgleichung  für  die  Funktion  u  von  t,  dann  die 
Bedingung  cJ'.cXq  =  0  und  schließlich  noch  die  Bedingung 
cJ:  dx^  =  0.  In  der  nächsten  Xummer  werden  wir  unter- 
suchen, wie  sich  diese  drei  Gleichungen  in  den  ursprünglichen. 
Größen  x  und  y  ausdrücken. 

910.  Bedingungen  für  die  Extremwerte  eines  In- 
tegrals mit  veränderlichen  Grenzen.  Es  handelt  sich 
jetzt  darum,  das  Integral: 


(1)  J =.//'(^''  y^  y')  (^1  -  ^o) 


dt. 


worin  x,  y  und  y    die  Bedeutungen: 

X  ==  Xq  -\-  (X.^         Xf^j  f, 

y  =.   U  -\.  X  (X^  {l  —  t)-\-lL  {X^)  t, 


(2) 


;^  — ^(a^o)4-^(a;i) 
y'  = 


haben,  durch  geeignete  Wahl  der  Funktion  u  von  t,  die  für 
^  =  0  und  ^  =  1  verschwindet,  und  durch  geeignete  Wahl  der 
Konstanten  Xq  und  x^  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  zu 
machen. 

Da  (x^  —  Xq)  f  der  Integrand  ist,  lautet  die  Eulersche  Dif- 
ferentialgleichung für  II  entsprechend  (3)  in  Nr.  908  so: 

0  (a?!  —  xj  f  _  d^  0  (xi  —  Xq)  f  ^  Q 
du  dt        „rfu 

Nach  (2)  ist  aber: 

[909,  910 


624  Kap.  IX.  Einleitung  in  die  Variationsrechnung. 

^u  ^"^1       ^^^  du       ^^         oJ/y; 

d  {x^  -  X,)  f  _,  .     df    _. 

^dt  ^dt 

d.  h.: 

dt         ^du  dt         dx    dt        ^  ^         '^'  dx 

^dt 

Mithin  nimmt  die  Eulersche  Differentialgleichung  ivieder  die  be- 

Jcannte  alte  Form  an: 

df,' 
(3)  /*„  -  ^  =  0 . 

^  ^  'y        dx 

Ferner  ist: 

1 


||=/[(^i-^o)|i^+/]^^- 


Da  x^  nach  (2)  in  x,  y  und  ij'  auftritt,  muß  hierin: 

'  /  s       du   ,   , 


' ^  a;.  —  a;»  ''    '  S"     aj.  —  a;.    ""  'S' 


1  0  1  '      WA  "       kVi  CLiQ 

gesetzt  werden.    Außerdem  ist  f^^  =  rt'.-r:  (a^j  —  Xq).    Also  kommt: 
(4)     (x.-Xq) ^  =J  [/;(^-%)+4/^'(^-^o)  +  /i'(i^'-2/')+/']<^^- 


Hier  kann  man  nun: 
einsetzen,  so  daß  sich  ergibt: 

Xi  r, 

(5j     {x,  -  x^)  1^  =J^^~^  dx  -jfy,y"{x  -  x^)  dx 

+j  Vfy  (t^'-y)  (^  -  ^o)  +  fy  i^'-y')]  d^- 

Das   zweite  hierin  auftretende  Integral  kann  man  mittels  teil- 
weiser Integration  umformen  in: 
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{fyy\^  -  x,)f^  -J  y  -'--^^  ^^  • 

Führt  man  diesen  Wert  in  (5)  ein  und  ersetzt  man  f  in  Ge- 
mäßheit der  Eulerschen  Gleichung  (3)  durch  dfy,:dx,  so  kommt: 

(^.-^.)||  =  -  [/,/(.-<+ jH?^<'-+.»/^'"-''- 

Hier  aber  lassen  sich  die  Integrale  auswerten,  so  daß  sich  ergibt: 

Da  ferner  x  —  x^  für  x  =  x^  verschwindet,  bleibt: 

wenn  der  Index  1  andeutet,  daß  der  in  der  Klammer  stehende 
Ausdruck  für  x  =  x.^  zu  bilden  ist. 

Mithin  lautet  die  Bedingung  dJ\  cx^  =  0  so: 

^  1 

Ganz  entsprechend  muß  sich  dJ  '.cXq=^^  darstellen.  Folglich 
haben  wir  für  diejenigen  FimJctionen  y  von  x,  die  unter  den 
Vorschriften  y^  =  ^{x^  und  y^  =  fi(x^)  das  Integral: 

J'=Jf(^fyry')d^ 

mit  veränderlichen  Grenzen  zu  einem  Extremwerte  machest,  drei 
Bedingungen  erhalten,  nämlich  außer  der  Eulerschen  Gleichung: 

(7)  f  —  '^1'  =  0 
^^                                      'y       dx 

noch  die  beiden  Grenzbedingungen: 

(8)  U  +  (A' -  y) /;,]   =0,       [/•  +  Cu' -  y') /;,]   =  0 . 

0  "    1 

Die  allgemeine  Lösung  von  (7)  enthält  zwei  Integrations- 
konstanten, und  sie  sind  den  beiden  Grenzbedingungen  (^8)  zu 
unterwerfen.  Wieder  ist  aber  zu  bemerken,  daß  man  so  zwar 
zu  einer  jedenfalls  beschränkten  Anzahl  von  Funktionen  y  und 
Grenzwerten  Xq  und  x^   gelangt,   die   allein   für   das   Eintreten 
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eines  Maximums   oder  Minimums  von  J  in  Betracht  kommen, 
daß  aber  nicht  notwendig  ein  Extremwert  einzutreten  braucht. 
911.    Extremwerte  von  Integralen   mit  veränder- 
lichen   G-renzen    und    zwei    unbekannten   Funktionen. 

Wir  betrachten  nunmehr  wie  in  Nr.  902  ein  vorgelegtes  In- 
tegral : 

(1)  J=Jf(x,y,z,ij,z')dx 

mit  zwei  unbekannten  Funktionen  y  und  z  von  x.  Deutet  man 
X,  y,  z  als  rechtwinklige  Koordinaten  im  Räume,  so  stellen  die 
Funktionen  y  und  z  von  x  eine  Raumkurve  dar.  Es  sollen 
also  diejenigen  Raumkurven  gesucht  werden,  die  das  Integral  J 
zu  einem  Maximum  oder  Minimum  machen.  Jetzt  aber  sollen 
entgegen  den  Annahmen  von  Nr.  902  die  Grenzen  x^  und  x-^ 
nicbt  bestimmt  gegeben  sein.  Wenn  die  Werte  von  y  und  z 
an  der  Grenze  x  =  x^  mit  ?/o  und  z^  und  an  der  Grenze  x  =  x^ 
mit  y^  und  z^^  bezeichnet  werden,  so  daß  die  gesuchte  Kurve  von 
der  Stelle  {Xq,  y^,  Zq)  zur  Stelle  (x^,  y^,  Zj)  geht,  sind  ins- 
besondere zwei  Arten  von  Vorschriften  über  diese  beiden 
Punkte  geometrisch  wichtig: 

Erster  Fall:  Es  wird  vorgeschrieben,  daß  die  Punkte 
(Xq,  y^,  Zq)  und  (x^^,  y^,  z^)  auf  gegebenen  Kurven  Ztq  und  Ä"^ 
liegen,  d.  h.  analytisch:  Es  sind  Gleichungen  von  der  Form 
gegeben: 

I  ^^  ^0  (^0)7        ^0  "^  ^0  v^oj? 


Die  beiden  Kurven  Icq  und  Z\  heißen  die  GrenzJcurven. 

Zweiter  Fall:  Es  wird  vorgeschrieben,  daß  die  Punkte 
(^0;  2/0 >  ■^0)  "^^  (^17  Vii  ^i)  ^^f  gegebenen  Flächen  Fq  und  F^ 
liegen.  Da  man  sich  die  Gleichungen  der  Flächen  nach  der 
a;- Koordinate  aufgelöst  denken  kann,  seien  also  Gleichungen 
von  der  Form  gegeben: 

(3)  a^o  =  A  (2/0,  ^0),        ^1  =  ^  (^1 ,  ^j)  • 

Die  beiden  Flächen  Fq  und  F^  heißen  die  Grenzflächen. 

Im  ersten  Falle  sind  Xq  und  ic^  willkürliche  Konstanten, 
während  y^,  Zq,  y^,  z^  die  gegebenen  Funktionen  (2)  von  Xq 
und  x^  bedeuten;  im  zweiten  Falle  dagegen  sind  y^,  ^„,  y^^,  z^ 
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willkürliche  Konstanten,  während  Xq  und  a;^  die  gegebenen 
Funktionen  (3)  von  ihnen  bedeuten. 

In  beiden  Fällen  gelingt  es  durch  einfache  Substitutionen, 
das  Integral  J  in  ein  Integral  zu  verwandeln,  das  feste  Grenzen 
hat,  und  zugleich  solche  gesuchte  Funktionen  einzuführen,  die 
an  diesen  Grenzen  ebenfalls  bestimmte  Werte,  z.  B.  insbeson- 
dere sämtHch  den  Wert  NuU,  haben.  Aber  im  ersten  Falle 
treten  in  dem  hervorgehenden  Integral  noch  zwei  willkürliche 
Konstanten  Xq  und  x^,  im  zweiten  FaUe  noch  vier  willkürliche 
Konstanten  ^o? -^o?  ^u -^i  ^^f-  ^™  ersten  Falle  treten  demgemäß 
zu  den  Eulerschen  Gleichungen  noch  zwei  Bedingungen: 

(4)  1^^  =  0,       1^  =  0 

und  im  zweiten  Falle  noch  vier  Bedingungen: 

hinzu. 

Im  ersten  Falle  machen  wir  die  Substitutionen: 

X     =^     Xq-\-      (X^  Xq)    ty 

(6)  .     \y  =  u  +  Ao (a^o)  (1  —  0  +  h  K)  t, 

^  =  y  +  ^uo  {Xq)  (1  —  0  +  iWi(a-i)  t, 

indem  wir  t  als  unabhängige  Veränderliche  und  u  und  v  als 
unbekannte  Funktionen  einführen.  Man  sieht,  daß  a;,  y,  z  für 
t  =  ^,  M  =  0,  V  =  0  infolge  von  (6)  gleich  x^,  l^  (Xq),  fi^  (xq) 
und  für  t  =  1,  u  =  0,  v  =  0  gleich  x^^,  'liC^i);  i^i(-^i)  werden, 
wie  verlangt  wird.     Infolge  von  (6)  ist  ferner: 

du 


(7) 


,       dy        rfi-^o^^o)  +  ^.C^x) 
da;  X,  —  Xr.  ' 


während  das  Integral  (1)  wegen  dx  :  dt  =  x^  —  Xq  übergeht  in: 
(8)  J  =  jf{x,  y,  z,  y,  z')  (x^ -  x^)  dt. 

0 

Hierin  betrachtet  man  also  x,  y,  z,  y\  z    als  die  Funktionen  (6) 
und  (7),  und  es  liegt,  abgesehen  davon,   daß  noch   die  beiden 
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willkürlichen  Konstanten  Xq  und  x^  unter  dem  Integralzeichen 
auftreten,  dasselbe  Problem  wie  in  Nr.  902  vor,  indem  t,u,v 
an  die  Stelle  von  x,  y,  z  treten.  Demnach  ergeben  sieh  ent- 
sprechend den  Gleichungen  (2)  von  Nr.  902  die  beiden  Euler- 
sehen  Gleichungen: 

d{Xi  —  x^)f  _  d  d{x^  —  xjf  ^  ^       d{x^  —  Xo)f  _  d^  d{xi—x^)f  ^  ^ 
du  dt        ^du  '  dv  dt       ^dv 

^dt  ^Tt 

Führt    man   wieder  die   alten  Veränderlichen   ein,    so    erkennt 
man  leicht  wie  in  voriger  Nummer,  daß  diese  Bedingungen  auf 
die  gewohnten  Eulerschen  Gleichungen: 
df,,'  df, 

zurückkommen.  Dazu  treten  nun  die  beiden  Bedingungen  (4). 
Nach  (8)  ist  aber: 


dJ 

dx. 


^=y[(^i-^o)a^+/]^^, 


und  hierin  hat  man  nach  (6)  und  (7)  zu  setzen: 

.  ,,  s       du   ^    .        .  , ,  .       dv    . 

K  (^1  —  ^o)  —  -^  +  ^0  —  -^1  M-i  («1  —  ^o)  —  -^  +  f^o  —  f^l 

+  fy  {x,-x,y  +  f^'  {x,~Xo)' 

Man  kann  gerade  so  wie  in  Nr.  910  das  Integral  dJ:  dXy  um- 
formen, indem  man  die  Gleichungen  (9)  benutzt,  und  es  ergibt 
sich  entsprechend  der  Formel  (6)  der  vorigen  Nummer: 

Der  Index  1  deutet  dabei  an,  daß  der  Ausdruck  in  der  eckigen 
Klammer  für  x  =  x^  zu  bilden  ist.  Ein  entsprechender  Wert 
geht  für  dJ:dXQ  hervor,  so  daß  die  beiden  Gleichungen  (4) 
die  Grenzhedingungen  liefern: 

.^^.  I  [/  +  ^o'  -  y)  fy  +  K'  -  ^')  /;-]„  =  0 , 

Wir  wenden  uns  zum  zweiten  Falle.     Hier  erreichen  wir 
durch  die  Substitution:  • 
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(11)  y=H  +  yo  (1-0  +  ^1^, 

^  =  z;  +  £^0  (1  —  ^,)  +  ^1^ 

das  Gewünschte,  da  x,  y,  z  dann  für  ^  =  0,  «t  =  0,  ü  =  0  die 
Werte  A(i/o,^o),  ^o  ^^<^  -^o  "^^^  ^^^  ^=1;  «  =  0,  v  =  0  die 
Werte  {i^i^xy^x^i  V\  '^'^^  ^i  annehmen.     Außerdem  ist  zu  setzen: 


(12) 


,       dy 
^        dx 


dz 
dx 


d  u 

^-2/0  +  2/x 


dv  . 

di~''^'' 


\i  —  X 


während  das  Integral  (1)  wegen  dx  :  dt  =  ^i  —  k  die  Form: 
1 

(13)  J  -ffix,  y,  z,  y,  z)  {(i  -  X) dt 

0 

annimmt.    Man  erhält  also  wie  in  Nr.  902  zivei  Eidersche  Glei- 
chungen, die  auf  ii  und  die  auf  v  bezügliche: 

diti-x)f    d  a  (ft — ^)  /• 


dt         -^^  ' 


du 


^du 


dv 


dt 


^  dv 
^dt 


=  0, 


die  in  den  alten  Bezeichnungen  infolge  von  (11)  wieder  die 
gewohnten  Formen  (9)  amiehmen.  Hierzu  treten  aber,  weil  in 
dem  Integranden  von  (13)  noch  die  vier  willkürlichen  Kon- 
stanten I/o,  Zq,  2/i,  ^1  vorkommen,  die  vier  Grenzbedingungen  (5). 
Insbesondere  wird  nach  (13): 


=M(.»-^)  +  /t]'''' 


und  hierin  ist  nach  (11)  und  (12)  für  cf-.cy^  der  Wert 

/du 


du 


/du  ,       \  Cfi 

f'-^-[dt-y<>-^y^)W^        f    dt 


dv  , 


Cfi 


zu  setzen,  so  daß  sich  ergibt: 
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Dies  Integral  kann  man  gerade  so  wie  das  Integral  in  (4), 
Nr.  910,  behandeln,  indem  man  darin: 

A=  ^  -  fyV'  -fz^'-fy'y"~f=3" 
einführt,  überdies  die  Umformungen  benutzt: 

fy-y"{^  -  A)  dx  =  \fyy'{x  -  A)]^  -J  ?/'[(:r  -  A)  ^  +  /^J  (^rr , 

y/;-/'(^  -  k)  dx  =  [/;'/(:r  -  X)f  -Jz'  [{x  -  X)  ^'  +  fj\  dx 

und  fy  und  f,  nach  (9)  durch  (?/"„' :  dx  und  rf/",  :  dx  ersetzt. 
Dann  kommt: 

("  -  >■)  a  =  [("  -  ^)  I  a^  (^  -  'J'f'  -  ''f=^  +  f"  I } 

oder,  da  x^  =  A  und  x^  =  ft  ist: 

wobei  wieder  der  Index  1  andeutet,  daß  der  Inhalt  der  eckigen 
Klammer  an  der  Grenze  x  =  x^  zu  bilden  ist.  Entsprechende 
Werte  gehen  für  oJ'.rX-^  sowie  für  dJ:cyQ  und  für  dJ-.cz^ 
hervor,  so  daß  die  Gleichungen  (5)  die  vier  Grenzbedingmigen 
liefern: 

([a^(^-!/'/;--//v)+/-.]-o,  [|^^(/-_,r,_.r,)+A]-o, 
\[l^(f-y'f,-m+f,]-^,  K(/-3/r.-/r,o+/.]=o. 

912.  G-eometrische  Deutung  der  G-reuzbedinguugeu 
bei  einer   gewissen  Klasse  von  Aufgaben.     In  der  xy- 

Ebene  oder  im  Räume  mit  den  drei  rechtwinkligen  Koordi- 
naten X,  y,  z  sei  jeder  Stelle  eine  gewisse  Zahl  zugeordnet. 
Dies  geschieht  durch  Annahme  einer  Funktion  q)(x,y)  bzw. 
<p{x,  y,  z)  der  Koordinaten.  Ferner  sei  ds  das  Bogenelement 
einer  Kurve,  die  in  der  Ebene  durch  eine  Funktion  y  von  x 
und  im  Räume  durch  zwei  Funktionen  y  und  z  von  x  dar- 
gestellt wird.  Dabei  ist  nach  (1)  in  Nr.  193  bzw.  nach  (5) 
in  Nr.  257: 
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(1)       ds  =  Vl  i-y'^dx     oder    ds  ==yi -\-  y'^  +  z'^dx . 

Man    kann   nun   die  Aufgabe   stellen,   eine  Kurve  zu  ermitteln 

für  die  das  Integral: 


f  (pds 


einen  Extremwert  erreicht,  vorausgesetzt,  daß  dabei  vorge- 
schrieben wird,  daß  der  Anfangspunkt  und  der  Endpunkt  der 
Kurve  entweder  auf  zwei  gegebenen  Grenzkurven  h^  und  k\  oder 
auf  zwei  gegebenen  Grenzflächen  Fq  und  F,^  liegen  sollen.  Das 
Integral  läßt  sich  nach  (1)  auf  die  Form  bringen: 

(2)  J=^f(p{x,y)Yl+f^dx   bzw.  J^f(p{x,y,z)yV\Y^^^dx. 

Man  kann  dem  Probleme  eine  physikalische  Deutung  bei- 
legen, indem  man  unter  (p(x,y)  bzw.  cp(x,y,z)  die  Dichtigkeit 
der  mit  Masse  belegten  Kurve  an  der  Stelle  {x,  y)  bzw.  {x,  y,  z) 
versteht.  Denn  dann  stellt  J  die  Gesamtmasse  der  Kurve  dar, 
so  daß  es  sich  etwa  um  die  Aufgabe  handelt,  diejenige  Kurve 
zu  ermitteln,  deren  Masse  ein  Minimum  hat.  Doch  ist  diese 
Deutung  nicht  nötig,  denn  z.  B.  auch  das  Problem  der  Ro- 
tationsfläche von  kleinstem  Flächeninhalte  in  Nr.  900  sowie 
das  der  Brachistochrone  in  Nr.  901  und  903  führt  auf  die 
Betrachtung  eines  Litegrals  von  der  Form  (2). 

Wir  betrachten  der  Einfachheit  des  Ausdruckes  halber 
nur  ^ttwmkurven,  und  es  seien  a,  ß,  y  die  Richtungskosinus  der 
Tangente   der  gesuchten  Kurve,    so   daß   nach  (7)  in  Nr.  252: 

(3)  ?/=  ^    z'='^ 

wird.  Bei  der  Annahme  zweier  Grenzkurven  Aq  und  k^,  d.  h. 
im  ersten  Falle  der  letzten  Nummer,  wo: 

ist,  seien  Uq,  ß^,  y^  und  a^,  ß^,  y^  die  Richtungskosinus  der 
Tangenten  der  Grenzkurven,   so  daß  entsprechend  (3)  auch: 

i'  =  ^"-     //  =  ^"^         ;'  —  ^'      //  =  "' 
wird.     Weil  überdies  nach  (2): 


(4)  /•=(p(^,y,^)|/l  +  :v'--+-/- 
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zu  setzen  ist,  ergibt  die  erste  Grenzbedingung  (10)  der  letzten 
Nummer,  wenn  (p{xQ,yQ,z^  nicht  verschwindet: 

h  + !!  +  rJ  +  (A  _  1)  l  +  Ih  -  -■')  n  _  0 

oder  wegen  a^ -\-  /3^+  y'^=  1: 

und  die  zweite  liefert  entsprechend: 

\u,a^ß,ß  +  y,y\  =  0. 

Dies  aber  bedeutet:  Die  gesuchte  Kurve  trifft  in  ihrem  Anfangs- 
und in  ihretn  Endpunkte  die  beiden  gegebenen  Grenzkurven  k^ 
und  \  senkrecht. 

Dasselbe  gilt  im  Falle  eines  Problems  von  der  gekenn- 
zeichneten Art  in  der  Ebene.  Da  außerdem  die  Eulerschen 
Differentialgleichungen  immer  dieselben  wie  im  Falle  fester 
Anfangs-  imd  Endpunkte  sind,  kann  man  z.  B.  aus  Nr.  900 
sofort  schließen:  Wenn  in  der  Ebene  zwei  Kurven  k^  und  k^ 
gegeben  sind  und  zwischen  ihnen  diejenige  Kurve  gezogen 
werden  soU,  durch  deren  Drehung  um  die  a;-Achse  eine  Mota- 
tionsfläcJie  von  kleinstem  Flächeninhalte  entsteht,  muß  die  ge- 
suchte Kurve  eine  Kettenlinie  sein,  die  die  iC-Achse  zur  Leitlinie 
hat  und  beide  Grenzkurven  k^  und  \  senkrecht  trifft.  Ebenso 
folgt  aus  Nr.  901:  Diejenige  Kurve  zwischen  zwei  gegebenen 
Kurven  k^  und  \,  auf  der  ein  Punkt  unter  dem  Einflüsse  der 
Schwere  ohne  Reibung  am  schnellsten  von  einem  Ende  zum 
andern  gelangt,  d.  h.  die  Brachistochrone,  ist  eine  gemeine 
Zykloide^  die  beide  Grenzkurven  senkrecht  schneidet. 

Schließlich  kommen  wir  zu  der  Annahme,  daß  das  vor- 
gelegte zweite  Integral  (2)  einen  Extremwert  unter  der  Vor- 
aussetzung zweier  Grenzflächen  Fq  und  F^  haben  soU.  Dabei 
mögen  Xq,  Yq,  Zq  und  X^,  Yj,  Z^  die  Richtungskosinus  der 
Normalen  der  beiden  Flächen  sein.  Hier  liegt  der  zweite  Fall 
der  letzten  Nummer  vor,  wobei  also  die  Grenzflächen  durch 
die  Gleichungen: 

^0  =  '^  (2/0  j  ^o)     lind     x,=  ^  (y^ ,  ^1) 
gegeben  sind.     Folglich  ist  nach  (10)  in  Nr.  253: 
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Da  außerdem  die  Annahme  (4)  vorliegt,  nehmen  die  vier 
Grenzbedingungen  (14)  der  letzten  Nummer  mit  Rücksicht 
auf  (3)  die  Form  an: 

g-fJr"'  [|-^]r«'  ß:-ar«'  [x:-i]r°' 

vorausgesetzt,  daß  die  Funktion  (p  für  die  Wertsysteme  Xq,  y^,  Zq 
und  x^,  y^,  z^  nicht  verschwindet.  Sie  besagen,  daß  die 
Normale  der  ersten  Grenzfläche  an  der  Stelle  {x^,  y^,  Zq)  und 
die  Normale  der  zweiten  Grenzfläche  an  der  Stelle  (a^j,  y^,  z^) 
mit  der  Tangente  der  gesuchten  Kurve  zusammenfällt,  daß 
also  die  gesuchte  Kurve  beide  Grenzflächen  senkrecht   scimeidet. 

§  4.   Probleme  mit  Nebenbedingungen. 

913.  Isoperimetrische  Probleme.  Dieser  Name  wird 
auf  eine  Reihe  von  Aufgaben  angewandt,  weil  sich  die  ein- 
fachste unter  ihnen  auf  die  Bestimmung  derjenigen  geschlossenen 
Kurve  in  der  Ebene  bezieht,  die  hei  vorgeschriebenem  Umfange 
die  größte  Fläche  einschließt.  Diese  Kurve  ist,  nebenbei  be- 
merkt, ein  Kreis  (vgl.  Nr.  914).  Der  Umfang  einer  Kurve 
oder  die  Länge  eines  Kurvenstückes  wird  durch  ein  Integral 
dargestellt.  Das  angegebene  Problem  ordnet  sich  deshalb  der 
folgenden  allgemeineren  Fassung  unter: 

Vorgelegt  sei  ein  Integral: 
^1 

(1)  J=ff{x,y,y)dx. 

Es  werden  diejenigen  Funktionen  y  von  x  gesucht,  für  die  J 
ein  Maximum  oder  Minimum  erreicht,  vorausgesetzt,  daß  ein 
anderes  vorgelegtes  Integral: 

(2)  K^f(p{x,y,y)dx 

einen  gegebenen  Wert  l  hat.  Dabei  seien  Xq  und  x^  gegebene 
Konstanten,  ebenso  seien  diejenigen  Werte  y^  und  y^  gegeben, 
die  der  Funktion  y  an  den  Grenzen  x^  und  x^  zukommen. 

Die  in  Nr.  897  gegebene  Definition  der  Extremwerte  ist 
auch  hier  anwendbar,  wenn  man  sich  nur  bei  der  Variation 
der  Funktion  y  auf  solche  Funktionen  y  -\-  öy  beschränkt,  die 
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dem  Integral  K  auch  nach  der  Substitution  von  y  -\-  öy  statt 
y  den  vorgeschriebenen  Wert  l  erteilen. 

Wie  in  Nr.  897  nehmen  wir  die  Variation  dy  von  y  in 
spezieller  Art  an,  aber  in  etwas  anderer  Art  als  damals: 

Es  seien  r/  und  ^  zwei  Funktionen  von  x  im  Intervalle 
von  Xq  bis  x^,  die  für  x  =  Xq  und  x  =  x^  verschivinden.  Die 
absoluten  Beträge  von  ?;  und  ^  werden  dabei  unterhalb  einer 
Grenze  m  bleiben.  Ist  ö  eine  vorgegebene  beliebig  kleine 
positive  Zahl,   so   mögen  h  und   Je  zwei  Zahlen  sein,  für  die: 

(3)  W<^,     l*'<i 

ist.  Dann  hat  7]  h  -{-  d' Je  im  Intervalle  von  Xq  bis  x^  stets  einen 
absoluten  Betrag,  der  kleiner  als  ö  ist.  Folglich  darf  man, 
wenn  man  die  Definition  der  Extremwerte  in  Nr.  897  an- 
wenden will,  insbesondere: 

dy  ==  i^/i  -f-  'ö'/i' 
setzen,  so  daß  J  die  Variation  bekommt: 

(4)  8J^j\f{x,  y  +  nJi^  ^Ji,  y'i-  ri'Ji  +  ^'Ji)  -  f(x,  y,  y')]  dx. 

Dabei  erfährt  auch  K  einen  Zuwachs  dK,  der  aber  wegen  K=  l 
gleich  Null  sein  soU.  Also  darf  man  Ji  und  /.•  nur  so  wählen, 
daß: 

Xi 

(5)  dK=f[cp{x, y  4- 1;/'  +  ^A-,  ?/'+  7//*  +  &le)  -cp{x,y,y')]dx='0 

wird. 

Wenn  das  Integral  J  für  eine  gewisse  Funktion  y  ein 
Maximum  bzw.  Minimum  erreicht,  während  K  für  sie  gleich 
der  vorgeschriebenen  Zahl  l  wird,  ist  dJ  nie  positiv  bzw. 
negativ,  wie  auch  Ji  und  A-  unter  den  Bedingungen  (3)  und 
(5)  gewählt  sein  mögen.  Denken  wir  uns  nicht  nur  diese 
noch  gesuchte  Funktion  y  in  (4)  und  (5)  eingesetzt,  sondern 
auch  rj  und  d-  in  bestimmter  Weise  als  Funktionen  von  x  ge- 
wählt, so  ist  die  Variation  öK  in  (5)  eine  l)estimmte  Funktion 
von  //.  und  Je  allein,  so  daß  die  Gleichung  (5)  die  Form: 
((3)  c}(h,Jc)  =  0 

hat.     Insbesondere   wird  sie  für  J>  =  Je  =  0   erfüllt.     Die  Ab- 
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leituug  von  oi  oder  öK  nach  k  ist  an  der  Stelle  h  =  k  =  0  nach 
Satz  19,  Nr.  488,  diese: 

und  wir  wollen  vorläufig  annehmen,  daß  sich  ■d-  immer  so  als 
Funktion  von  x  wählen  lasse,  daß  diese  Ableitung  nicht  ver- 
schwindet. Dann  definiert  die  Gleichung  (5)  oder  (6)  implizite 
k  als  Funktion  von  h  in  der  Umgebung  der  Stelle  h  =  k  =  0, 
nach  Satz  13,  Nr.  694.  Mithin  dürfen  wir  /.•  in  (4)  als  diese 
Funktion  von  h  betrachten.  Dann  bedeutet  dJ  eine  Funktion 
F(Ji)  von  Ji  allein,  und  wie  in  Nr.  898  schließt  man,  daß 
F'Qi)  =  0  für  /*  =  0  sein  muß.  Diese  Bedingung  aber  stellt 
sich,  weil  k  von  h  abhängt,  nach  (4)  so  dar: 

(8)  J[fyr,  +  f,y,f  +  {f,^  4-  fy'^')  (II) J  dx  =  0, 

wobei  f  die  Funktion  f(x,  y,  y')  bedeutet.  Andererseits  aber 
gibt  (5)  für  /<  =  0: 

(9)  J[cp,ri  +  cpyri'  +  (g,,^  +  cp,^')  (II)  J  ^^  =  0  , 

wo  <p  die  Funktion  (p{x,y,z)  ist.  Der  Index  NuU  soll  in  (8) 
und  (9)  die  Annahme  li  =  0  andeuten.     Setzt  man  nun: 

A  =  —  "^ > 


■l'o 

so  ist  l,  da  y  und  \t  als  bestimmte  Funktionen  gedacht  worden 
sind,  eine  Konstante,  und  es  folgt,  wenn  die  Gleichung  (9) 
mit  A  multipliziert  und  von  der  Gleichung  (8)  abgezogen  wird: 

(10)         f{fy7]  +  f,y  rf)  dx  +  ^fisPvn  +  ^11'  n)  dx  =  0. 

Dies   aber   ist  diejenige  Bedingung,   die   sich  durch  Null- 
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setzen  der  ersten  Variation  nacli  Nr.  898  ergibt,  wenn  das 
Integral : 

f[f{^,  y,  y')  +  ^qp(^,  y,  yy\dx 

für  die  Funktion  y  von  x  einen  Extremwert  erreicht. 

Mithin  muß  die  gesuchte  Funktion  y  von  x  die  zu  diesem 
Integrale  gehörige  Eulersche  Gleichung: 

CD  h'f+>^f)--k'^-y^  =  ^ 

befriedigen,  nach  Nr.  899.  Dies  ist  eine  gewöhnliche  Differen- 
tialgleichung zweiter  Ordnung  für  die  Funktion  y  von  x,  und 
sie  enthält  noch  eine  willkürliche  Konstante  A.  Ihre  all- 
gemeine Lösung  hängt  also  von  x,  X  und  noch  zwei  Konstanten 
C^  und  Cg  ab.  Nun  ist  erstens  zu  fordern,  daß  das  zweite 
vorgelegte  Integral  K  für  diese  Funktion  y  gleich  l  werde, 
zweitens,  daß  y  für  x  =  Xq  den  Wert  f/o  habe,  und  drittens, 
daß  y  für  x  =  x^  den  Wert  y^  habe.  Mithin  ergeben  sich 
gerade  drei  Bedingungen  für  die  drei  Konstanten  X,  Cj 
und  Og. 

Vorhin  wurde  der  Fall  ausgeschlossen,  wo  der  Ausdruck 
(7)  für  jede  Funktion  Q-{x)  verschwindet.  Tritt  dies  ein,  so 
heißt  es,  daß  die  erste  Variation  des  Integrals  K  gleich  Null 
wird,  d.  h.  daß  y  die  Eulersche  Differentialgleichung: 

(12)  |^_^|^  =  0 

befriedigt.     Von  diesem  Falle  woUen  wir  absehen. 

Hiernach  hat  sich  gezeigt,  daß  man  das  vorgelegte  iso- 
perimetrische Problem  so  zu  behandeln  hat,  als  ob  es  sich  nicht 
um  die  Extremtverte  des  Integrals  J  unter  der  Bedingung  K  =  l 
handelte,  sondern  um  die  Extremwerte  des  Integrals  J -\-  XK 
ohne  jede  Nebenbedingung,  wobei  X  eine  Konstante  bedeutet,  vor- 
ausgesetzt, daß  die  Funktion  y,  die  sich  alsdann  auf  Grund 
der  Eulerschen  Differentialgleichung  (11),  der  Bedingung  K  =1 
und  der  Grenzbedingungen  y  =  y^  und  y  =  y^  inr  x  =  x^  und 
X  =  x^  ergibt,  nicht  auch  die  Eulersche  Gleichung  (12)  erfüUt. 

914.  Kurve  größten  Flächeninhalts  bei  gegebener 
Bogenlänge.  Zunächst  behandeln  wir  als  Beispiel  hierzu  die 
»13,  914] 
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in  voriger  Nummer  zuerst  erwähnte  Aufgabe:  In  der  Ebene 
seien  zwei  Punkte  {x^,  y^)  und  (xi,  y^)  gegeben.  Alsdann  soll 
diejenige  Kurve  gefunden  tverden,  die  von  einem  Punlie  zum 
andern  geht,  die  gegebene  Länge  l  hat  und  zusammen  mit  der 
X-Achse  und  den  Ordinaten  des  Anfangs-  und  Endpunlies  die 
größte  Fläche  einschließt     Hier  soll  also  das  Integral: 

«1 
J  =  f  ydx 

unter  der  Bedingung  (vgl.  Satz  2,  Nr.  542): 

K==fyV^'y^'ulx^l 

zu  einem  Maximum  werden.  Die  Eulersche  Differentialgleichung 
(11)  der  letzten  Nummer  ist  für  f=y  und  <p  =  ]/l  +  y^  zu 
bilden,  und  da  f -{-  X(p  von  x  frei  ist,  ergibt  sich  nach  (6)  in 
Nr.  905  (für  den  FaU  fy"  =  0): 

(1)  f-^lcp-y''^^^^^==C, 

wo  C  eine  Konstante  ist,  d.  h.: 

^^l/l  +  y  * 
oder: 

Demnach  wird,  wenn  C  eine  Konstante  vorstellt: 


x  =  c'-\-yx''-(c-yy 

oder: 

(x-cy-\-{y-  cy=x\ 

Also  ist  die  Kurve  ein  Kreisbogen. 

915.  Rotationsflächen  von  kleinstem  Flächeninhalte 
bei  gegebener  Meridianlänge.  Als  zweites  Beispiel  be- 
handeln wir  eine  Aufgabe,  die  zwar  an  die  in  Nr.  900  erinnert, 
aber  doch  wesentlich  anders  ist :  In  der  Ebene  seien  zwei  Punkte 
(^oj  ^o)  ^^^  (^17  2/i)  gegeben.  Es  soll  dieje^iige  Kurve  vom 
einen  zum  andern  Punkte  gefunden  werden,  die  eine  gegebene 
Länge  l  hat  und  bei  der  Drehung  um  die  x -Achse  eine  Eota- 
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tionsfläche  von  Ideinstem  Flächeninhalte  erzeugt.  Nach  Nr.  900 
handelt  es  sieh  um  das  Minimum  des  Integrals: 

Xq 

unter  der  Bedingung: 

K=fyi  +y'^dx  =  l. 

Xo 

Insbesondere  kann  man  wie  in  Nr.  1)00  die  «/-Achse  so  wählen^ 
daß  Xq=  —  a,  x-^^=  -\-  a  wird.  Nach  den  Ergebnissen  von 
Nr.  913  verfährt  man  nun,  als  ob  es  sich  um  die  Extremwerte 
des  Integrals: 

+  a 

J^IK  =J\y  +  X)  yi+Y^dx 

—  a 

handelte,  das  aber  aus  dem  Integral  J  von  Nr.  900  hervorgeht, 
wenn  man  y  durch  y  -\-  X  ersetzt,  da  dann  y  ungeändert  bleibt. 
Folglich  ergibt  sich  eine  Kettenlinie,  der&n  Leitlinie  eine  gewisse 
Parallele  zur  x-Ächse  ist,  und  zwar  ist  es  diejenige  Kettenlinie, 
die  die  beiden  gegebenen  Punkte  verbindet  und  die  gegebene 
Länge  l  hat. 

Nach  der  Guldinschen  Hegel  in  Nr.  589  ist  die  Ordinate 
des  Schtverpunktes  der  Kurve  gleich  dem  Flächeninhalte  der 
Rotationsfläche,  dividiert  mit  27tl.  Mithin  erreicht  sie  zugleich 
mit  dem  Flächeninhalte  ein  Minimum.  Dies  steht  damit  im 
Einklänge,  daß  man  die  Kettenlinie  mit  wagerechter  Leitlinie 
in  der  Mechanik  als  diejenige  Kurve  von  gegebener  Länge 
zwischen  zwei  Punkten  definiert,  deren  Schwerpunkt  am 
tiefsten  liegt. 

916.  Rotationsflächen  von  größtem  Volumen  bei 
gegebener  Meridianlänge.  Wieder  seien  in  der  Ebene 
zwei  Punkte  (Xq,  y^)  und  {x^,  y^)  gegeben.  Gesucht  ivird  die- 
jenige Kurve  von  einem  zum  andern  Punlde,  die  eine  vor- 
geschriebene Länge  l  hat  und  durch  Drehung  um  die  x- Achse 
eine  Botationsflüche  von  größtem  Volumen  erzeugt.  Nach  (2)  in 
Nr.  560  handelt  es  sich  um  das  Maximum  des  Integrals: 

J=  I  y^dx 
»15.  916] 
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unter  der  Bedingung: 


Weil  f=y^  und  q)  =  ]/l  +  y'^ ,  also  f  -\-  X(f  von  a;  frei  ist, 
gibt  die  Eulersche  Gleichung  (11)  von  Nr.  913  nach  (6)  in 
Nr.  905:  , 

wo  C  eine  Konstante  ist.     Hieraus  folgt: 

Durch  Vertauschen  von  x  mit  y  erkennt  man,  daß  die  ge- 
suchte Kurve  eine  elastische  Kurve  ist,  vgl.  1.  Beispiel,  Nr.  797. 

917.  Rotationsflächen  von  kleinster  Oberfläche  bei 
gegebenem  Volumen.  Es  soll  diejenige  Kurve  in  der  Ebene 
zwischen  zwei  gegebenen  PunJden  (xq,  y^)  und  (x^,  y^)  bestimmt 
werden,  die  bei  der  Drehung  um  die  x-Achse  eine  Botati ons fläche 
von  gegebenem  Volumen  V  und  Meinstem  Flächeninhalte  erzeugt, 
d.  h.  das  Integral: 

J=fyyi-\-y-'dx 

Xq 

soll  unter  der  Bedingung: 

K=fy'-dx  =  V 

ein  Minimum  werden.  Die  Eulersche  Differentialgleichung  (11) 
von  Nr.  913  gibt,  da  auch  hier  f -\-  Xcp  von  x  frei  ist: 

A?/^  -\ ^         =  konst., 

V^  +  y" 

und  die  Auflösung  dieser  Gleichung  nach  1  :  y'  oder  dx  :  dy 
zeigt,  daß  es  sich  um  die  in  Nr.  799  besprochenen  Kurven 
handelt,  siehe  (3)  ebenda.  Mithin  ist  die  gesuchte  Fläche  eine 
Rotationsfläche  von  konstanter  mittlerer  Krüinnmng. 

918.  Allgemeine  isoperimetrische  Probleme.  Vor- 
gelegt sei  das  Integral: 

^1 

(1)  J  =  jf{x,  y,  y,  y") dx. 
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Man    soll   y   so    als  Funktion  von   x   bestimmen,   daß  J  unter 
den  beiden  gegebenen  Bedingungen: 


(2) 


Z;  =Jcp{oc,  y,  y,  y")dx  =  l^, 
K^  =Jt{oC;  y,  y',  y")  dx  =  l^. 


einen  Extremwert  erreicht.  Dabei  sind  Xq,  x^,  l-^,  l,^  und  die 
Werte  y^,  y^  und  y^^,  y^',  die  y  und  y'  für  x  =  Xq  und  x  =  x^ 
erreichen,  gegeben.  Außerdem  sollen  f,  (p  und  t/;  gegebene 
Funktionen  von  x,  y,  y    und  y"  bedeuten. 

Da  man   hier  wie  in  Nr.  913  schließen  kann,   dürfen  wir 
uns    auf   die    notwendigsten    Angaben    darüber    beschränken: 
Als  Variation  8y  wählt  man: 
(3)  8y  =  i]li^^J<^^^^\, 

wobei  %  %y,  %^^  drei  Funktionen  von  x  bedeuten,  die  nebst 
ihren  Ableitungen  erster  Ordnung  für  x  =  x^  und  für  x  ^  x^ 
verschwinden,  während  /<,  Ä'^,  Ä'g  drei  Zahlen  sind,  die  wie  Iz 
und  Ifi  in  Nr.  913  gewissen  Ungleichungen  genügen.  Wie  in 
Nr.  913  unter  (4)  ergibt  sich  für  die  Variation  bJ  ein  Inte- 
gral, dessen  Integrand  aber  jetzt  die  Differenz  von 

f{x,  y  ^  rill  ^  ^^\^-  ^^\,  y  +  r(li  -f  ^(\  +  ^o'Ä:2, 

y"  -f   ri'}l  +  ^;'\  +  ^2"Ä2) 

und  f{x^  y,  y,  y")  ist.  Entsprechend  der  Gleichung  (5)  in 
Nr.  913  bestehen  dabei  zwischen  h,  \  und  Ä'j  die  beiden  Be- 
dingungen : 

Dabei  sind  ÖK^  und  dK^  gerade  so  wie  dJ  zu  bilden,  nur  steht 
cp  bzw.  i/>  anstelle  von  f.  Diese  Bedingungen  sind  Gleichungen, 
die  k^  und  /."g  in  der  Umgebung  von  h  =  \  =  Jc^  =  0  als 
Funktionen  von  h  definieren,  vorausgesetzt,  daß  die  Funktional- 
determinante von  öK^  und  öK^  hinsichtlich  \  und  Jc^  für 
}i  =  ]c^z=]c^  =  0  nicht  verschwindet  (nach  Satz  17,  Nr.  697). 
Mithin  hat  man  dJ  als  eine  Funktion  von  h  allein  aufzufassen 
und  zu  fordern,  daß  ihre  Ableitung  für  A  ==  0  verschwinde. 
Dies  liefert  die  Gleichung: 
9181 
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ßfyv  +  tW  +  t,,n")  dx  +  (-^)J  it;^^,  +  z-^,^/  +  f,,^ndx 

Xq 

Der  Index  Null  deutet  dabei  an,  daß  h  =  0  gesetzt  werden 
soll.  Die  Ableitungen  dk^  :  dli  und  dh<r,  :  dJi  genügen  ferner 
für  ]i  =  0  denjenigen  beiden  Gleichungen,  die  aus  dieser  Glei- 
chung hervorgehen,  wenn  man  /"  durch  cp  bzw.  il<  ersetzt.  Es 
gibt  nun  (wie  in  Nr.  165)  Faktoren  /.^  und  ^g  derart,  daß  die 
Addition  der  beiden  mit  X^  und  Ag  multiplizierten  Bedingungen 
zur  angegebenen  Gleichung  eine  von  den  Ableitungen  von 
l\  und  Z.;,  nach  li  freie  Gleichung  liefert: 

Xi  Xi 

fifyV  +  fyh   +  fyri")  dx  -f-  }.J\cp„il  +  (pyn  -f  qpj,„r/')  dx 

Xg  X„ 

Xi 

+  ^2ji%^i  +  ty^yf  -f  i'ynn")dx  =  0. 

.r,j 

Dieselbe  Bedingung  aber  ergibt  sich,  wenn  man  sich  die 
Aufgabe  stellt,  diejenigen  Funktionen  y  von  x  zu  ermitteln, 
für  die  das  Integral: 

J  -\-  l^K^  +  L-^K-,  =ßf+  ^i(p  +  hi')  dx 

ein  Maximum  oder  Minimum  erreicht,  wobei  A^  und  A,  als 
Konstanten  zu  betrachten  sind.  Mithin  hat  man  nach  (4)  in 
Nr.  904  die  zugehörige  Eulersche  Differentialgleichung  zu  bilden: 

djf+Kv  +  hi')  _  ±  d(f-^i,cp  +  X,'^) 
dy  dx  dy' 

d^  g(/'+^iy  +  ^8^)  _  0 

"^rfa;*  dy" 

Dies  ist  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  vierter  Ordnung 
für  y,  deren  allgemeine  Lösung  außer  x,  l^,  k^  noch  vier  In- 
tegrationskonstanten G^,  Co,  Cg,  C4  enthält.  Also  ist  noch  über 
sechs  Konstanten  X^,  aj,  C\j  C.^,  C^,  C^  zu  verfügen.  Es  sind 
aber  auch  gerade  noch  sechs  Bedingungen  zu  erfüllen,  denn 
erstens   sollen  K^  und  K^  die  gegebenen  Werte  l^  und  l^  und 
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zweitens  sollen  y  und  y'  für  x  =  Xq  und  x  =  x^  die  gegebenen 
Werte  y^,  y^    und  y^,  y^  haben. 

Es  leuchtet  ein,  wie  man  dies  Ergebnis  auf  den  Fall  ver- 
allgemeinern kann,  wo  das  Integral: 

J=Jf{^,  y,  y,  •'•  y^"^)äx 

unter  den  n  Bedingungen: 

K,=f(p,(x,  y,  y',  ...  y("^)dx  =  l,        {i  ^  1,  2,  . .  .  n) 

einen  Extremwert  haben  soll. 

919.  Ein  anderes  Problem  mit  einer  Nebeu- 
bedingung*.  Es  handle  sich  jetzt  darum,  y  und  z  so  als 
Funktionen  von  x  zu  bestimmen,  daß  das  vorgelegte  Integral: 

(1)  J=jf(x,  y,  0,  y,  z')dx 

unter  einer  vorgeschriebenen  Bedingung  von  der  Form: 

(2)  F{x,  y,z)^0 

zu  einem  Maximum  oder  Minimum  wird.  Werden  x,  y,  z  als 
rechtwinklige  Koordinaten  im  Räume  gedeutet,  so  liegt  die  Auf- 
gabe vor,  diejenigen  durch  die  Funktionen  y  und  z  von  x  dar- 
gestellten Kurven  auf  der  Fläche  (2)  zu  ermitteln,  für  die  das 
Integral  (1)  einen  Extremwert  erreicht.  Dabei  sollen  für  y 
und  z  an  den  gegebenen  Grenzen  Xf^  und  x^  gegebene  Werte 
?/(,,  Zq  und  y.^,  z^  vorgeschrieben  sein,  die  also  den  Bedingungen: 

(3)  F{x^,  y„  z^)  =  0,     F{x„y,,z,)=-0 
genügen. 

Implizite  definiert  (2)  die  Größe  z  als  Funktion  von  x 
und  y.  Bezeichnen  p  und  q  ihre  pai-tiellen  Ableitungen  nach 
x  und  y,  so  ist: 

(4)  dz  =  pdx  -\-  qdy 
und: 

(5)  i>  =  -^,    ^-=-t:' 

Aus  (4)  folgt,  weil  y  und  z  Funktionen  von  x  sein  sollen,  für 
die  Ableitungen  nach  x: 
»18,  »1»J 
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(6)  z'=p^-  qy. 

Man  wird  also  in  (1)  unter  z  die  durch  (2)  definierte  Funktion 
von  X  und  y  und  unter  z  die  durch  (6)  mit  Rücksicht  auf  (5) 
definierte  Funktion  von  x,  y  und  y  verstehen.  Dann  aber 
nimmt  das  Integral  die  Form: 


.1 

J=J(p{x,  y,  y')dx 


an,   so   daß   aus   (4)   in  Nr.  899   das  Bestehen   der  Eulerschen 
Differentialgleichung: 

''»-^1  =  0 

folgt.     Wegen  cp  =  f  ist  aber  dabei  nach  (2),  (5)  und  (6): 

<Py'=fy'+f\'q 

ZU  setzen,  so  daß  sich  ergibt: 

Hierin  ist: 

d(f'-\-f,'q) 

—^ =  f.y  +  fy.'y  +  f\,y^'  +  /;',-/'  +  fyX 

Berücksichtigt  man,  daß  fp:cy  =  rq:cx  ist,   so   kommt  also, 
wenn  man  überdies  den  Wert  (5)  von  q  einsetzt: 

f,j  -fxy-  fy,/  y   -  f-.y^'  -  fy  y-y"  "  fy'z'^" 


F 

IJ 


f  ~f   -  —  f  -v'  —  f  ,z'  —  f ,  -v"  —  f ■ 


F. 
Bezeichnet  man  beide  Brüche  mit  —  A,  so  kann  man  schreiben: 

df.  df. 

(7)  f  +  A  F  -  7  =  0,       /■  +  XF.  -  ~  =  0. 
^  ■'               ' y  'J       dx  )        I.   '         •       dx 

Zu  diesen  Formeln  gelangt  man  aber  auch,  wenn  man  die 
Extremwerte  des  Integrals: 

(8)  J[f{x,  y,  z,  y',  z)  +  kF{x,  y,  z)\dx 
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unter  der  Voraussetzung  sucht,  daß  X  eine  gegebene  Funktion 
von  X  allein  bedeutet  und  y  und  z  zwei  gesuchte  Funktionen 
von  X  sind,  denn  nach  (2)  in  Nr.  902  hat  mau  alsdann  zu 
bilden: 

d{f+lF)  _    d^  dif  +  XF)  _  Q  dif-{-XF)  _   d^  d(f+XF)  _  ^ 

dy  dx        dy'  '  dz  dx        dz'  ' 

und  dies  sind  gerade  die  Gleichungen  (7),  weil  l  und  F  von 
y    und  s'  frei  sind. 

Da  der  Wert  der  Funktion  A  von  x  von  vornherein  nicht 
bekannt  ist,  muß  man  k  zunächst  aus  den  Gleichungen  (7) 
eliminieren.  Es  geht  also  eine  einzige  gewöhnliche  Differen- 
tialgleichung zweiter  Ordnung  hervor,  die  die  beiden  unbe- 
kannten Funktionen  y  und  ^  von  x  enthält.  Außerdem  aber 
besteht  die  gegebene  Gleichung: 

F{x,  y,  ^)  =  0, 
mittels  derer  man  z.  B.  z,  z  und  z"  eliminieren  kann.  Dann 
bleibt  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
für  y  allein  übrig.  Ihre  allgemeine  Lösung  enthält  zwei  Kon- 
stanten, die  daher  auch  in  der  durch  F=0  implizite  defi- 
nierten Funktion  z  auftreten.  Die  Bedingungen,  daß  y  und  z 
für  x  =  Xq  und  für  x  =  X-^^  gegebene  Werte  y^,  Zq  und  y^,  z^ 
annehmen  sollen,  kommen  aber  auch  gerade  auf  zwei  Glei- 
chungen zurück,  weil  ja  die  Gleichungen  (3)  von  vornherein 
bestehen. 

920.  Geodätische  Kurven.  Als  Anwendung  be- 
handeln wir  die  Aufgabe,  auf  einer  gegebenen  Fläche-. 

(1)  Fix,  y,z)  =  0 

die  kürzeste  Linie  zwischen  zwei  gegebenen  Punkten  zu  be- 
stimmen. Gesucht  werden  hier  solche  Funktionen  y  und  z  von 
X,  die  der  Bedingimg  (1)  genügen  und  das  Integral: 


J=fyi   J^y'^-J^z'^dX 


ZU  einem  Minimum  machen.     Die  Gleichungen  (7)  der  letzten 
Nummer  sind  also; 

± y'- =  AF  ,     /    ,        '  =XF^. 
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Bedeuten  nun  u,  ß,  y  die  Richtungskosinus  der  Tangente  der 
gesuchten   Kurve,   so   kann   man  hierfür  nach   (3)   in  Nr.  252 

schreiben: 

d£  _  dy 

F    ~  I^' 

■^  y        ^  z 

Wenn  l^  m,  n  die  Richtungskosinus  der  Hauptnormale  der  ge- 
suchten Kurve  sind,  ergibt  sich  daraus  nach  den  Frenetschen 
Formeln  (1)  von  Nr.  272: 

m  H 

Andererseits  sind  F^,  F^,  F^  nach  (8)  in  Nr.  253  den  Rich- 
tungskosinus X,  Y,  Z  der  Normale  der  gegebenen  Fläche  (1) 
proportional.  Mithin  finden  wir,  daß  sich  m  zu  n  wie  Y  zu 
Z  verhält.  Dies  genügt,  um  zu  folgern,  daß  die  Hauptnor- 
malen der  hürzesten  Linien  der  FUiclie  mit  den  Flächennormalen 
zusammenfallen,  oder  auch,  daß  die  Schmieg  imgsebenen  der  kür- 
zesten Linien  der  Fläche  überall  zu  den  Tangentenebenen  der 
FläcJie  senkrecht  sind. 

Immer  aber  haben  wir  nur  notwendige,  nicht  hinreichende 
Bedingungen  für  das  wirkliche  Eintreten  eines  Maximums  oder 
Minimums  aufgestellt.  Eine  Flächenkurve  also,  deren  Haupt- 
normalen mit  den  Flächennormalen  zusammenfallen,  ist  nicht 
notwendig  eine  kürzeste  Linie  auf  der  Fläche-,  wohl  aber  muß 
jede  kürzeste  Linie  auf  der  Fläche  eine  derartige  Kurve  sein. 
Man  nennt  die  Flächenkurven,  deren  Hauptnormalen  mit  den 
Flächennormalen  zusammenfallen,  geodätische  Kurven  der  Fläche 
und  kann  also  nur  das  Eine  folgern,  daß  jede  kürzeste  Linie 
auf  der  Fläche   ein  Teil   einer   geodätischen  Kurve   sein  muß. 

An  einem  einfachen  Beispiele  kann  man  deutlich  sehen^ 
daß  die  aufgestellten  Bedingungen  in  der  Tat  nicht  hinreichen. 
Denn  auf  der  Kugel  sind  die  geodätischen  Linien  augenschein- 
lich die  größten  Kreise  der  Kugel.  Aber  ein  Teil  eines 
größten  Kugelkreises  ist  doch  nur  dann  auf  der  Kugel  die 
kürzeste  Linie  zwischen  seinen  beiden  Endpunkten,  wenn  der 
zugehörige  Zentriwinkel  der  Kugel  weniger  als  zwei  Rechte 
beträgt. 
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Die  Zahlen  bedeuten  die  Nummern  des  Textes. 
Für  die  Anordnung  unter  ein-  und  demselben  Stichworte  war  meistens 
die  natürliche  Reihenfolge  maßgebender  als  die  alphabetische ;  im  übrigen 

gehen  die  allgemeineren  Begriffe  den  spezielleren  voran. 
Abkürzungen  :  Dffgl.  =  Differentialgleichung,  Fkt.  =  Funktion,  gew.  =  ge- 
wöhnlich, hom.  =  homogen,   inf.  =  infinitesimal,   kompl.  =  komplex ,  lin. 
=  linear,  0.  =  Ordnung,  part.  =  partiell,  Trf.  =  Transformation. 


A. 

Abbildung  der  Trfn.  einer  ein- 
gliedrigen Gruppe  745. 

Ableitungen  der  Lösungen  nach 
denAnfangswerten  692,  monogener 
Fktn.  820,  unentwickelter  Fktn. 
695—697,  699,  insbes.  y  als  neue 
unabhängige  Veränderliche  722, 
723. 

Abwickelbare  Flächen  als  Inte- 
gralflächen einer  part.  Dffgl.  1.0. 
889. 

Additionstheorem  für  elliptische 
Integrale  730. 

Allgemeine  intermediäre  In- 
tegralgleichung 792. 

Allgemeine  Lösung  einer  gew. 
Difgl.  1.  0.  in  aufgelöster  Form 
703,  704,  706,  einer  gew.  Dffgl. 
1.  0.  überhaupt  707,  einer  gew. 
Dftgl.  höherer  0.  in  aufgelöster 
Form  781,  782,  786,  einer  gew. 
Dffgl.  höherer  0.  überhaupt  787, 
lin.  und  ganz  hinsichtlich  der  In- 
tegrationskonstante 716,  linear 
und  gebrochen  hinsichtlich  der 
Integrationskonstante  718. 

Allgemeines  Lösungensystem 
eines  Systems  1.0.  von  gew.  Dffgln. 
in  der  iSTormalform  761,  763,  eines 
allgemeinen  Systems  1.  0.  von 
gew.  Dffgln.  776. 

Analytische  Fortsetzung  mo- 
gener  Fktn.  820 ,  von  Lösungen 
einer  verkürzten  lin.  gew.  Dffgl. 
832,  834. 

Analytische  Funktion  von  meh- 
reren Veränderlichen  820. 


Anfangsbedingungen  für  Lö- 
sungen einer  part.  Dffgl.  1.  0.  884. 

Anfangswerte  von  Lösungen  bzw. 
Löaungensystemen  684,  687,  691, 
692,  761,  879,  882,  883,  885,  891, 
im  kompl.  Bereiche  825. 

Äquivalenz  von  Dffgln.  und  Syste- 
men von  Dffgln.  663,  665.  671,  von 
lin.  hom.  part.  Dffgln.  und  Syste- 
men gew.  Dffgln.  853,  von  lin. 
part.  Dffgln.  und  lin.  hom.  i^art. 
Dffgln.  854,  einer  Pfaffschen  Dffgl. 
mit  einem  vollständigen  System 
870,  872. 

Archimedische  Spirale  815. 

Arkusfunktionen  addiert  730, 

Astroide   721. 

Aufeinanderfolge  von  Trfn. 
732. 

Auflösung  im  Gegensatz  zu  Lö- 
sung 675,  von  Gleichungen  siehe 
unentwickelte  Fktn. 

Außerwesentlich  singulare  Stel- 
len 830. 

B. 

Bahnkurven  einer  eingliedrigen 
Gruppe  732,  734,  736—738,  743, 
767,  811,  813,  einer  eingliedrigen 
projektiven  Gruppe  753,  759, 
760,  als  Integralkurven  eines 
Systems  von  Dffgln.  768,  der 
Brennpunkte  beim  Abrollen  eines 
Kegelschnittes  799. 

Beispiele  von  Dffgln.  und  Syste- 
men von  Dffgln.  663,666,667,  670, 
672,  676,  677,  685,  704—706, 
709—719,721,  723,  727—729,  733, 
739,  741,  744,  747,  764,  765,  773, 
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774,  783,  791,  792,  794,  795, 
797—802,  804,  814,  815,  822,  833, 
839,  842—845,  852,  855,  857,  864, 
860,  867,  870,  873,  880,  887,  890, 
895. 

Benachbarte   Funktionen  897. 

Bereich  einer  gew.  Dttgl.  1.  0.  in 
aufgelöster  Form  703,  einer  gew. 
Dtfgl.  1.  0.  überhaupt  707,  einer 
gew.    Dtfgl.   2.  0.   in    aufgelöster 
Form  781,  783,  einer  gew.  Dffgl. 
höherer  ü.   in    aufgelöster   Form 
782,  einer  gew.  Dtfgl.  höherer  0. 
überhaupt   787,   788,    insbes.    im 
kompl.    Bereiche  829,    eines   Sy- 
stems 1.  0.   von  gew.  Dffgln.    in 
der  Normalform  761,  eines  Systems 
1.  0.  von  gew.  Dftgln.  überhaupt 
776,  insbes.    im  kompl.  Bereiche 
828,    einer    verkürzten    lin.   gew. 
Dffgl.  830,   einer  hom.   lin.  part. 
Dtfgl.  1.  0.    »53,   einer   lin.  part. 
Dffgl.  1.  0.  854,  einer  part.  Dffgl. 
1.  0.  874,  882,  891. 
BernouUische  Dffgl.  717. 
Berührung    von    Integralkur- 
ven 707,  708,  777,  in  höherer  0. 
mitKreisevolventen  höherer  0.784, 

787,  788. 
Berührungstransformationen 

890. 

Brachistochrone  in  lotrechter 
Ebene  901,  912,    im  Räume  903. 

Brennfläche  einer  zweifach  un- 
endlichen Schar  von  Integral- 
kurven 7  79,  insbes.  bei  einem 
Clairautschen  System  780. 

Brennpunkte  eines  Kegelschnittes 
beim  Abrollen  799. 

Büschel  von  Flächenelementen  856, 
858,  von  Krümmungskreisen  783. 

c. 

Cassinische  Kurven  740. 

Cauchy-Riemannsche  Glei- 
chungen 670,  674,  817. 

Oauchyscher  Fundamental- 
satz für  monogene  Fktn.  von 
mehreren  Veränderlichen  818,821. 

Cauchysche  Integrationsme- 
thode bei  part.  Dflgin.  1.  0.  882 
bis  886,  891. 

Cesaros  Satz  792. 

Charakteristiken  einer  lin.  part. 
Dtfgl.  1.  0.  856,  einer  Mongeschen 
Dffgl.  894,  einer  part.  Dtfgl.  1.  0. 
878. 


Charakteristische  Gleichung 
eines  d'Alembertschen  Systems 
771 — 773,  einer  verkürzten  lin. 
gew.  Dtfgl.  mit  konstanten  Koefti- 
zienteu  806. 

Charakteristische  Streifen 
einer  lin.  part.  Dtfgl.  1.  0.  858, 
einer  part.  Dtfgl.  1.  0.  analytisch 
definiert  882,  geometrisch  defi- 
niert 879,  zur  Erzeugung  von 
Lösungen  883,  8s4,  886,  im  Falle 
von  n  unabhängigen  Veränder- 
lichen 891. 

Clairautsche  Dffgl.  720,  721, 
727,  747,  802,  verallgemeinert  aui 
höhere  0.  803,  verallgemeinert  als 
System  1.  0.  von  zwei  gew.  Dffgln. 
780,  verallgemeinert  als  part. 
Dtfgl.  1.  0.  889. 
Clairautsches  System  780. 

D. 

D'Alembertsches    System    771, 

775,  806,  integriert  nach  Cauchy 

772. 
Determinante   lin.  unabhängiger 

Fktn.  und  ihrer  Ableitungen  785, 

849. 
Determinierende      Gleichung 

837. 
Differentialgleichungen   null- 
ter  0.  675,  siehe  auch  BernouUi- 
sche   Dtfgl.,    Clairautsche    DÖgl, 
d'Alembertsches   System,    Euler- 
sche  Dffgl.,  gew.  Dffgl.,  hom.  gew. 
Dffgl.,  hom.  lin.  part.  Dtfgl.,  hom. 
lin.    System ,     Involutionssystem, 
Jacobische  Dtfgl.,  lin.  gQvf.  Dtfgl., 
lin.   hom.   part.  Dtfgl.,   lin.  hom. 
System,liu.  part.  Dtfgl., lin.  System, 
Mongesche     Dtfgl.,     Nonnalform 
eines  Systems  1.  0.,  part.  Dffgl, 
Pfaffsche  Dffgl.,  Riccatische  Dffgl., 
System    1.  0.   u.   höherer  0.   von 
gew.   Dffgln.,    System   von  hom. 
Un.  part.  Dffghi.,  System  von  part. 
Dffgln.,  System  von  totalen  DÖ'gln., 
totale  Dffgln.,  verkürzte  lin.  gew. 
Dffgl.,  verkürztes  lin.  System  1.0., 
vollständiges    System    von    hom. 
part.  DÖgln. 
DifferentialinvariantenbODbis 
814,    0.  und  1.  0.   zu  berechnen 
811,  höherer  0.  zu  berechnen  812. 
Diskriminantenort    einer    gew. 
Dffgl.    1.  0.   711,   eines   Systems 
1.  0.    von  gew.  Dtfgln.  777,  779. 
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Doppelverhältnis  von  i  Zahlen 
748,  von  4  Punkten  einer  Geraden 
748,  von  4  Geraden  durch  einen 
Punkt  752,  von  Flächenelementen 
längs  Charakteristiken  858,  von 
je  vieren  der  Veränderlichen  x^ , 
x^,  ...  x„  870,  bei  TT- Kurven  760. 

Drehungen  735,  739,  740,  742, 
744—746,   767,  808. 

E. 

EbeneKurven  analytisch  definiert 
827,  algebraisch  von  4.  0.  und 
spezieller  Art  723,  deren  Bogen- 
länge der  Bogenlänge  der  Evolute 
proportional  ist,  800,  deren  Bogen- 
länge eine  gegebene  Fkt.  der 
Koordinaten  ist,  739,  deren  Bogen- 
länge der  Bogenlänge  einer  Fuß- 
punktkurve proportional  ist,  815, 
als  Brachistochronen  901,  903, 
912,  von  Cassini  740,  von  Delau- 
nay  799,  elastisch  797,  916,  die 
mit  ihren  Evoluten  kleinste  Flä- 
chen bilden,  906,  größter  Fläche 
bei  gegebener  Bogenlänge  914, 
deren  Krümmung  eine  gegebene 
Fkt.  der  Abszisse  ist,  797,  deren 
Krümmungsradius  der  Normale 
proportional  ist,  797,  deren  Krüm- 
mungsradius dem  Kubus  der  Nor- 
male proportional  ist,  795,  deren 
Krümmungsradius  eine  Projektion 
von  konstanter  Länge  hat,  794, 
deren  Krümmungsradius  dem 
Radiusvektor  proportional  ist,  815, 
deren  Krümmungsmittelpunkte 
einen  gegebenen  Ort  haben,  804, 
deren  Krümmungskreise  eine  ge- 
wisse gegebene  Potenz  in  bezug 
auf  einen  Punkt  haben,  804,  mit 
gegebener  Beziehung  zwischen 
Krümmungsradius,  Radiusvektor 
und  Winkel  beider  814^  mit  kon- 
stantem Produkte  der  Abstände 
der  Tangenten  von  zwei  festen 
Punkten  721,  die  alle  Radien- 
vektoren unter  konstantem  Winkel 
schneiden,  714,  mit  konstantem 
Tangentenabschnitte  zwischen  den 
Achsen  721,  mit  konstanter  Tan- 
gentenlänge 713,  bei  denen  jeder 
Punkt  gerade  so  weit  wie  der 
Schnittpunkt  der  Tangente  mit 
der  2/- Achse  vom  Anfangspunkte 
entfernt  ist,  715,  siehe  auch  die 
Bpezielleren  Stichworte. 


Einfach   überdeckter  Bereich 

703. 
Eingliedrige  Gruppe  in  zwei 
Veränderlichen  734 — 737,  einmal 
erweitert  746,  mehrmals  erweitert 
807,  808,  bei  Einführung  neuer 
Veränderlicher  742,  die  bei  ihr 
invarianten  einfach  unendlichen 
Kurvenscharen  736,  737,  in  nYei- 
änderlichen  767,  aller  Drehungen 
um  einen  Punkt  735,  745,  808, 
aller  Schiebungen  nach  einer 
Richtung  735,  745,  aller  Streckun- 
gen  von  einem   Punkte  aus  735. 

Eingliedrige  lin.  hom.  Gruppe 
775. 

Eingliedrige  projektive  Grup- 
pe in  einer  Veränderlichen  751, 
in  zwei  Veränderlichen  753,  760. 

Einhüllende  Fläche  876,  877. 

Einhüllende  Kurve  als  singulare 
Integralkurve  710,  778,  779,  einer 
Schar  von  Charakteristiken  894, 
^.tir  Ordnung  als  singulare  Inte- 
gralkurve 789,  790. 

Einhüllendes  Funktionen- 
systera  778. 

Elastische  Kurven  797,  916. 

Elementarkegel  einer  Monge- 
schen  Dffgl.  892—894,  einer  part. 
Dffgl.  1.  0.  874,  878,  893,  ausge- 
artet bei  einer  lin.  part.  Dffgl. 
1.  0.  875. 

Elemente  höherer  Ordnung788, 
bei  Punkttrfn.  und  eingliedrigen 
Gruppen  807. 

Ellipsen  721,  795,  799. 

Ellipsoid  802. 

Elliptische  Integrale  797—799, 
addiert  730. 

Endliche  Gleichungen  im 
Gegensätze  zu  Dffgln.  675. 

Erste  Variation  897,902,904,908. 

Erweiterte  eingliedrige  Grup- 
pen 746,  807,  Beispiele  808. 

Erweiterte  inf.  Punkt -Trfu. 
746.  [807. 

Erweiterte    Punkt -Trfn.     745, 

Eulers  che  Dffgl.  für  elliptische 
Integrale  730,  in  der  Variations- 
rechnung 899,  902,  904,  905,  907, 
908,  910,  911,  913,  918,  919. 

Eulersche  Multiplikatoren  s. 
Multiplikatoren  gew.  Dffgln.  1.  0. 

Eulersche  Transformation  890. 

Evolventen  als  singulare  Inte- 
gralkurven 804. 
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Evoluten  als  Parallelkurven  727, 
von  Evoluten  784. 

Existenzbeweis  für  Lösungen 
allgemein  674,  von  gew.  Difgln. 
1.  U.  in  aufgelöster  Form  686, 
687,  von  gew.  Dffgln.  1.  ü.  über- 
haupt 700,  von  Systemen  1.  0. 
von  gew.  Difgln.  in  der  Normal- 
form 689,  6'Jl,  692,  von  Systemen 
1.  0.  von  gew.  Dffgln.  überhaupt 

701,  von  Systemen  1.  <).  von  der 
Form  dx  :  dt  :=  X{x,y),  dy.dt 
=  Y{x,  y)  678 — 684,  von  Systemen 
1.  0.  von  der  Form  dx^-.dt 
=  X^(a?i ,  JCj , . .  .  a;„)  688,  von  Syste- 
men höherer  0.  von  gew.  Dffgln. 

702,  von  gew.  Dffgln.  2.  0.  in 
aufgelöster  Form  781,  von  gew. 
Dffgln.  höherer  0.  787.  von  Syste- 
men 1.  0.  von  gew.  Dffgln.  in  der 
Normalform  im  kompl.  Bereiche 
824,  von  Systemen  1.  0.  von  gew. 
Dffgln.  im  kompl.  Bereiche  828, 
von  gew.  Dffgln.  höherer  0.  im 
kompl.  Bereiche  829,  von  ver- 
kürzten lin.  gew.  Dffgln.  höherer 

0.  in  der  Umgebung  regulärer 
Stellen  831^  von  hom.  lin.  part. 
Dffgln.  1.  0.  853,  von  lin.  part. 
Dffgln.  1.  0.  854,  von  part.  Dffgln. 

1.  0.  885,  891. 
Existenzbeweis   für  Multipli- 
katoren 724. 

Existenzbeweis  für  unent- 
wickelteFktn.  einer  Veränder- 
lichen 694,  695,  mehrerer  Ver- 
änderlicher 696,  697,  699.  im 
kompl.  Bereiche  826. 

Extremwerte  von  Integralen  mit 
einer  unbekannten  Fkt.  und  ihrer 
Ableitung  1.  0.  bei  festen  Gren- 
zen 896 — 901,  von  Integralen  mit 
zwei  unbekannten  Fktn.  und  ihren 
Ableitungen  1.  0.  bei  festen  Gren- 
zen 902,  903,  von  Integralen  mit 
einer  unbekannten  Fkt.  und  ihren 
Ableitungen  höherer  0.  bei  festen 
Grenzen  904— 906,  von  Integralen 
mit  zwei  unbekannten  Fktn.  und 
ihren  Ableitungen  höherer  0.  bei 
festen  Grenzen  907,  von  Integralen 
mit  festen  Grenzen  und  willkür- 
lichen Korstanten  908,  909,  von 
Integralen  mit  festen  Grenzen  und 
einer  Bedingung  F{x,  t/,  i')  =  0 
919,  920,  von  Integralen  mit  festen 
Grenzen,  wenn  ein  anderes  Inte- 


gral konstant  bleiben  soll,  913, 
von  Integralen  mit  festen  Gren- 
zen, wenn  zwei  andere  Integrale 
konstant  bleiben  sollen,  918,  von 
Integralen  mit  einer  unbekannten 
Fkt.  bei  veränderlichen  Grenzen 
909,  910,  von  Integralen  mit  zwei 
unbekannten  Fktn.  bei  veränder- 
lichen Grenzen  911,  der  Masse 
einer  materiellen  Kurve  912. 

F. 

Faktoren  bei  isoperimetrischen 
Problemen  913,  918,  919. 

Fläche  der  Krümmung.smittel- 
punkte  einer  Fläche  780,  2.0.  802, 
siehe  auch  Integralflächen. 

F 1  ä  e  h  e  n  e  1  e  m  e  u  t  e  856,  einer  lin. 
part.  Dffgl.  1.  0.  856,  875,  einer 
part.  Dffgl.  1.  0.  874,  878.  879, 
880,  886,  einer  Pfaffschen  Dffgl. 
871. 

Flächenkurven:  geodätische  und 
kürzeste  920,  Krümmungskurven 
802.  895.  [662,  669. 

Folgen  aus  gegebenen  Dffgln.  661, 

Formale  Theorie  der  Dffgln.  674. 

Fundamentalschleifen  834. 

Funktionen,  die  sich  in  der  Um- 
gebung einer  Stelle  regulär  ver- 
halten, 820,  von  Fktn.  817, 
variiert  897,  zwischen  denen  eine 
lin.  Gleichung  mit  konstanten 
Koeffizienten  besteht,  785,  siehe 
auch  analytische,  monogene,  ste- 
tige und  unentwickelte  Fkt. 

Funktional  de  terminante  beim 
Existenzbeweise  für  unentwickelte 
Fktn.  697,  826. 

Funktionentheoretische  Be- 
handlung von  Dffgln.  674. 

Fußpunktkurven  815. 

a. 

Gemeine  Zykloiden  711.  797, 
901,  906,  912. 

Geodätische  Kurven  920. 

Geometrische  Deutung  derClai- 
rautschen  Dffgl.  721,  eines  Clai- 
rautschen  Systems  780,  der  Cau- 
chyschen  Intogrationsmethode 
part.  Dffgln.  1.  0.  886,  gew.  Dffgln. 
1.  0.  in  aufgelöster  Form  Mü,  676, 
gew.  Dffgln.  1.  0.  überhaupt  707, 
gew.  Dffgln.  2.  0.  in  aufgelöster 
Form  783,  gew.  Dffgln.  2.  0.  über- 
haupt 803,   gew.  Dffgln.  höherer 
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0.  784,    gew.    lin.    part.    üfifgln. 

1.  0.  750,  der  Grenzbedingungeu 
in  der  Variationsrechnung  912, 
der  Gruijpeneigenschaft  7.'}2,  der 
Lagraugeschen  Integrationsme- 
thode part.  Difgln.  1.  0.  durch 
Monge  876—878,  lin.  part.  Dffgln. 
1.  0.  856,  Mongesche  Difgln.  892, 
der  Multiplikatoren  727,  part, 
Dffgln.  1. 0. 874,  Pfaftscher  Dffgln.. 
871,  872,  der  Riccatischen  Dft'gl. 
749,  von  Systemen  1.  0.  von  gew. 
Dffgln.  in  der  Normalform  667, 
668,  761,  764,  von  Systemen  1.  0. 
von  gew.  Dffgln.  überhaupt  776, 
779,  totaler  Dffgln.  672,  eines 
zweigliedrigen  vollständigen  Sy- 
stems 870. 

Gerade  bei  inf.  projektiver  Trf. 
752,  als  Integralkurve  einer  Ja- 
cobischen Dffgl.  757,  759,  760, 
im  Räume  von  beliebig  vielen 
Dimensionen  668. 

Geschwindigkeit  einer  statio- 
nären Strömung  734. 

Gew.  Dffgl.  1.  0.  in  aufgelöster 
Form  666,  676,  686,  687,  geo- 
metrisch gedeutet  666,  676,  ersetzt 
durch  ein  System  677,  ohne  sin- 
gulare Lösungen  711,  verwandelt 
in  eine  totale  676,  die  eine  inf. 
Trf.  oder  eingliedrige  Gruppe  ge- 
stattet 738,  741,  integriert  durch 
Einführung  kanonischerVeränder- 
licher  743,  ihre  Multiplikatoren 
724 — 730,  mit  Multiplikatoren  von 
gegebener  Form  728,  BernouUi- 
sche  717,  Eulersche  730,  mit  ge- 
trennten Veränderlichen  713,  743, 
hom.  715,  725,  739,  741,  744,  hom. 
verallgemeinei't  717,  die  eine  inf. 
Drehung  gestattet,  739,  die  eine 
inf.  Streckung  gestattet,  739,  für 
isogonale  Trajektorien  740,  Jaco- 
bische 753,  756,  757,  759,  760, 
deren  Integralkurven  Parallel- 
kurven sind,  727,  lin.  716,  726, 
741,  744,  lin.  verkürzt  716,  auf 
lin.  zurückführbar  717,  Ric- 
catische  allgemein  718,  749,  805, 
Riccatische  speziell  719,  846, 
Riccatische  zur  Berechnung  der 
Differentialinvarianten  1.  0.  811, 
von  der  Form  Xdy — l'da;  =  0, 
wo  X  und  Y  linear  und  ganz 
sind,  754,  758,  von  spezieller  Art 
im  kompl.  Bereiche  822. 


Gew.  Dffgl.  1.  0.  überhaupt  700, 
703 — 712,  bei  Einführung  neuer 
Veränderlicher  714,  ihr  Diskrimi- 
nantenort  711,  die  eine  bekannte 
inf.  Trf  gestattet,  747,  aufgelöst 
nach  X  oder  y  722,  bei  Einführung 
von?/'  als  unabhängiger  Veränder- 
licher 722,  Clairautsche  720,721, 
727,  747,  802,  für  eine  Isothermeu- 
schar  729,  lin.  in  x  und  y  723, 
für  Parallelkurven  727. 

G  e  w.  D  f  f  g  1.  2.  0.  781,  geometrisch 
gedeutet  783,  die  eine  Eigenschaft 
der  Krümmungskreise  allein  aus- 
drückt, 803,  804,  deren  Integral- 
kurven an  jeder  Stelle  Büschel 
von  Krümmungskreisen  ha  ben,7  83, 
und  zwar  spezieller  Art  792,  794, 
797,  deren  Integralkurven  Kreise 
sind,  797,  803,  804,  aller  Evol- 
venten konzentrischer  Kreise  783, 
von  spezieller  Art  663. 

Gew.  Dffgl.  höherer  0.  in  aufge- 
löster Form  782,  788,  geometrisch 
gedeutet  784,  allgemein  661,  787 
— 790,  verwandelt  in  ein  System 
1.  0.  von  gew.  Dffgln.  663,  zurück- 
geführt auf  ein  System  1.0.  von 
gew.  Dffgln.  in  der  Normalform 
665,  die  eine  bekannte  inf.  Trf. 
oder  eingliedrige  Gruppe  gestattet 
810,  813,  814,  integriert  durch 
Bildung  von  Dffgln.  höherer  0. 
802,  integriert  mittels  kanonischer 
Veränderlicher  814,  die  der  Clai- 
rautschen  Dffgl.  entspricht,  803, 
804,  von  der  Form  y"'>  =  f{x)  793, 
von  der  Form  F{y'-''\  2/"""^0  =  0, 
794,  von  der  Form  F(i/""',  y^'-^^) 
=  0,  795,  hom.  800,  hom.  in  dop- 
pelter Weise  801,  frei  von  x  oder  y 
796,  verkürzt  lin.  mit  konstan- 
ten Koeffizienten  806,  3.  0.,  deren 
Integralkurven  Kreisevolventen 
sind,  803,  siehe  auch  lin.  gew. 
Dffgl.  und  verkürzte  lin.  gew. 
Dffgl. 

Gl  eichmäßige  Konvergenz  820. 

Gleichzeitige  Dffgln.  gleichbe- 
deutend mit  System   von  Dffgln. 

Gliedweise  Differentiation 
und  Integration  unendlicher 
Reihen  820. 

Gratliuien  der  Integralflächen 
einer  part.  Dffgl.  1.  0.  894. 

Grenzbedingungen  bei  Extrem- 
werten von  Integralen  910 — 912. 
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Grenzflächen  and  -kurven  911, 
912. 

Grenzübergang  von  Polygonen 
zu  Integralkurven  G81 — 084. 

G  r  u  p  p  e  n  e  i  g  e  n  H  c  h  a  ft  analytisch 
731,   7G6,  geometrisch  782,  767. 

Gruppen  vonTrfn.  von  zwei  Ver- 
änderlichen 732,  733,  von  n  Ver- 
änderlichen 767,  siehe  auch  ein- 
gliedrige Gruppe,  projektiv  in 
einer  Veränderlichen  748,  projektiv 
in  zwei  Veränderlichen  752. 

Guldinsche  Regel  9u0,  915. 

H. 

Hauptlösungen    761,   825,    eines 

d"Alembertschen Systems  772,775. 

Hauptnormalen  der  geodätischen 

Kurven  920. 
Homogene  Funktionen  855. 
Hom.  gew.  Dffgl.  1.  0    715,  725, 
739,  741,  744,  1.  O.  verallgemeinert 
717,  höherer  0.  800,  801,  lin.  830. 
Hom.    Koordinaten    bei    Jacobi- 
scher Dffgl.   753. 
Hom.  lin    part.  Dffgl.  1.  0.  853. 
854, 856,  bei  Einführung  neuer  Ver- 
änderlicher 862,  die  zu  gegebenen 
Lösungen  gehört,  860,  vereinfacht 
mittels   bekannter  Lösungen  863, 
vereinfacht  mittels  bekannter  Lö- 
sungen und  eines  bekannten  Mul- 
tiplikators 8G4,   ihre  Jacobischen 
Multiplikatoren    859—862,     864, 
unabhängig  von  anderen  865,  für 
die  Integrale  eines  Systems  1.  0. 
von  gew.  Dffgln.  762,  für  die  In- 
tegrale   gew.    Dffgln.   höherer  0. 
782,  siehe  auch  Involutionssyste- 
me, Systeme  von  hom.  lin.  part. 
Dffgln.    1.    0.     und     vollständige 
Systeme. 
Hom.   lin.    System    1.  ü.    in    der 
Normalform  siehe  lin.  hom.System, 
mit  konstanten  Koeffizienten  siehe 
d'Alembertsches  System. 
Hyperbeln  721.  740,  749,  795,  799. 

1. 

Identische  Trf.  782. 

Imaginäre  Kurven,  Flächen  usw. 
829. 

Implizite  Fktn.  siehe  unent- 
wickelte Fktn. 

Infinitesimale  Trf.  zweier  Ver- 
änderlicher 734—737,  von  n  Ver- 
änderlichen   767,  bei  Einführung 


neuerVerändcrlicher  742,  erweitert 
746,  mehrmals  erweitert  807,  einer 
(^ew.Dtfgl.l.ü.  738,  739,  einergew. 
Dffgl.  höherer  0.   810,   813,  814, 
einer   lin.   gew.   Dffgl.  848,  kon- 
form 740,  lin.  754,  lin.  hom.  775, 
projektiv  in  einer  Veränderlichen 
751,  projektiv  in  zwei  Veränder- 
lichen 753,  754,  trivial  738,  insbes. 
Drehung  735,   739,  740,  742,  744, 
746,  767,   insbes.  Schiebung  735, 
739,  740,  746,  767,  insbes  Streck- 
ung 735,  739,  740,  744,  746,  767. 
Integrabilitätsbedingung    bei 
einer    Pfaffschen  Dffgl.  872,    zur 
Bestimmung    einer   vollständigen 
Lösung  einer  part.  Dffgl.  1.  0.  881. 
Integra bilitätsfaktor  gleichbe- 
deutend mit  Multiplikator. 
Integrale,  gew.  Dffgln.  1.  0.  704, 
706,  707,  gew.Dffgln.  1.0.  als  Quo- 
tienten  von  Multiplikatoren  724, 
ge^v.  Dffgln.  höherer  0.  781,  782, 
gew.  Dffgln.    als  Lösungen  einer 
part.  Dffgl  1.0.  782,  hom.  lin.  part. 
Dtt'gln.  als  Quotienten  von  Multi- 
plikatoren 859,  monogener  Fktn. 
818,  819,  eines  Systems  1.  0.  von 
gew.  Dffgln.   in   der  Normalform 
762,  763,  eines  Systems  1.  <  >.  dar- 
gestellt als  Lösungen  einer  part. 
Dffgl.  1.  0.  762,  variiert  897,  902, 
904°  908,  913,  918,  mit  veränder- 
lichen   Grenzen,    verwandelt    in 
solche  mit  festen  Grenzen,  909,911, 
siehe     auch     Extremwerte     von 
Integralen. 
Integralflächeu  einer  lin.  part. 
Dffgl.  1.  0.  856,  858,  einer  part. 
Dffgl.  1.  0.  874,  einer  part.  Dffgl. 
1.  0.,  gewonnen  durch  Einhüllung, 
876,  877,  einer  part.  Dffgl.  1.  0., 
erzeugt     von     charakteristischen 
Streifen,    886,    einer    Pfatt'schen 
Dffgl.    871,   872,    eines    vollstän- 
digen Systems  870,  singulär  siehe 
singulare  Integralflächen. 
Integralgleichungen  bei  einem 
System   1.   0.    von    gew.    Dffgln. 
in    der    Normalform    763,    inter- 
mediär 792. 
Integralkurven  einer  gew.  Dffgl. 
1.  0.    666,    676.    703.    704,    707. 
722 ,    einer    gew.    Dffgl.    höherer 
0.  783,  784,  eines  Systems  1.  0 
von  gew.  Dffgln.  in  der  Normal - 
form"  667,    668,    761,    764,    eines 
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allgemeinen  Systems  1.  0.  von 
gew.DfFgln.  776,  einer Mongeschen 
Dffgl.  892,  einer  MongeschenDflFgl., 
eingehüllt  von  Charakteristiken, 
894,  einer  Pfaffschen  Dtfgl.  871, 
einer  totalen  DflFgl.  672,  eines 
Systems  von  totalen  Dflfgln.  768, 
775,  die  ein  Linienelement  gemein 
haben,  707,  708,  777,  die  einander 
in  höherer  0.  berühren,  784,  787, 
788,  des  Systems  dx:dt=X{x,  </), 
dy:dt=  Y{x,  y)  732,  734,  736,  des 
Systems dx^:  dt  =  i,i[x^,  x^,  . . . x„) 
767,  der  Jacobischen  Dffgl.  759, 
760,  die  Isothermen  sind,  729,  die 
Parallelkurveii  sind,  727,  singulär 
siehe  singulare  Integralkurven. 
Integration  allgemeiner  als  Qua- 
dratur 674,  durch  Differentiation 
722,  von  Dffgln.  und  Systemen 
von  Dffgln.  siehe  unter  diesen 
Stichworten  und  unter  Integral- 
flächen und  -kurven  und  Inte- 
grationsmethoden. 
Integrationskonstanten  704, 
706,  761  —  763,  781,  782,  im  kompl. 
Bereiche  825,  bei  einer  Riccati- 
schen  Dffgl.  718,  749,  bei  einer 
lin.  gew_.  Dffgl.  1.  0.  716,  750. 
Integrationsmethoden  allge- 
mein 674,  bei  gew.  Dffgln.  1.  0. 
713—730,  738—740,  743,  744,  747, 
749,  750,  753,  757—759,  beim 
System  1.  0.  von  gew.  Dffgln., 
765,  771—774,  bei  gew.  Dffgln. 
höherer  0.  793—806,  813—815, 
bei  lin.  pari  Dffgln.  1.  0.  853, 
854,  857,  863,  864,  bei  vollstän- 
digen Systemen  869,  870,  von 
Cauchy  für  part.  Dffgln.  1.  0. 
882—886,  891,  von  Lagrange  und 
Monge  für  part.  Dffgln.  1.0.  876— 
881,  bei  Mongeschen  Dffgln.  894, 
bei  Pfaffschen  Dffgln.  871—873, 
Intermediäre  Integralglei- 
chungen 792,  insbes.  bei  den 
Eulerschen  Dffgln.  der  Variations- 
rechnung 905. 
Invariante  Geraden  u.  Punkte 
bei  eingliedriger  projektiver  Grup- 
pe 760. 
Invariante  gew.  Dffgln.  1.  0. 
738—741,  743,  744,  747,  höherer 
0.  809,  810,  813,  814. 
Invariante  Kurven  736. 
Invariante  Kurvenscharen  736, 
737,  743. 


Invariante  Punkte  oder  Werte- 
paare 736. 

Invariante  Scharen  von  Ele- 
menten r*""  0.  810,  813,  814. 

Inverse  Funktionen  698. 

Inverse  Transformation  732. 

Involutionssystem  868 — 870. 

Isogonale  Trajektorien740,792, 
794. 

Isoperimetrische  Probleme 
913—918. 

Isothermenscharen  729. 

J. 

Jacobische  Dffgl.  753,  bei  Aus- 
führung einer  projektiven  Trf. 
756,  757,  auf  typische  Formen 
gebracht  759,  zurückgeführt  auf 
ein  d'Alembertsches  System  775, 
ihre  Integralkurven  760. 

Jacobische  Multiplikatoren 
859—862,  864,  erste  Definition 
859,  zweite  Definition  860,  Über- 
einstimmung beider  Definitionen 
861,  bei  Einführung  neuer  Ver- 
änderlicher 862,  insbes.  letzter 
Multiplikator  864. 

K. 

Kanonische  Veränderliche 
743,  744,  814. 

Katenoid  799,  900. 

Kegel  797,  799,  857. 

Kegelschnitte  740,  795,  802. 

Kettenlinie  713,  797,  799,  900, 
912,  915. 

Klammerausdruck  741,  866, 
868. 

Klassische  Integrationsme- 
thoden 674. 

Konforme  Abbildung  bei  der 
Dffgl.  einer  Isothermenschar  729, 
vermittelt  durch  eine  inf.  Trf.  740. 

Konstanten  bei  der  Integration 
siehe  Integrationskonstanten. 

Kreise  als  Integi'alkurven  666, 
764,  765,  783,  797,  803,  804,  als 
Kurven  größter  Fläche  bei  gege- 
bener Bogenlänge  914. 

Kreisevolventen  als  Integral- 
kurven 783,  803,  höherer  0.  784. 

Krummlinige  Koordinaten  714, 
745. 

Krümmung  einer  Rotations- 
fläche 798,  mittlere  799. 

Krümmungselement  783,  als 
Element  2.  Ord.  788. 
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Krümmungskreise  ebener  Kur- 
ven 78;^,  80M,  «04. 

Kriimmungskurven  der  Flächen 
•J.  Ord.  802,  der  Flächen,  die  ein 
Ebenenbüschel  unter  konstantem 
Winkel  schneiden,  895. 

Krümmungsmittelpunkte  ebe- 
ner Kurven  783,  784,  von  Flächen 
78U. 

Kugel  als  Rolsationsfläche  kon- 
stanter Krümmung  798. 

Kurven  und  ihre  Linienelemente 
666,  667,  in  Räumen  von  beliebig 
vielen  Dimensionen  668,  die  ein 
Ebenenbüschel  unter  konstantem 
Winkel  schneiden,  895,  geodäti- 
sche und  kürzeste  auf  Flächen 
920,  kürzester  Fallzeit  901,  903, 
912,  siehe  auch  ebene  Kurven 
und  Integralkurven. 

Kurvenkongruenz  799. 

Kürzeste  Linien  920. 

L. 

Lagrange  -  Mongesche  Inte- 
grationsmethode bei  part. 
Dflfgln.  1.  0.  876—881. 

Legendresche  Trf.  890. 

Leitlinie  der  Kettenlinie  900,  der 
Traktrix  713. 

Letzter  Multiplikator  864. 

Lin.  gew.  Dffgl.  1.  0.  716,  726, 
741,  744,  750,  verkürzt  716,  741, 
aufgefaßt  als  Eiccatische  Diifgl. 
750. 

Lin.  gew.  Dffgl.  höherer  0.  805, 
vereinfacht  mittels  bekannter  Lö- 
sungen der  verkürzten  DflFgl.  847, 
848,  mit  bekannten  inf.  Trfn.  848, 
mit  konstanten  Koeffizienten  und 
veränderlichem  absoluten  Gliede 

851,  verkürzt    mit     konstanten 
Koeffizienten  806,   spezieller  Art 

852,  verkürzt  siehe  verkürzte  lin. 
gew.  Dffgl.  [775. 

Lin.  hom.  eingliedrige  Gruppe 
Lin.  hom.  part.  Dffgl.  1.  0.  siehe 

hom.  lin.  part.  Dtfgl.  1.  0. 
Lin.  hom.  Transformation  775. 
Lin.  hom.  System  1.0.  von  gew. 

Dtfgln.  in  d." Normalform  769,  770, 

mit  konstauten  Koeffizienten  771, 

772, -775,  806. 
Lin.  part.  Dffgl.   1.  0.  853—858, 

875,  887,  äquivalent  einer  lin.  hom. 

part.  Dffgl.  1.  0.  854,  geometrisch 

gedeutet  866,  für  hom.  Fktn.  855. 


Lineares  System  1.  0.  von  gew. 
Dtfgln.   in    der  Nonnalform    774. 

Lineare    Trf.  754,  755. 

Linear  unabhängige  Fktn.  785. 

Linien  demente  ebener  Kurven 
666,  von  Raumkurven  667,  668, 
als  Elemente  1.  0.  788,  einer 
Fläche  779,  bei  einer  eingliedri- 
gen Gruppe  745—747,  bei  gew. 
Dffgln.  1.  0.  666,  676,  bei  Syste- 
men 1.  0.  von  gew.  Dffgln.  667, 
668,  761,  764,  777,  bei  lin.  part. 
Dffgln.  1.  ü.  856,  singulare  siehe 
singulare  Liuienelemente. 

Logarithmen  addiert  730. 

Logarithmische  Spiralen  714, 
«00,  804. 

Lösungen  von  Dffgln.  661,  669, 
trivial  672,  zu  unterscheiden  von 
Auflösungen  675,  von  hom.  lin. 
part.  Dffgln.  1.  0.  853,  von  lin. 
part.  Dffgln.  1.  0.  854,  die  meh- 
reren hom.  lin.  part.  Dffgln.  1.  0. 
gemein  sind,  866,  868,  eines  voll- 
ständigen Systems  869,  einer  part. 
Dffgl.  1.  0.  874,  876,  877,  881, 
882,  891,  siehe  auch  allgemeine 
und  singulare  Lösung  und  Lö- 
sungensystem. 

Lösungensystem  eines  Systems 
1.  0.  von  gew.  Dffgln.  683,  684, 
689,  691,  692,  701,  761,  763,  776, 
insbes.  im  kompl.  Bereiche  823 
— 825,  828,  eines  Systems  höherer 
0.  von  gew.  Dffgln.  662,  702,  eines 
Systems  von  part.  Dffgln.  669, 
eines  Systems  von  totalen  Dffgln. 
671,  siehe  auch  allgemeines  und 
singuläres  Lösungensystem. 

Loxodromen  895. 

M. 

Matrix  777. 

Maxima  siehe  Extremwerte. 

Methoden  derintegration  siehe 
Integratiousmeth  öden. 

Minima  siehe  Extremwerte. 

Mittlere  Krümmung  einer  Ro- 
tationsfläche 798. 

Mongesche  Dffgl.  geometrisch 
gedeutet  892,  integriert  894,  zu- 
gehörige part.  Dffgl.  1.  0.  893, 
der  Loxodromen  896. 

Monogene  Fkt.  von  mehreren  Ver- 
änderlichen 817,  als  analvtische 
Fkt.  820,  integriert  818,  819,  ver- 
glichen mit  einer  speziellen  Fkt. 
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821,  ihre  Ableitungen  820,  von 
einer  Veränderlichen  als  Lösung 
eines  Systems  von  part.  Dfi'gln. 
670,  674,  bei  Isothermenscharen 
in  der  Ebene  729. 
Multiplikatoren  gew.  Dffgln.  1. 

0.  724,  859,  geometrisch  gedeutet 
727,  von  gegebener  Form  728, 
abgeleitet  aus  bekannten  infinite- 
simalen Trfn.  738—741,  insbes. 
bei  der  Eulerschen  Dffgl.  730, 
insbes.  von  hom.  Dffgln.  725, 
739,  inbes.  von  lin.  Difgln.  726, 
741 ,  insbes.  bei  Dffgln.  für  Iso- 
thermenscharen 729,  insbes.  bei 
Dffgln.  für  Parallelkurven  727, 
Pfaffscher  Dffgln.  872,  hom.  lin. 
part.  Dffgln.  1.  0.  siehe  Jacobi- 
sche Multiplikatoren. 

N. 

Neue  Veränderliche  in  einglie- 
drigen Gruppen  742,  in  gew. 
Dffgln.  1.  0.  714,  722,  7  23,  in 
verkürzten  lin.  gew.  Dffgln.  838. 
in  hom.  lin.  part.  Dffgl.  1.  0.  und 
ihren  Jacobischen  Multiplikatoren 
862,  in  Involutionssystemen  869, 
870,  kanonische  743,  744,  814, 
vermöge  der  Legendreschen  und 
Eulerschen  Trf.  890,  in  Integralen 
zur  Verwandlung  veränderlicher 
Grenzen    in    feste  907,   909,  911. 

"Normalenschar  780,  872. 

Normalform      eines      Systems 

1.  0.  von  gew.  Dffgln.  665,  673, 
689,  691,  692,  761—763,  765,766, 
geometrisch  gedeutet  667,  668, 
761,  mit  einigen  bekannten  Inte- 
gralen 765,  worin  die  unabhän- 
gige Veränderliche  nicht  vor- 
kommt, 678—685,  731—735,  742, 
766—768,  lin.  hom.  769,  770, 
lin.  hom.  und  mit  konstanten 
Koeffizienten  771,  772,  775,  806, 
lin.  774,  von  spezieller  Art  690,  765. 

Normalform  verkürzter  lin. 
gew.  Dffgln.  836. 

0. 

Orthogonale  Trajektorien  ebe- 
ner Kurvenscharen  740,  einer 
Kugelschar  765. 

P. 

Parabeln  715,  723,  747,  795,  797, 
799. 


Parallele  Geraden  bei  projekti- 
ven und  insbes.   lin.  Trfn.  755. 

Parallelkurven  727.  [732. 

Parameter  einer  Schar  von  Trfn. 

Partielle  Dffgl.  1.  0.  874—891, 
geometrisch  gedeutet  874,  ihre 
Charakteristiken  878,  ihre  charak- 
teristischen Streifen  879,  ihre  Ele- 
mentarkegel 874,  878,  893,  ihre 
vollständigen  Lösungen  und  deren 
Anwendung  876,  877,  881,  die 
zu  einer  gegebenen  vollständigen 
Lösung  gehört,  876,  integriert 
nach  Lagrange  und  Monge  876, 
877,  881,  integriert  nach  Cauchy 
882—887,  891,  ihre  singulären 
Lösungen  882,  888,  zugeordnet 
einer  Mongeschen  Dffgl.  893—895, 
bei  Ausführung  der  Legendreschen 
oder  Eulerschen  Trf.  890,  der 
Flächen,  die  ein  Ebenenbüschel 
unter  konstantem  Winkel  schnei- 
den, 895,  siehe  auch  lin.  und  hom. 
lin.  part.  Dffgl.  1.  0. 

Partielle  Dffgln.  höherer  0. 
669. 

Partikularlösungen  siehe  Lö- 
sungen. 

Pfaffsche  DffgL  871—873,  geo- 
metrisch gedeutet  871,  ihre  Inte- 
grabilitätsbedingung  872,  äqui- 
valent mit  einem  vollständigen 
System  872,  für  vollständige  Lö- 
sungen einer  part.  Dffgl.  1.  0. 
881,  als  Spezialfall  einer  Monge- 
schen Dffgl.  892,  hom.  873. 

Poissons  Satz  über  zwei  hom.  lin. 
part.  Dffgln.   1.  0.  866. 

Polarkoordinaten  714,  742,  744, 
745. 

Pole  einer  verkürzten  lin.  gew. 
Dffgl.  830,  ihre  Bedeutung  für 
die  Fortsetzung  der  Lösungen 
834. 

Polygon  als  Annäherung  an  eine 
Integralkurve  679—683. 

Potenzfunktion  im  kompl.  Be- 
reiche 835. 

Potenzreihen  für  monogene 
Funktionen  820. 

Prinzip  des  letzten  Multipli- 
kators 864. 

Projektive  Trf.  einer  Veränder- 
lichen 748,  insbes.  bei  der  Riccati- 
schen  Dffgl.  749,  insbes.  bei  der 
lin.  gew.  Dffgl.  1.0.  750,  zweier 
Veränderlicher    752,     753,    754, 
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insbes.  bei  der  Jacobischen  DfFgl. 
756,  757,  759,  760. 
Puokt-Trf.  7H2,  einmal  erweitert 
745,  mehrmals  erweitert  805. 

Q. 

Quadratur  674.  [724,  859. 

Quotient  von  Multiplikatoren 

R. 

Raum  von  mehr  als  drei  Dimen- 
sionen 668,  768,   776. 

Regulär  als  Gegensatz  zu  singulär 
siehe  die  Stichworte  mit  singulär. 

Reguläre  Stellen  bei  einer  ver- 
kürzten lin.  gew.  DtFgl.  830. 

Reguläres  Verhalten  einer Fkt. 
820. 

Riccatische  Dffgl.allgemein  718, 
749,  805,  zur  Berechnung  der 
Dift'erentialinvarianten  1.  0.  811, 
speziell  719,  846. 

Rollen  eines  Kegelschnittes 
auf  einer  Geraden  799. 

Rotationsfläche  größten  Volu- 
mens bei  gegebener  Meridian- 
länge 916,  kleinster  Fläche  90U, 
912,  915,  kleinster  Fläche  bei  ge- 
gebenem Volumen  917,  konstanter 
Krümmung  798,  konstanter  mitt- 
lerer Krümmung  799,  917. 

Rotationskegel  als  Fläche  von 
der  Krümmung  Null  798. 

S. 

Schar  von  Trfn.  732,  733. 

Schiebungen  735,  739,  740, 
745—747. 

Schleppkurve  mit  gerader  Leit- 
linie  713. 

Schmiegungsebenen  der  geo- 
dätischen Kurven  920.  [900. 

Schwerpunkt  einer  ebenen  Kurve 

Simultane  Dffgln.  662. 

Singulare  Elemente  höherer 
Urd.  bei  einer  gew.  DflFgl.  788. 

Singulare  Flächenelemente 
einer  lin.  pari.  Dftgl.  1.  0.  854, 
einer  part.  Dtfgl.  874. 

Singulare  Integralflächen 
einer  lin.  part.  Dffgl.  1.  0.  854, 
einer  part.  Dffgl.  1.  0.  874,  877, 
882,  888,  einer  part.  Dtfgl.  1.  0. 
als  Einhüllende  877. 

Singulare  Integralkurven  einer 
gew.  Dffgl.  1.  0.  708,  710—712, 
721,  insbes.  als  Einhüllende  710, 


insbes.  als  Grenzlage  regulärer 
712,  insbes.  unter  Umständen 
wichtiger  als  die  regulären  721, 
einer  gew.  Dtfgl.  höherer  0.  788, 
insbes.    als   Einhüllende   höherer 

0.  789,  790,  insbes.  unter  Um- 
ständen wichtiger  als  die  regu- 
lären 804,  eines  Systems  1.  O. 
von  gew.  Dffgln.  777,  insb.  als 
Einhüllende  778,  779,  siehe  auch 
singulare  Lösung. 

Singulare  intermediäre  Inte- 
gralgleichungen 792. 

Singulare  Linienelemente 

einer  gew.  Dffgl.  1.  0.  708,  eines 
Systems  1.  0.  von  gew.  Dffgln. 
777. 

Singulare  Lösung  einer  gew. 
Dffgl.  1.  0.  708,  710—712,  777, 
insbes.  der  Clairautschen  720, 
721,  einer  gew.  Dffgl.  höherer  0. 
788—791,   einer  lin.  part.   Dffgl. 

1.  ü.  854,  einer  part.  Dffgl.  1.  U. 
874, 882, 888,  891,  siehe  auch  singu- 
lare Integralkurven  und  -flächen. 

Singuläres  Lösungensystem 
eines  Systems  1.  0.  von  gew. 
Dffgln.  777,  gewonnen  durch  Ein- 
hüllung 778,  779. 

Sinusschwingungen  795. 

Sphärische  Loxodromen  895. 

Stationäre  Strömung  in  der 
Ebene  666,  734,  im  Räume  667, 
im  Räume  von  »  Dimensionen  668. 

Stelle    der   Bestimmtheit   837. 

Stetige  Fkt.  von  mehreren  Ver- 
änderlichen 817,  in  der  Um- 
gebung einer  Stelle,  wo  sie  nicht 
verschwindet,  693,  817. 

Strahlen    als  Integralkurven  667. 

Streckungen  733,  735,  739,  740, 
744,   746,  747. 

Stromlinien  siehe  stationäre 
Strömung. 

Symbol  einer  in  f.  Trf.  von  zwei 
Veränderlichen  735,  von  )>  Ver- 
änderlichen 767,  bei  Einführung 
neuer  Veränderlicher  742,  lin.  754. 
lin.  hom.  775,  projektiv  751,  753, 
754,  insbe».  einer  Drehung,  Schie- 
bung oder  Streckung  735. 

Symbol  d.  hom.  lin.  part.  Dffgl. 
1.  0.  862. 

System  1.  0.  von  gew.  Dffgln. 
in  der  Normalform  665,  673, 
689,  691,  692,  761—763,  765,  766, 
777,   geometrisch   gedeutet   667, 
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668,  761,  764,  mit  einigen  be- 
kannten Integralen  765,  frei  von 
der  unabhängigen  Veränderlichen 
677—685,  7ol— 735,  742,  766— 
768,  688,  für  d.  charakteristischen 
Streifen  858,  879,  882,  891,  von 
spezieller  Art  690,  753,  765,  siehe 
auch  lin.  und  lin.  hom.  Systeme. 

System  1.  0.  von  gew.  Dffgln. 
allgemein  701,  776—779,  als 
Ersatz  eines  Systems  höherer  0. 
663,  664,  seine  Normalform  665, 
673,  Clairautsches  780. 

System  höherer  0.  von  gevs^. 
'Dffgln.  662,  702,  zurückgeführt 
auf  ein  System  1.  0.  663. 

System  von  hom.  lin.  part. 
Dffgln.  1.  0.  865—870,  voll- 
ständig 867-870,  in  ein  Involu- 
tionssystem verwandelt  868  —  870. 

System    von  part.  Dffgln.    669. 

System  von  totalen  Dffgln.  671, 
zurückgeführt  auf  eiu  System  in 
der  Normalform  768,  linear  und 
homogen  775. 

System  von  Lösungenusw.  siehe 
Lösungensystem  usw. 

T. 

Tangente  in  Räumea  von  mehr 
als  drei  Dimensionen  668. 

Tangentenflächen,  die  eine  Ku- 
gel einhüllen,  880. 

Tangenten  Winkel  ebener  Kurven 
666,  als  unabhängige  Yeränder- 
liche  722. 

Totale  Dffgln.  671,  672,  676, 
677,  äquivalent  vollständigen 
Systemen  870,  s.  auch  Pfaffsche 
und  Mongesche  Dffgl. 

Traktrix  713,  740,  797,  798,  900. 

Transformation  der  Linienele- 
mente 745—747,  der  Elemente 
höherer  0.  807. 

Transformation  vonLegendre 
und  Euler  890. 

Transformation  von  Verän- 
derlichen 732,  745,  767,  er- 
weitert 745,  807,  siehe  auch  inf., 
lin.,  projektive  Trf. 

Trennnung  der  Veränder- 
lichen 713,  743. 

Triviale  inf.  Trfn.  739,  741. 

u. 

Überdeckungdes Bereiches  durch 
Integralkurven  703,  707,  761,  764, 


776,  der  Brennfläche  durch  sin- 
gulare Integralkurven  779. 

Umgebung  einer  Stelle,  wo 
eine  stetige  Funktion  nicht  ver- 
schwindet, 693,  817. 

Unabhängige  Integrale  eines 
Systems  1.  0.  von  gew.  Dffgla. 
781,   einer  gew.  Dffgl.  781,    782. 

Unabhängigkeit  hom.  lin.  part. 
Dffgln.  1.  0   865. 

Unendlich  ferne  Gerade  als 
Integralkurve  750,  bei  lin.  Trf.  755. 

Unendlich  ferner  Punkt  bei 
lin.  Trf.  755. 

Unentwickelte  Funktion  von 
einer  Veränderlichen  694,  von 
mehreren  Veränderlichen  696  bis 
699,  ihre  Ableitungen  695—697, 
699,  im  kompl.  Bereiche  826. 

V. 

Variabilitätsbereich  einer Fkt. 
von  mehreren  kompl  Veränder- 
lichen 817,    siehe    auch    Bereich. 

Variation  der  Konstanten  774, 
805,  von  Funktionen  897,  von 
Integralen  897,  898,  902,  904,  908, 
913,  918,  insbes.  die  erste  897, 
902,  904,  908,  insbes.  die  «*<=  897. 

Variationsrechnung    896 — 920. 

Verallgemeiner ungdes  Begriffs 
der  Integration  674,  der  Clairaut- 
sche  Dffgl.  780,  803,  889. 

Vergleichungsfunktion  f.  eine 
monogene  Fkt.  821. 

Verkürzte  lin.  gew.  Dffgl.  1.  0. 
716,  741. 

Verkürzte  lin.  gew.  Dffgl.  hö- 
herer 0.  805,  im  kompl.  Be- 
reiche 830,  integriert  in  der  Um- 
gebung einer  regulären  Stelle 
831 — 833,  integriert  mit  Hinzu- 
ziehung einer  Potenzfunktion 
835—841,  ihre  determinierende 
Gleichung  837,  838,  ihre  Normal- 
form 836,  838,  ihre  Stellen  der 
Bestimmtheit  837, 838,  vereinfacht 
mittels  bekannter  Lösungen  847, 
Determinante  ihrer  Partikular- 
lösungen und  der  Ableitungen 
dieser  849,  2.  0.  849,  andere  spe- 
zielle Fälle  839,  842—845,  850, 
mit  konstanten  Koeffizienten  806. 

Verkürztes  lin.  System  1.  0.  in 
der  Normalform  774,  mit  kon- 
stant. Koeffizienten  siehe  d'Alem- 
bertsches  System. 
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Verschwinden  der  ersten  Va- 
riation  897,  902,  904,  908. 

VertauschVjare  Trfn.  732. 

Vollständiges  Differential 
gleich  Null  713,  des  Integrals  einer 
gew.    DfFgl.   1.  0.   713,  724,   738. 

Vollständige  Integration  661. 
662,  669,  671. 

Vollständige  Lösung  einer  part. 
Dffgl.  1.  0.  876,  ihre  Berechnung 
881,  zur  Bestimmung  der  regu- 
lären Lösungen  876,  877,  zur 
Bestimmung  der  singulä,ren  Lö- 
sungen 877,  888. 

Vollständiges  System  von  hom. 
lin.  part.  Dff'gln.'  1.  0.  867—870. 


als   Involutionssystem  868,    inte- 
griert 869,  zweigliedrig  870,  872. 
Vollständiges  System  von  In- 
tegralen 763. 

V). 

Winkeltreue  Trf.  729,  740. 
ir-Kurveu  709,  760.  [830. 

Wesentlich  singulare  Stellen 
Wesentliche      willkürliche 
Konstanten  in  einer  Fkt.   786. 

Z. 

Zentrafläche  780. 

Zykloiden  711,797,901,  906,  912. 

Zylinder  8.57. 


S«rret-S  Chef  fers,  Diff.-  u.  Integral-Rechnung   III.  3.  Aafl 


Berichtiguiigeii. 

Man   beachte   außer  den   folgenden  Berichtigungen  auch  die  in  den 
beiden  ersten  Bänden  schon  angegebenen. 

Zum  ersten  Bande  (in  der  4.  u.  5.  Auflage). 
Seite  558,  Zeile     5  von  unten  lies:  Moduls. 

„      619,      „        5     „         „         „      in  der  zweiten  Spalte:  Funktionen. 

Zum  zweiten  Bande. 
Seite     39,  Zeile  15  von  unten  lies:  (3)  statt  (2). 

„      108,      „        6     „         „        „      tglx^t. 

„      169,      „        6     „         „        „      ^X  statt  ^x. 

„      170,      „        7     „         „        „      iJX  <:h  statt    JF\<Ch. 

„      175,      ,,      10     „         ,,     fehlt  beim  zweiten  Integralzeichen  die  obere 

Grenze  X. 

„      343,      ,,       15     „         „     lies:  t  statt  /„. 

„      498,      „       14     „     oben  sind  die  Striche  auf  den  rechten  Seiten  der 

Ungleichungen  nicht  nötig. 

„  501,  „  16  bis  11  von  unten  ist  die  Behauptung,  daß  p  —  q  kon- 
stant bleibt,  nur  für  solche  "Wege  c  richtig, 
die  den  bald  darauf  erwähnten  Integrations- 
weg X  nicht  treffen. 

„      57'2,      „        5  von  unten  lies:  dx  statt:  du. 

„      586,      „        2     „         ;,         „     der  Differenz  statt:    des  Differentials. 

Zum  dritten  Bande. 
Seite     69,  Zeile  5  von  unten  lies  zu  Anfang:  stetig. 
„      105    beachte  man  bei  Satz  6  die  in  Nr.  777  am  Schlüsse  angegebene 

Korrektur. 
„      281  in  Formel  (6)  lies:  A  statt  J. 
„      335,  Zeile  15  von  unten  lies:  Konstanten. 
„      379,      „       12     „  „         „      Differentialgleichung. 

„      425,      „        8     „     oben       „      (1)  statt  (2). 
„      426  ist  die  Formelnummer  (11)  zu  streichen. 


Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  und  Berlin. 

Ahrens,  Dr.  W.,  in  ]\Iagdeburg,  mathematische  Unterhaltungen  und 
Spiele.  Mit  1  Tafel  und  vielen  Figuren.  [X  u.  42«  S.]  gr.  8. 
1901.  In  2  Hülften  geh.  je  n.  JC.  t) . —  In  Original-Leinwandband 
mit  Zeichnung  von  P.  Bürck  in  Darmstadt.  (2.  Auflage  in  Vorbe- 
reitung.)    n.  JL  10. — 

Kleine    Ausgabe:    Mathematische  Spiele.     170.  Band    der 

Sammlung  wissenschaftlich -gemeinverständlicher  Darstellungen  ,,Aus 
Natur  und  Geisteswelt".  Mit  einem  Titelbild  und  69  Figuren.  [VI  u. 
118S.]    8.    1907.    (jQh.n.Jil. — ,  in  Leinwand  geb.  n.  .il[  1 .  25. 

,,Der  Verfasser  derailben  wollte  sowohl  den  Fachmann,  den  der  theoretische  Kern  des 
Spiules  interessiert,  als  den  mathematisch  gebililcten  Laien  befriedigen,  dem  es  sicli  um  ein  an- 
regendes Gedankenspiol  handelt ;  und  er  hat  den  richtigen  Weg  gefunden,  beides  zu  erreichen. 
Dem  wibsenscliaftlichen  Iiiterosse  wird  er  gerecht,  indem  er  durch  die  sorsfältig  zusammen- 
getragene Literatur  und  durch  Einschaltungen  mathematisehen  Inhalts  die  Beziehungen  ztir 
Wissenschaft  herstellt;  dem  Nichtmathematiker  kommt  er  durch  die  trefflichen  Erläuterungen 
entgegen,  die  er  der  Lösung  der  verschiedenen  Spiele  zuteil  werden  läßt,  und  die  er,  wo  nur 
irgend  nötig,  durch  Schemat:i,  Figuren  und  dergleichen  unterstützt." 

(Professor  Czuher  in  der  Zeitschrift  für  das  Realschulwesen.) 

Archiv  der  Mathematik  und  Physik  mit  besonderer  Rücksicht 
auf  die  Lehrer  an  höheren  Unterrichtsanstalten  sowie  die 
Studierenden  der  Mathematik  und  Physik.  Gegiündet  1841 
durch  J.  A.  Grunert.  III.  Reihe.  Im  Anhange:  Sitzungsberichte 
der  Berliner  Mathematischen  Gesellschaft.  Herausg.  von  E.  Lampe 
in  Berlin,  W.  Franz  Meyer  in  Königsberg  in  Pr.  und  E.  Jahnke  in 
Berlin.  1909/10.  15.  Band.  gr.  8.  Preis  für  den  Band  von  24  Druck- 
bogen in  4  Heften  n.  JL  16. — 

Das  Archiv  ist  das  einzige  Organ,  das  sich  nicht  nur  die  Erweiterung  der  mathe- 
matischen Erkenntnis,  sondern  auch  die  Vorbreitunfjt  mathematischer  Forschung  als  Ziel  sttckt. 
Zur  Fesselung  des  Leserkreises  sollen  auch  solche  Aufsätze  gebracht  werden,  die  die  Kenntnis- 
nahme und  das  Verständnis  der  neuereu  mathematischen  Anschauungen  und  Entdeckungen 
vermitteln 

Um  zu  selbständigen  Arbeiten  anzuregen,  werden  Aufgaben  zu  stellen  versucht,  die 
dem  Stoffe  des  Hochschulunterrichts  entnommen  sind.  Die  Namen  der  Einsender  richtiger 
Lösungen  werden  in  den  nächsten  Heften  veröffentlicht.  Bearbeittingen,  die  sich  durch  Origi- 
nalität und  Eleganz  der  Darstellung  auszeichnen,  werden,  soweit  der  Platz  verfügbar  ist,  zum 
Abdruck  gelangen.  Durch  die  Mannigfaltigkeit  der  Gaben  soll  vor  allem  die  Langweiligkeit 
und  die  Kleinigkeitskrämerei  aus  dem  Archiv  verbannt  werden. 

Borel,  Dr.  E.,  Professor  an  der  Sorbonne  zu  Paris,  die  Elemente 
der  Mathematik.  Deutsche  Ausgabe,  besorgt  von  P.  Stä ekel,  Pro- 
fessor in  Karlsruhe  i.  B.     2  Bände,     gr.  8. 

I.  Band:   Arithmetik   und   Algebra.     Mit  .57  Figuren   und   3  Tafeln.     [XVI  u.  431  S.] 
1908.     In  Leinwand  geb.  n.  JL  S.ÜO. 
II.      —       Geometrie,     [ca.  3.50  S.]     [Unter  der  Presse.] 

l>ie  Vorschläge  zu  einer  Reform  des  Unterrichtes  in  den  Elementen  der  Mathematik, 
die  neuerdings  seitens  der  Untcrrichtskommissiou  der  Gesellschaft  Deutscher  Naturforscher  und 
Arzte  gemacht  worden  sind,  hatten  in  Frankreich  bereits  seit  1900  in  den  offiziellen  Lehr- 
plänen Verwirklichung  gefunden.  Auf  dieser  modernen  Grundlage  hat  E.  Borel  seine  vor- 
trefflichen Lehrbücher  aufgebaut,  die  in  Frankreich  weite  Verbreitung  gefunden  haben.  Es 
erschien  daher  augebracht,  diese  Elemente  der  Mathematik  in  einer  den  deutschen  Ver- 
hältnissen angepaßten  Bearbeitung  dem  deutschen  Publikum  zugänglich  zu  machen. 

Burkhardt,  Dr.  H.,  Professor  an  der  LTniversität  München,  Vorlesungen 
über  die  Elemente  der  Differential-  und  Integralrechnung 
und  ihre  Anwendung  zur  Beschreibung  von  Naturerschei- 
nungen. Mit  38  Figuren.  [XII  u.  252  S.]  gr.  8.  1907.  Geb. 
u.  Jt.  6  .  — 


Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  und  Berlin. 

Das  Buch  gibt  eine  Darstellung  der  Elemente  der  höheren  Analysis,  die  nach  Möglich- 
keit den  Bedürfnissen  der  Studierenden  sowohl  der  Mathematik  wie  auch  der  Naturwissen- 
schaften, insbesondere  auch  der  Chemie  gerecht  werden  soll.  Aus  diesem  Grunde  mußte  einer- 
seits der  Stoff  den  letzteren  in  für  sie  genießbarer  Form  dargeboten,  also  auf  Arithmetisiereu 
verzichtet  werden;  andrerseits  mußte  erreicht  werden,  daß  auch  die  ersteren  nicht  in  die  Not- 
wendigkeit versetzt  werden,  das,  was  sie  in  der  elementaren  Vorlesung  gelernt  haben,  später 
wieder  verlernen  zu  müssen.  Verfasser  hat  diesem  Ziele  nalie  zu  kommen  geglaubt  durch 
sorgfältige  Auswahl  des  Stoffes,  ausführliche  Entwicklung  der  fundamentalen  Begriffe  an  kon- 
kreten Problemen  und  verschiedene  Abänderungen  in  der  herkömmlichen  Anordnung. 

Das  Werkchen,  das  zunächst  auf  die  besonderen  Verhältnisse  einer  kleineu  Universität 
zugeschnitten  ist,  dürfte  doch  auch  anderwärts  von  Nutzen  sein;  namentlich  auch  Lehrern,  die 
sich  über  die  Frage  der  Tuulichkeit  der  Einführung  der  Elemente  der  Differentialrechnung  in 
den  Schulunterricht  ein  Urteil  zu  bilden  wünschen.  Doch  ist  es  nicht  als  Schulbuch  gedacht, 
auch  nicht  als  ein  Buch  für  Techniker,  sondern  vor  allem  als  ein  Buch  für  Studenten  der 
Universitäten  in  den  ersten  Semestern. 

Czuber,  Hofrat  Dr.  E.,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule  zu 
Wien,  Vorlesungen  über  Differential-  und  Integralrechnung. 
2  Bände.  2.,  sorgfältig  durchgesehene  Auflage,  gr.  8.  1906.  In 
Leinwand  geb. 

I.  Band.     Mit  115  Figuren.     [XIV  u.  560  S.]     n.  Jl.  12.— 

II.      —         Mit  87  Figuren.     [VIII  u.  532  S]       n.  M  12.— 

Das  Werk  verfolgt  das  Ziel,  eine  Darstellung  der  theoretischen  Grundlagen  der  Infini- 
teBimalrechnung  in  organischer  Vorbindung  mit  deren  Anwendungen,  insbesondere  den  geo- 
metrischen, von  solchem  Umfange  zu  geben,  als  es  einerseits  für  das  Studium  jener  angewandten  . 
Disziplinen,  in  welchen  die  JMathematik  den  Grund  zu  legen  hat,  erforderlich  ist,  und  als  es 
andererseits  die  Vorbereitung  für  das  Eintreten  in  Spezialgebiete  der  Analysis  voraussetzt.  Es 
hat  in  erster  Linie  die  Bedürfnisse  der  technischen  Hochschulen  im  Auge,  wird  aber  auch  von 
Studierenden  der  Mathematik  im  engeren  Sinne  mit  Nutzen  gebraucht  werden  können,  denn  die 
reichliche  Bedachtnahme  auf  die  Anwendung  der  theoretischen  Sätze  ist  wesentlich  geeignet, 
das  Verständnis  der  Theorie  zu  fördern  und  zu  vertiefen. 

Die  zweite  Auflage  weist  gegenüber  der  ersten  einige  größere  Erweiterungen  im  Inhalt 
auf,  insofern  u.  a.  im  ersten  Baude  die  hyperbolischen  Funktionen  und  der  Begriff"  der  Funktion 
einer  komplexen  Variableu,  im  zweiten  Bande  die  Theorie  der  Eulerschen  Integrale,  der 
Fourierschen  Keiheu,  die  Moment-  und  Schwerpunktsbestimmungen  und  die  Sätze  von  Green 
hinzugefügt  wurden. 

Wahrscheinlichkeitsrechnung   und   ihre  Anwendung  auf 

Fehlerausgleichung,    Statistik   und    Lebensversicherung.      2.  Aufl.  in 
2  Bänden. 

I.  Band     Wahrscheinlichkeitstheorie.  Fehlerausgleichung.  KoUektivmaßlehre.  Mit  18  Figur 

[X  u.  410  S.]     gr.  8.     1908.     In  Leinwand  geb.  n.  Jl  12.— 
II.     —       [Unter  der  Presse  j 

Das  vorliegende  Buch  gibt  einff  DarsteUung  der  Wahrscheinlichkeitstheorie  zusammen 
mit  ihren  hauptsächlichsteu  Anwendungsgebieten:  Fehlcrausgleichuug,  mathematische  Statistik 
und  Lebensversicherungsrechiiuug. 

In  dem  grundlegenden  ersten  Teil  wird  auf  die  fundamentalen  Fragen  der  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung eingegangen ;  eine  große  Auswahl  von  Problemen,  darunter  selbstverständlich 
die  klassischen,  ist  dazu  bestimmt,  in  den  Geist  der  Wahrscheinlichkeitssätze  und  ihren  rich- 
tigen Gebrauch  einzuführen. 

Der  zweite  Teil  begründet  die  Fehlertheorie  und  die  aus  ihr  entspringende  Methode 
der  kleinsten  Quadrate ;  Beispiele  aus  verschiedenen  Wissenszweigen  geben  eine  zureichende 
VorsteUung  von  der  Verwendung  dieses  wichtigen  Instruments  zur  Bearbeitung  von  Beobach- 
tungsergebnissen. 

Im  dritten  Teile  werden  die  modernen  Hilfsmittel  der  wissenschaftlichen  BeurteUung 
und  Ausnützung  von  Erfahrungstatsachen  auf  statistischem  Gebiete  erörtert;  die  Probleme  der 
Sterblichkeits-  und  Invaliditätsmessung  stehen  im  Vordergrunde  der  Betrachtung. 

Der  vierte  Teil  erklärt  das  Wesen  und  behandelt  alle  belangreichen  Probleme  der 
Lebensvorsicherungsrechnung;  um  auch  einen  Einblick  in  die  Auswertung  der  hier  maßgebenden 
Formeln  und  die  auftretenden  Zahlwerte  zu  gewähren,  sind  Tabellen  und  Eechnungsbelspiele 
in  größerer  Zahl  eingefügt. 

Encyklopädie  der  Mathematischen  Wissenschaften,  mit  Einschluß 
ihrer  Anwendungen.  Herausgegeben  im  Auftrage  der  Akademien  der 
Wissenschaften  in  Göttingen,  Leipzig,  München  und  Wien,  sowie  unter 
Mitwirkung  zahlreicher  Fachgenossen.  In  7  Bänden.  Jährlich  etwa 
6  Hefte,    gr.  8.    Geh.  und  in  Halbfranz  geb. 


Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  und  Berlin. 

I.  Band:  Arithmetik  und  Algebra,  in  2  Teilen,  red.  v.  W.  Fr.  Meyer. 
II.      —       Analyais,  in  2  Teilen,  red.  v.  H.  Burkhard t  und  W.  Wirtin ger. 
ni.     —       Geometrie,  in  3  Teilen,  red.  v.  \V.  Fr.  Meyer. 
IV.      —       Mechanik,  in  -1  Teilbänden,  red.  v.  F.  Klein  und  C.  H.  Müller. 

V.      —       Physik,  in  3  Teilen,  red.  v.  A.  Sommerfeld. 
VI.      —       1:  Geodäsie  und  Geophysik,  in  2  Teilbänden,   red.  v.  Ph.  Furtwängler  und 

E.  Wiechert. 
VI.      —       2:  Astronomie,  red.  v.  K.  Schwarzschild. 
VII.      —       Geschichte,  Philosophie,  Didaktik.     Kedaktiou  unbestimmt. 

[I  ist  erscliienen,  II — VI  im  Erscheinen  begriffen,  VII  in  Vorbereitung] 
Ausführlichen  Prospekt  bittet  man  vom  Verlag  zu  verlangen. 
Aufgabe  der  Encyklopädio  ist  es,  in  knapper,  zu  rascher  Orientierung  geeigneter  Form, 
aber  mit  möglichster  Vollständigkeit  eine  Gesamtdarstellung  der  mathematischen  Wissenschaften 
nach  ihrem  gegenwärtigen  Inhalt  an  gesicherten  Resultaten  zu  geben  und  zugleich  durcli  sorg- 
fältige Literaturangaben  die  geschichtliche  Entwicklung  der  mathematischen  Methoden  seit  dem 
Beginn  des  lü.  Jahrhunderts  nachzuweisen.  Sie  beschränkt  sich  dabei  nicht  auf  die  sogenannte 
reine  Mathematik,  sondern  berücksichtigt  auch  ausgiebig  die  Anwendungen  auf  Mechanik  und 
Physik,  Astronomie  und  Geodäsie ,  die  verschiedenen  Zweige  der  Technik  ujid  andere  Gebiete, 
und  zwar  in  dem  Sinne,  daß  sie  einerseits  den  Mathematiker  darüber  orientiert,  welche  Fragen 
die  Anwendungen  an  ihn  stellen,  andererseits  den  Astronomen,  Physiker,  Techniker  darüber, 
welche  Antwort  die  Mathematik  auf  diese  Fragen  gibt.  In  sieben  Bänden  zu  je  etwa  640  Druck- 
seiten sollen  die  einzelnen  Gebiete  in  einer  Reihe  sachlich  geordneter  Artikel  behandelt  werden ; 
der  letzte  Band  soll  ein  ausführliches  alphabetisches  Register  enthalten.  Auf  die  Ausführung 
von  Beweisen  der  mitgeteilten  Sätze  muß  natürlich  verzichtet  werden. 

Die  Ansprüche  an  die  Vorkenntnisse  der  Leser  sind  so  gehalten ,  daß  das  Werk  auch 
demjenigen  nützlich  sein  kann,  der  nur  über  ein  bestimmtes  Gebiet  Orientierung  sucht. 

Enriques,  Dr.  F.,  Professor  an  der  Universität  Bologna,  Probleme  der 
Wissenschaft.  Deutsch  von  K.  Grelling  in  Göttingen,  [ca.  20Bg.] 
8.     1909.     In  Leinw.  geb. 

[In  Vorbereitung.] 
„Unter  dem  bescheidenen  Titel  ,Problemi   della   scienza'   bietet  Enriques   nicht   weniger 
als  eine  vollständige  Theorie  der  Erkenntnis.     Diese  GOO  Seiten  sind  so  reich  an  Gedanken,  be- 
rühren so  viele  Fragen  und  werfen  so  viele  Probleme  auf,  daß  man  nicht  an  eine  erschöpfende 
Inhaltsangabe  denken  darf.     Keine  Anzeige  könnte  die  Lektüre  des  Buches  ersetzen." 

(Pierre  Boutroux  in  der  Rivista  di  Scienza.; 

Grundlehren  der  Mathematik.  Für  Studierende  und  Lehrer.  In  2  Teilen. 
Mit  vielen  Textfiguren,     gr.  8.    In  Leinwand  geb. 

I.  Teil:   Die  Grundlehren  der  Arithmetik  und  Algebra.  Bearbeitet  von  C.  F  ärber 

und  E. Netto.     2  Bände.     (In  Vorbereitimg.) 
II.  Teil:    Die  Grundlehren  der  Geometrie.     Bearbeitet  von  H.Thiem  e  und  W  Frz. 
Meyer.     2  Bände. 
I.Band:  Die  Elemente  der  Geometrie.   Von  Dr.  Hermann  Thieme,  Professor 
an  der  Kgl.  Berger -Oberrealschule   in  Posen.     Mit  323  Textfiguren.    [XU  \i. 
394  S.]     M.  9.— 
2.      —       [In  Vorbereitung.] 
Die  ,, Grundlagen    der  Mathematik"    sind  als    ein,    dem    heutigen    Stande   der   Wissen- 
schaft entsprechendes  Gegenstück  zu  B.   Baltzers  „Elementen  der  Mathematik"  gedacht.     Sie 
bilden  kein  Handbuch,  in  dem  aller  irgendwie  wissenswerte  Stoff  aufgespeichert  wurde,  sondern 
sie  sind  in  erster  Linie  dem  Unterricht,  und  zwar  auch  dem  Selbstunterricht  gewidmet.     Tieferen 
Fragen   suchen  sie  durch  gelegentliche  Ausblicke  gerecht  zu  werden.     Nicht  minder   soll  auch 
den    historischen    Interessen    Rechnung    getragen   werden    durch    die   Angabe   der   wichtigsten 
Momente   in   der   zeitlichen  Entwicklung   der  einzelnen  Theorien. 

Speziell  ist  der  zweite  Teil  in  freier  Darstelhing  den  Grundlagen,  Grundzügen  und 
Grundmethoden  der  Geometrie  gewidmet.  Im  ersten  Bande  (Verfasser  H.  Thieme)  erhalten 
die  „Elemente",  einschließlich  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene,  gerade  durch  das  sorg- 
fältige Eingehen  auf  das  Axiomatische ,  ihre  charakteristische  Färbung,  ohne  daß  die  prak- 
tischen Forderungen  des  Lehrstoffes  vernachlässigt  würden.  Der  zweite  Band  (Verfasser 
W.  Fr  Meyer)  wird  unter  Heranziehung  der  Hilfsmittel  der  modernen  Algebra  (und  auch 
Funktionentheorie)  die  Geometrie  der  „Transformationen"  behandeln,  wobei  mit  Rücksicht  auf 
deu  zur  Verfügung  stehenden  Raum  eine  beschränkte  Auswahl  von  selbst  geboten  ist. 

Höfler,  Dr.  A.,  Professor  an  der  Universität  Wien,  Didaktik  des  mathe- 
matischen Unterrichts.  A.u  d.  T.:  Didaktische  Handbücher 
für  den  realistischen  Unterricht  an  höheren  Schulen.  Hex-ausgegeben  von 
A.  Höfler  und  F.  Poske.  Band  L  [ca  500  S.]  gr.  8.  In  Lein- 
wand geb.  [Erscheint  Juli  1909.] 
Serret-Scheffers,  Diff.-  u.  Integral-Rechnung,  in.  3.  Aufl. 


Verlag  von  B.  Gr.  Teubner  in  Leipzig  und  Berlin. 

Dieser  erste  Band  der  Sammlung  didaktischer  Handbücher  für  den  realistischen  Unter- 
richt will  Impulse  geben,  um  die  von  Klein  verlangte  „zeitgemäße  Umgestaltung  des  mathe- 
matischen Unterrichtes"  in  die  "Wirklichkeit  umzusetzen.  Vorbildlich  sind  die  von  Gutzmer 
auf  der  Moraner  Naturforscherversammlung  1905  erstatteten  Vorschläge.  Im  zweiten,  ausführ- 
lichsten Teile  werden  Lehrproben,  Lehrgänge,  Lehrpläne  als  konkrete  Beispiele  seiner  neuen 
Unterrichtspraxis  vorgeführt.  Im  ersten  Teile  werden  die  Wege  und  Ziele  eines  solchen 
mathematischen  Unterrichtes  skizaiert;  im  dritten  folgen  Blicke  in  die  Grenzgebiete  der  didak- 
tischen Psychologie,  Erkenntnis-  und  Bildungslehre. 

Killing,  Geheimer  Regierungsrat  Dr.  W.,  Professor  an  der  Universität 
Münster  i.  W.,  und  Dr.  H.  Hovestadt,  Professor  am  Realgymnasium 
zu  Münster  i.  W.,  Handbuch  des  mathematischen  Unterrichts. 

[ca.  330  S.]  gr.  8.  In  LeinW.  geb.  [Band  I  erscheint  Juli  1909,  Band n  in  Vorb.] 
Das  Werk,  dessen  erster  Band  im  Manuskript  vorliegt,  will  einem  doppelten  Zweck 
dienen:  der  Vermittlung  zwischen  Wissenschaft  und  Unterricht  sowie  der  Auswahl  passender 
methodischer  Lehrgänge.  Die  Verfasser  sind  der  Ansicht,  daß  der  Unterricht  leide,  wenn  seine 
Beziehungen  zur  Wissenschaft  sich  lookern.  Dagegen  liefert  eine  genaue  Kenntnis  der  Grund- 
lagen der  elementaren  Mathematik  wesentliche  Gesichtspunkte  für  den  Unterricht.  Außerdem 
will  das  Buch  zum  Nachdenken  über  den  Unterricht  anregen.  Es  wägt  die  Vorteile  und  Mängel 
verschiedener  Methoden  gegeneinander  ab,  damit  der  Lehrer  mit  klarer  Erkenntnis  auswähle, 
was  seiner  Persönlichkeit  und  dem  Standpunkt  der  Schüler  am  besten  entspricht. 

Müller,  Dr.  F.,  Professor  in  Dresden,  Führer  durch  die  mathe- 
matische Literatur.  Mit  besonderer  Berücksichtigung  der  historisch 
wichtigen  Schriften.  [X  u.  252  S.]  gr.  8.  1909.  Geh.  n.  J(7.— , 
in  Leinwand  geb.  n.  Ji.  8 .  — 

Das  Buch  gibt  eine  systematische  Übersicht  über  diejenigen  Einzelwerke  und  Journal- 
abhandlungen aus  der  reinen  Mathematik,  deren  Kenntnis  dem  Studierenden  unentbehrlich  ist. 
Besondere  Berücksichtigung  haben  die  historisch  wichtigen  Schriften  gefunden  sowie  auch  die 
Zeitschriften -Literatur  und  die  Enzyklopädien.  Der  Studierende,  welcher  Vorlesungen  über 
eine  spezielle  Disziplin  besucht,  wird  in  den  Stand  gesetzt,  die  Quellen  dieser  Disziplinen,  die 
Originalarbeiten,  die  Lehrbücher,  die  Aufgabensammlungen,  die  Tafeln  usw.,  auf  welche  in  der 
Vorlesung  oft  nur  in  Kürze  hingewiesen  werden  kann,  mit  Leichtigkeit  aufzufinden.  Auch  weist 
der  Führer  auf   Studienwerke  für  diejenigen  Disziplinen  hin,  über  welche  nicht  gelesen  wurde. 

Perry,  Dr.  J.,  F.  R.  S.,  Professor  der  Mechanik  und  Mathematik  am 
Royal  College  of  Science  zu  London,  höhere  Analysis  für  In- 
genieure. Autorisierte  deutsche  Bearbeitung  von  Dr.  Robert  Fricke, 
Professor  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Braunschweig,  und 
Fritz  Süchting,  Direktor  des  Elektrizitätswerkes  in  Bremen.  Mit 
106  Fig.    [Xu.  423  S.]    gr.  8.    1902.   In  Leinw.  geb.   n.  Ji.  12.— 

Das  Buch  soll  sowohl  den  Studierenden  an  den  technischen  Hochschulen  zur  Vorbereitung 
oder  Ergänzung  der  mathematischen  Vorlesungen  dienen  als  auch  dem  praktischen  Ingenieur  in 
Fällen,  wo  ihn  seine  mathematische  Bildung  im  Stiche  zu  lassen  droht. 

Die  Bedeutung  des  Buches  ist  in  dem  Umstände  begründet,  daß  der  Verf.  Ingenieur  ist 
und  dementsiJrechend  die  mathematischen  Begriffsbildungen  fortgesetzt  in  die  Sprache  und  Vor- 
stellungsweise des  Ingenieurs  einzukleiden  befähigt  ist,  daß  er  aber  andrerseits  die  richtige 
Würdigung  der  Mathematik  in  ihrer  Bedeutung  für  die  technischen  Wissenschaften  besitzt.  Die 
beiden  ersten  Kapitel  handeln  nur  von  den  allereinfachsten  Funktionen,  aber  mit  reichlichen 
Ausführungen  an  Beispielen,  welche  den  verschiedensten  Gebieten  der  Technik  entnommen  sind. 
Im  dritten  Kapitel  sind  schwierigere  Aufgaben  und  Lehrsätze  für  diejenigen  zusammengestellt, 
welche  sich  eine  über  das  Notwendigste  hinausgehende  mathematische  Bildung  aneignen  wollen. 

Pfaundler,  Hofrat  Dr.  L. ,  Professor  an  der  Universität  Graz,  das 
chinesisch-japanische  Go-Spiel.  Eine  systematische  Darstellung 
und  Anleitung  zum  Spielen  desselben.  Mit  einem  Deckelbildchen  und 
zahlreichen  erklärenden  Abbildungen  im  Texte.  [VIu.  74  S.]  8.  1908. 
In  Leinwand  geb.  n.  Ji.  3  .  — 

Anknüpfend  an  das  Interesse,  welches  hervorragende  Mathematiker,  wie  Leibnitz, 
Euler,  Gauß,  Hamilton  u.  a.  an  geistreichen  Brettspielen  genommen  haben,  gibt  der  Verfasser, 
fußend  auf  Mitteilungen  von  Korscheit  und  eine  Vorarbeit  von  Schurig,  sowie  auf  japanische 
Originalwerke  eine  systematische  DarsteUung  des  über  3000  Jahre  alten  Go-Spieles,  des  ältesten 
und  neben  dem  Schach  geistreichsten  Brettspieles  der  Welt.  Beigefügt  ist  eine  Anleitung  zum 
Spiele  nebst  einer  Auswahl  von  Problemen  und  Musterpartien.  Die  zahlreichen  Abbildungen 
und  eine  Titelvignette  sollen  das  Verständnis  fördern. 


Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  und  Berlin. 

Picard,  E.,  Membre  de  1' Institut  de  France,  das  Wissen  unserer  Zeit 
in  Matliematik  und  Naturwissenscliaft.  Deutscli  von  F.  u.  L. 
Lindemann.    [ca.  280  S.]    8.    1909.    In  Leinwand  geb. 

[Unter  der  Prosso.] 
Der  Verfasser  hat  versucht,  in  diesem  Buche  eine  zusammenfassende  Übersicht  über 
den  Stand  unseres  Wissens  in  Mathematik,  l'hysik  und  Naturwissenscliaften  in  den  ersten  Jahren 
des  20.  Jahrhunderts  zu  geben  Eine  kurze,  mit  historischer  Bemerkung  begleitete  Darstellung 
des  gegenwärtigen  Standes  dieser  Wissenschaften,  ihrer  Methoden  und  ihrer  Ziele  vermag  besser 
als  abstrakte  Abhandlungen  verständlich  zu  machen,  was  die  Gelehrten  suchen,  welche  Vor- 
stellung mau  sich  von  den  genannten  Wissenschaften  bilden  soll,  und  was  man  ron  ihnen  er- 
warten kann.  Man  findet  in  diesem  Buche  die  rerschiedenen  Gesichtspunkte,  unter  denen  man 
heute  den  Begriff  der  wissenschaftlichen  Erklärung  betrachtet,  ebenso  wie  die  Bolle,  die  hierbei 
die  Theorien  bilden,  eingehend  diskutiert. 

Poincare,  H.,  ^Eembre  de  l'Academie  de  France,  Wissenschaft  und 
Hypothese.  Autorisierte  deutsche  Ausgabe  mit  erläuternden  An- 
merkungen von  F.  und  L.  Lindemann.  2.  verbesserte  Aufl.  [XVI  u. 
346  S.]    8.    1906.    In  Leinw.  geb.  n.  Ji^.  4 .  80. 

Wenige  Forscher  sind  sowohl  in  der  reinen  als  in  der  angewandten  Mathematik  mit 
gleichem  Erfolge  tätig  gewesen,  wie  der  Verfasser  des  vorliegenden  Werkes.  Niemand  war 
daher  mehr  als  er  berufen,  sich  über  das  Wesen  der  mathematischen  Schlußweisen  und  den 
erkenntnistheoretischen  Wert  der  mathematischen  Physik  im  Zusammenhange  zu  äußern.  Und 
wenn  auch  in  diesen  Gebieten  die  Ansichten  des  einzelnen  zum  Teil  von  subjektiver  Beanlagung 
und  Erfahrung  abhängen,  werden  doch  die  Entwicklungen  des  Verfassers  überall  ernste  und 
volle  Beachtung  finden,  um  so  mehr,  als  sich  derselbe  bemüht,  auch  einem  weiteren,  nicht  aus- 
schließlich mathematischen  Leserkreise  verständlich  zu  werden,  und  als  ihm  dies  durch  passende 
und  glänzend  durchgeführte  Beispiele  in  hohem  Maße  gelingt.  Die  Erörterungen  erstrecken 
sich  auf  die  Grundlagen  der  Arithmetik,  die  Grundbegriffe  der  Geometrie,  die  Hypothesen  und 
Definitionen  der  Mechanik  und  der  ganzen  theoretischen  Physik  in  ihrer  neuesten  Entwicklung 
sowohl,  als  in  ihrer  klassischen  Form. 

Um  dem  allgemeinen  Verständnisse  noch  mehr  entgegenzukommen,  sind  der  deutschen 
Ausgabe  durch  den  Herausgeber  zahlreiche  Anmerkungen  hinzugefügt,  die  teils  einzelne  Stellen 
des  Werkes  näher  erläutern,  teils  durch  literarische  Angaben  dem  Leser  die  Mittel  zu  weiterem 
Studium  der  besprochenen  Fragen  an  die  Hand  geben. 

der  Wert  der  Wissenschaft.     Mit  Genehmigung   des  Verf 


ins  Deutsche  übertragen  von  E.Weber.  Mit  Anmerkungen  und  Zu- 
sätzen von  H.  Weber,  Professor  in  Straßburg  i.  E.,  und  einem  Bildnis 
des  Verf.    [V  u.  252  S.]     8.     1906.     In  Leinwand  geb.n.  Ji  3.60. 

Das  vorliegende  Werk  hat  ähnliche  Ziele  wie  das  vorstehende  Werk  „Wissenschaft  und 
Hypothese"desselben  Verfassers,  bietet  aber  ein  für  sich  abgeschlossenes  Ganze,  dessen  Verständnis 
durch  die  meisterhafte  Sprache  und  die  kunstvolle  Darstellung  auch  den  Laien  zugänglich  ist. 

Der  Verfasser  gibt  im  ersten  Teil  eine  Darlegung  seiner  Anschauungen,  wie  in  uns  die 
Vorstellungen  von  Kaum  und  Zeit  entstanden  sein  könnten.  Der  zweite  Teil  enthält  eine  Dar- 
stellung des  gegenwärtigen  Standes  der  Physik  und  der  besonders  durch  die  neuen  Unter- 
suchungen über  Elektrizität  hervorgerufenen  Krisis,  in  der  die  früher  für  vollständig  geiichert 
gehaltenen  Prinzipien  ins  Wanken  geraten  sind,  und  die  merkwürdigerweise  auf  die  philo- 
sophischen Anschauungen  der  Zeit  zurückgewirkt  haben.  Auch  der  Laie  wird  sich  aus  dieser 
Darstellung  eine  richtige  Vorstellung  von  dem  Inhalt  der  Fragen,  um  die  es  sich  dabei  handelt, 
bilden  können.  Der  dritte  Teil  endlich  mündet  wieder  in  den  Ausgangspunkt  ein  und  kehrt  zu 
der  durch  den  Titel  des  Werkes  gestellten  Frage  nach  dem  Wert  der  Wissenschaft  zurück,  indem 
er  das  Verhältnis  der  Wissenschaft  zur  Wirklichkeit  einer  Untersuchung  unterwirft. 

Die  der  deutschen  Ausgabe  beigefügten  Anmerkungen  haben  teils  den  Zweck,  Einzel- 
heiten, die  dem  deutschen  Leser  vielleicht  weniger  zur  Hand  sind,  zu  erläutern,  teils  die  be- 
handelten Fragen  noch  aus  einem  etwas  anderen  Gesichtspunkt  zu  betrachten. 

Schriften,  mathematische  und  physikalische  für  Ingenieure 
und  Studierende.  Herausgegeben  von  Dr.  E.  Jahnke,  Professor 
an  der  Kgl.  Bergakademie  zu  Berlin.  In  Bänden  zu  5 — 6  Bogen. 
8.     Steif  geh.  u.  in  Leinwand  geb. 

Bisher  erschien  Band: 

I.  Einführung  in  die  Theorie  des  Magnetismus.  Von  Dr.  R.Gans,  Privat- 
dozent an  der  Universität  Tübingen.  Äüt  40  Textfiguren  [VI  u.  110  S.]  1908 
Steif  geh.  n.  JL  2.40,  in  Leinwand  geb.  n.  ^H.  8.80. 


Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  und  Berlin. 

II.  Elektromagnetische  Ausgleichsvorgänge  in  Freileitungen  und 
Kabeln.  Von  K.  "W.  Wagner,  Ingenieur  in  Charlottenbnrg.  Mit  23  Textfiguren. 
[IV  u    109  S.]      1908.      Steif  geh.  n.  Ji  2.40,  in  Leinwand  geh    n.  Ji.  2.80. 

III.  Einführung  in  die  Maxwellsche  Theorie  der  Elektrizität  und  des 
Magnetismus.  Von  Dr.  Ol.  Schaefer,  Privatdozent  an  der  Universität 
Breslau.  Mit  Bildnis  J.  0.  Maxwells  und  32  Textfiguren.  [VIII  u.  174  S.]  1^08. 
Steif  geh.  n.  M.  3.40,  in  Leinwand  geb.  n.  Ji.  3 . 80. 

IV.  Die  Tlteorie  der  Besselschen  Funktionen.  Von  Dr.  P.  Schafheitlin, 
Professor  am  Sophien-Kealgymnasium  zu  Berlin.  Mit  1  Figurentafel.  [V  u.  129  S.] 
1908.     Steif  geh.  n.  M.  2.80,  in  Leinwand  geb.  n.  M.  3.20. 

V.    Funktionentafeln  mit  Formeln  und  Kurven.  Von  Dr. E.Jahn ke, Professor 
an  der  Kgl.  Bergakademie  zu  Berlin,  und  F.  Em  de,  Ingenieur  in  Berlin.    Mit  53  Fig. 
[XII  u.  17G  S.]     1909.     Steif  geh ,  in  Leinwand  geb. 
Weitere  Bände  in  Vorbereitung. 

Tannery,  J.,  Professor  an  der  Universität  Paris,  Subdirektor  der  Ecole  nor- 
male superieure  zu  Paris,  Elemente  der  Mathematik.  Mit  einem  ge- 
schichtliclien  Anhang  von  P.  Tannery.  Autorisierte  deutsche  Ausgabe 
von  Dr.  P.  Klaess,  Gymnasiallehrer  in  Echternach  (Luxemburg).  Mit 
einem  Einführungswort  von  Felix  Klein  und  184  Textfiguren.  [XII  u. 
364  S.]    gr.  8.    1909.   Geh.  n.  A  7. — ,  in  Leinwand  geb.  n.  ./^  8.— 

Das  vorliegende  Buch  entspricht  den  neuen  französischen  Lehrplänen  von  1902  und 
behandelt  das  mathematische  Pensum  der  Philosophie-Klasse.  Aus  dem  reichen  Inhalte  des 
Werkes  seien  einige  der  bemerkenswertesten  Kapitel  hervorgehoben:  algebraische  Geometrie, 
Koordinaten,  empirische  Kurven,  graphische  Darstellung  der  Funktionen  (graphische  Fahr- 
pläne), grapliische  Methoden  zur  Auflösung  der  Gleichungen,  Elemente  der  Differential-  und 
Integralrechnung,  Grenzwerte,  Keiheu.  —  In  ebenso  klassischer  Form  behandelt  am  Schlüsse  der 
Bruder  des  Verfassers,  P.  Tannery,  einige  wichtige  Kapitel  der  Geschichte  der  Mathematik; 
sie  beziehen  sich  meistens  auf  die  im  Buche  selbst  behandelten  Fragen. 

Taschenbucll  für  Mathematiker  und  Physiker,  unter  Mitwirkung 
von  Fr.  Auerbach,  0.  Knopf,  H.  Liebmann,  E.  Wölffing  u.  a. 
herausg.  von  Felix  Auerbach.  Mit  1  Bildnis  Lord  Kelvins.  [XLIVu. 
450  S.]      8.     I.  Jahrgang   1909.     In  Leinwand  geb.  n.  J{  6 . — 

Während  es  Taschenbücher  und  Kalender  für  Chemiker,  Geographen,  Techniker,  Elek- 
trotechniker, Astronomen  usw.  gibt,  entbehren  die  Mathematiker  und  Physiker  bis  heute  dieses 
bequemen  und,  wenn  einmal  vorhanden,  unentbehrlichen  Hilfsmittels.  Es  wird  hiermit  dem 
Kreise  der  Interessenten  zum  ersten  Male  vorgelegt,  und  zwar  mit  Bücksicht  auf  die  nahen 
Beziehungen  zwischen  Mathematik  und  Physik  in  einer  beide  Wissenschaften  umfassenden 
Form.  Es  enthält  Angaben  über  Personalien,  Literatur,  Praktisches  usw.,  hauptsächlich  aber 
ein  Gerippe  des  Tatsachenmaterials  der  genannten  Disziplinen,  zu  denen  noch  Astronomie, 
Geodäsie  und  physikalische  Chemie  als  Annexe  hinzugefügt  wurden,  um  allseitigen  Bedürfnissen 
entgegenzukommen.  Bei  dem  gewaltigen  Umfange  der  in  Eede  stehenden  Wissenschaften  mußte 
man  sich  für  diesen  ersten  Jahrgang  auf  eine  Auswahl  des  zunächst  Wichtigsten  und  Dringend- 
sten beschränken;  es  ist  aber  in  Aussicht  genommen,  in  den  folgenden  Jahrgängen  immer 
wieder  Neues  hinzuzufügen,  so  daß  die  Abnehmer  nach  und  nach  ein,  dem  Charakter  eines 
Taschenbuches  entsprechend,  lückenloses  Material  in  die  Hand  bekommen. 

Weber,  Dr.  H.,  u.  Dr.  J.  Wellstein,  Professoren  an  der  Universität 
Straßburg  i.  E.,  Encyklopädie  der  Elementar-Mathematik. 
Ein  Handbuch  für  Lehrer  und  Studierende.     In   3  Bänden,     gr.  8. 

I.Band.  Elementare  Algebra  und  Analysis.    Bearbeitet  von  Heinrich  Weber.    2.  Aufl. 
Mit  38  Textfiguren.     [XVIII  u.  539  S.]     1906.     In  Leinwand  geb.  n.  M.  9.60. 
II.     —        Elemente    der  Geometrie.     Bearbeitet  von  Heinrich  Weber,  Joseph  Well- 
stein   und   Walther    Jacobsthal.     2.  Aufl.     Mit   251    Textfiguren.     [XII  u. 
596  S.]     1907.     In  Leinwand  geb.  n.  M.  12.— 
III.     —        Angewandte    Elementar-Mathematik.       Bearbeitet     von     Heinrich    Weber, 
Joseph   Wellstein    und    Bud.  H.Weber    (Bostock).     Mit   358  Textfiguren. 
[XIII  u.  666  S.]      1907.     In  Leinwand  geb.  n.  M.  14.— 
Das  vorliegende  Werk  wendet  eich  in  erster  Linie  an  die  gegenwärtigen  und  künftigen 
Lehrer  an   höheren   Schulen,  an   die  Studierenden    der  Mathematik   unserer    Hochschulen.     Es 
beansprucht    nicht,    wie    die    große    Enzyklopädie    der    mathematischen    Wissenschaften,    das 
Material  allseitig  zu  erschöpfen,  nach  der  historischen  und  literarischen  Seite  hin  vollständigen 
Aufschluß    zu  geben.     Es  will   eine   Verbindung   herstellen   zwischen  der   höheren   Mathematik 
und  der  Mathematik  der  Schule,  indem   es   einerseits   dem  Studierenden  ein  Führer   ist,   wo  er 
der  Auffrischung  und  Ergänzung  früher  erV'orbener  Kenntnisse  bedarf,  andererseits  dem  Lehrer 
ein  Wegweiser,  um  das  im    Studium  der  höheren  Mathematik   Erworbene   der  Vertiefung    und 
Bereicherung    des   Unterrichts    nutzbar   zu    machen.     Besonderes  Gewicht   ist   auf  die   wissen- 
schaftliclie  Ausgestaltung  der  allgemeinen  Grundlagen  gelegt. 


Verlag  von  B.  G.  TEUBNER  in  LEIPZIG  und  BERLIN 

Encyklopädie  der  Mathematischen  VUissenscIiaften 

mit  Einschluß  ihrer  Anwendungen. 

Herauagegebeii  im   Aul'trage  der 

Akademien   der  Wissenschaften  zu  Göttingen,  Leipzig,  München   und  Wien 

sowie  unteor  Mitwirkung  zahlreicher  Fachgenossen. 

fn  7  Bänden  zu  je  <5  —  8  Heften,     gr.  8.     Geheftet  und  in  Halbfrz.  gelt. 


I.  Arithmetik  und  Algebra,  2  Teile,  rodigiert 
von  W.  Fr.  Meyer. 

J.I.  Analysls,    2    Teile,    rudigiert    von    H. 
Burkhardt  uud  W.  Wirtingor. 

III.  Geometrie,    ^    Teile,    redigiert    von  W. 
Fr.  Meyer. 

IV^    Meolianil(,    l   Teilbändo,    redigiert   von 
F.  Klein  und  C.  H.  Müller. 


V.  Physii(,  3  Teile,  redigiert  von  A. 
Sommerfeld. 

VI.  1.  Geodäsie  und  Geophysik.  2  Teilbäude, 
redigiert  von  Ph.  Furtwängler  und 
E.  Wieohert. 

2.  Astronomie,  red.  von  K.  Schwär z- 
schild. 

VII.  Geschichte,  Philosophie,  Didaktik.     (In 

Vorbereitung.) 


Aufgabe  der  Kucyklopädie  ist  es,  iu  knapper,  zu  rascher  Orientierang  geeigneter 
Form,  aber  mit  möglichster  Vollständigkeit  eine  Gesamtdarstellung  der  mathematischen 
Wissenschaften  nach  ihrem  gegi>uwärtigeu  Inhalt  au  gesicherten  KciuUateu  zu  geben 
und  zugleich  durch  sorgfältige  Litcraturangaben  die  geschichtliche  Entwicklung  der 
matheihatisoheji  Methoden  seit  dem  Beginn  des  19.  Jahrhunderts  nachzuweisen.  Sie' 
beschränkt  sich  dabei  nicht  auf  die  sogenannte  reine  Mathematik,  sondern  berücksichtigt 
auch  ausgiebig  di(!  Anwendungen  auf  Mechanik  und  Physik,  Astronomie  und  Geodäsie, 
die  verschiedenfm  Zweige  der  Technik  und  andere  Gebiete,  und  zwar  in  dem  Siuae,  daL 
sie  einerseits  den  Mathematiker  darüber  orientiert,  welche  S'ragen  die  Anwendungen  an 
ilin  stellen,  andererseits  den  Astronomen,  Physiker,  Techniker  darüber,  welche  Antwort 
die  Mathematik  auf  diese  Fragen  gibt.  In  sieben  Bänden  zu  je  etwa  640  Druckseiten 
sollen  die  einzelnen  Gebiete  in  einer  Keihe  sachlich  geordneter  Artikel  behandelt 
werden;  der  letzte  Band  soll  ein  ausführliches  alphabetisches  Register  enthalten.  Auf 
die  Ausführung   von  Beweisen   der  mitgeteilte]^  Sätze   muß   natürlich   verzichtet   werden. 

Die  Ansprüche  an  die  Vorkenntnisse  der  Leser  sind  so  gehalten,  daC  das  Werk 
auch  demjenigen  nützlich  sein  kann,  der  nur  über  ein  bestimmtes  Gebiet  Orientierung  suclit. 

Encyclopedie  des  sciences  mathematiques 

pures  et  appliquees. 

Publice  so  US  les  au8})ices  des  Academies  des  sciences 

de  Göttingue,  de  Leipzig,  de  Munich  et  de  Vienne 

avec  la  collaboration  de  nonibreux  savauts. 

I^dition  fpan^aise, 

ledigee  et  pubKee  d'apres  Tedition  allemande  sous  la  direction  de 

Jules  Molk,  professeur  a  l'universite  de  Nancy. 

Eu  sept  tomes.     gr,  8.     Geheftet. 

Durch  die  günstige  Aufnahme  veranlaßt,  welche  die  deutsche  Ausgabe  dieses  mouu- 
ixentalen  Werkes  iu  Fachkreisen  gefunden  hat,  und  auf  vielfache  Anregungen  liat  sich  die 
Verlagsbuchhandlung  entschlossen,  die  Encyklopädie  der  Mathematischen  Wissenschafta.i 
in  Gemeinschaft  mit  der  Firma  Gauthier-ViUars  in  Paris  auch  in  trauzösiseher 
Sprache  erscheinen  zu  lassen.  Das  Werk  wird,  wie  schon  die  ersten  Lieferungen  zeigen, 
seitens  der  deutschen  Bearbeiter  viele  Änderungen  uud  Zusätze  erfahren,  und  auch  die 
französischen  Mitarbeiter,  sämtlich  Autoritäten  auf  ihren  Gebieten,  haben  eine  gründliche 
l^marbeitung  vorgenommen.  Zum  ersten  Male  dürfte  somit  wohl  liier  der  Fall  eingetreten 
sein,  dali  sieh  bei  einem  so  großen  Werke  die  ersten  deutschen  uud  frauzOsiselieu  Pach- 
{{elehrteu  /.u  gemeinsamer  Arbeit  verbunden  haben. 


Verlag  von  B.G.Teubner  in  Leipzig  und  Berlin 
Repertorium  der  höheren  Mathematik  vonDi.  Ernst  Pascai,  ord 

Professor  an  der  Universität  Neapel.  In  2  Teilen:  Analysis  und  Geo- 
metrie.   2.,  neubearbeitete  Auflage,    gr.  8. 

I.  Teil:  Die  Analysis.  Unter  Mitwirkung  von  ]•;.  Pascal  sowie  Ph  Furtw  ängler, 
A.  Guldberg,  H.  Halin,  E.  Ja  linke,  H.  Jung,  A.  Loewy,  H.  E.  Timer- 
diug  hrsg.  von  Dr.  P.  Epstein,  Privatdozenten  an  der  Universität  Straß- 
burg i.  E.  [ca.  700  S.]  1909.  In  Leinwand  geb.  ca.  n.  M.  12. —  [Erscheint 
Ostern  1909.] 
II.  —  DleGeomotrio.  Unter  Mitwirkung  von  E.  Pascal  sowie  L  Berzolari, 
K.  Bonola,  E.  Ciani,  M.  Dehn,  Er.  Dingeldey,  E.  Enrique?,  P.  Ep- 
stein, G.  Giraud,  H.'Grassiiann,  G.  Guareschi,  L.  Hefl'ter,  W.  Jacobs  - 
thal,  H.  Lieb  mann,  J.  Mollerup,  J.  Neuberg,  U.  Perazzo,0.  Staude, 
E.  Steinitz,  H.  "Wieleitu  er  und  K.  Ziüdler  hrsg.  von  Dr.  H.  E.  Timer- 
ding,  Professor  an  der  Universität  Straßburg  i.  E.  [ca.  800  S.]  1909.  In  Lein- 
wand geb.  ca.  n.  M.  11. —     [Erscheint  im  Sommer  1909.] 

Bei  der  Bearbeitung  der  zweiten 'Auflage  werden  die  Herausgeber  in  erster 
Linie  bestrebt  sein,  dem  Buche  seine  "Vorzüge  zu  erhalten.  Daneben  aber  erfährt  es 
formell  und  inhaltlich  so  durchgreifende  Änderungen,  daß  es  in  vieler  Beziehung  als  ein 
neues  "Werk  gelten  kann. 

Zunächst  muß  im  ersten  Teile  (hrgb.  von  P.  Epstein)  den  in  den  letzten 
Jahren  erzielten  Fortschritten  Bechnung  getragen  werden,  neue  Methoden  (z.  B.  in  der 
Variationsrechnung)  und  neu  eröffnete  Gebiete  wie  die  Integralgleichungen,  die  moderne 
Fiinktionentheorie,  die  algebraischen  Zahlen  fordern  eine  nicht  unbeträchtliche  Er- 
weiterung des  Stoffes,  ganz  besonders  aber  haben  es  die  Bearbeiter  nach  Möglichkeit  ver- 
mieden, eine  große  Menge  von  Einzelheiten  lose  aneinander  zu  reihen,  sondern  haben 
vielmehr  auf  eine  zusammenhängende  und  in  sich  geschlossene  Darstellung  Wert  gelegt. 
Dieselben  Grundsätze  werden  dann  auch  im  2.  Teile  (hrsg.  von  H.  E.  Timer- 
ding) befolgt  werden.  Es  soll  nicht  bloß  eine  Übersicht  über  das  weite  Gebiet  der  Geo- 
metrie im  einzelnen,  sondern  auch  eine  Darlegung  ihrer  allgemeinen  Prinzipien  und 
Methoden  gegeben  und  von  dem  gegenwärtigen  Stand  der  Auffassungen  Rechenschaft 
erteilt  werden. 

VOCabulaire  MathematiqUe,  fran9ais-allemand  et  allemand- 
fran9ais.  Mathematisches  Vokabularium,  französisch- deutsch  und  deutsch - 
französisch.  Enthaltend"  die  Kunstausdrücke  aus  der  reinen  und  an- 
gewandten Mathematik.  Von  Professor  Dr.  Felix  Müller.  [XV  u.  316  S,] 
Lex.-8.  1900/1901.  In  Leinw.  geb.  n.  JC.  20. —  Wurde  in  2  Lieferungen 
ausgegeben:  I.  Lieferung.  [IX  u.  132  S.]  1900.  Geh.  n.  JC.^.—  H.  Lie- 
ferung.    [S.  IX— XV  u.  133-316.]     1901.     Geh.  n.  M  11.— 

Das  Vokabularium  enthält  in  alphabetischer  Folge  mehr  als  12000  KunstausdrUcko 
aus  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  in  französischer  und  deutscher  Sprache  und 
soll  in  erster  Linie  eine  Ergänzung  der  gebräuchlichen  V/örterbücher  für  die  beiden 
genannten  Sprachen  sein.  Da  das  Vokabularium  zugleich  als  Vorarbeit  zu  einem  Mathe- 
matischen Wörterbuche  dienen  soll,  so  sind  auch  zahlreiche  Nominalbenennungen  auf- 
genommen, deren  Anführung  aus  rein  sprachlichem  Interesse  überflüssig  erscheinen 
dürfte.  Z.  B.  Gaußsche  Abbildung  (einer  Fläche  auf  eine  Kugel)  (Gauß  1827)  [inf.  Geom.] 
reprfesentation  de  Gauss;  Clairauts  Satz  (über  die  geodätischen  Linien  auf  Umdrehungs- 
flächen) (Clairaut  17»3)  [inf.  Geom.]  thßor^me  de  Glairaut.  Alis  den  beigefügten  Zusätzen 
ist  zu  ersehen,  daß  das  Vokabularium  mehr  bietet,  als  der  Titel  erwarten  läßt. 

Vorlesungen   über  Geschichte   der  Mathematik,     von 

Moritz  Cantor.  In  4  Bänden,  gr.  8.  Mit  zahlreichen  Figuren  und  Tafeln. 
In  Halbfranz  geb. 

I.Band:    Von    den    ältesten  Zeiten  bis  zum    Jahre    1200   n.Chr.     3.    Auflage. 
[VI  u.  911  S.]     1907.     n.  M.  26.— 
II.  Vom  Jahre  1200  bis  zum  Jahre  1668.  2.  vorm.  Auflage.-   [XII  u.  943  S.] 

1900.  n.  Jl.  28.— 

III.     —         Vom  Jahre  1668  bis  zum  Jahre  17.58.     2.  verm.  Auflage.     [X  n.  92:^  S.] 

1901.  u.  JC.  27.— 

TV.     —  Vom  Jahre  17.'')9  bis  zum  Jahre  1799.   Herausgegeben  unter  Mitwirkung 

der    Herron    V.  Bobynin,    A.  v.  Braun  mühl,    F.  Cajori,  S.  Günther. 

V.  Kommereil,    G.  Loria,    E.  Netto,' G.  Vivanti   und  V.  E.  Wallner 

von  M.  Cantor.     [VI  u.  1113  S.]     1908.    e.  Ji.  3.5.  - 

.,Mit  rastlosem  Fleiß,  mit  nie  ermüdender  Geduld,  mit  der  unverdrossenen  Liebe 

des  Sammlers,   der   auch   das   scheinbar  Geringe   nicht   vernachlässigt,    hat  M.  Cantor 

dies  kolossale  Material  gesammelt,  kritisch  gesichtet,   durch   eigene  Forschungen,  ergänzt, 

nach   einheitlichen  Grundsätzen   und   einheitlichem  Plan  zu  einem  Ganzen  verschmolzen, 

und  indem  er  in  seltener  Unparteilichkeit  bei  strittigen  Fragen,  deren  die  Geschichte  der 

Mathematik   sovlele  hat,  auch  die  abweichenden  Ansichten  zu  Wort  kommen  ließ,  hat  er 

ein  Werk  Kcachaffen,  das  die  reichste  Quelle  der  Belehrung,  der  Anregung  für  einen  jeden 

ist,  der  sich  über  einen  geschichtlichen  Fragepunkt  Rat  holen,  der  an  der  Geschichte  der 

Mathematik  mitarbeiten  will...."  (Aus  den  Qöttingischen  gelehrten  Anzeigen.) 


Verlag  von  B.G.Teubner  in  Leipzig  und  Berlin 

Encyklopädie 
der  Elementar-Mathematik. 

Ein  Handbuch  für  Lehrer  und  Studierende  von 

Dr.  Heinrich  Weber     uud      Dr.  Joseph  Wellstein, 

Pr.>fe8Boron  an  der  V'  tat  titraßhurg  i.  K. 
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